
٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی
م��ه��ن��دس��ی) ف��ن��ی و پ��ای��ه ع��ل��وم دان��ش��ج��وی��ان (ب��رای

ع��رف��ان��ی��ان اح��م��د دک��ت��ر
م��ش��ه��د) ف��ردوس��ی دان��ش��گ��اه ع��ل��م��ی ه��ی��أت (ع��ض��و

گ��ل ک��ام��ی��اب��ی رج��ب��ع��ل��ی دک��ت��ر
م��ش��ه��د) ف��ردوس��ی دان��ش��گ��اه ع��ل��م��ی ه��ی��أت (ع��ض��و



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢



م��ط��ال��ب ف��ه��رس��ت

١١ ح��ق��ی��ق��ی اع��داد دس��ت��گ��اه ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ق��دم��ه ١.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ح��ق��ی��ق��ی اع��داد دس��ت��گ��اه ٢.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��رت��ی��ب اص��ول ١.٢.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ��وی��ا اع��داد و ص��ح��ی��ح اع��داد ط��ب��ی��ع��ی، اع��داد ٣.١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ك��م��ال) (اص��ل ت��م��ام��ی��ت م��وض��وع اص��ل ۴.١
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ۵.١
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ۶.١

۴٧ م��خ��ت��ل��ط اع��داد ٢
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��خ��ت��ل��ط اع��داد ری��خ��چ��ه ت��ا ١.٢
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��خ��ت��ل��ط اع��داد دس��ت��گ��اه ٢.٢
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��خ��ت��ل��ط اع��داد ن��م��ای��ش�ه��ای ٣.٢
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��خ��ت��ل��ط م��ع��ادلات ۴.٢
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج��ب��ر اس��اس��ی ق��ض��ی��ه ١.۴.٢
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . zn = w ص��ورت ب��ه م��خ��ت��ل��ط م��ع��ادلات ٢.۴.٢
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ۵.٢
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ۶.٢

٧٧ ت��اب��ع ٣
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن وم��ش��خ��ص��ات ت��اب��ع ١.٣
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��واب��ع ج��ب��ر ٢.٣
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ح��ق��ی��ق��ی ت��واب��ع ٣.٣
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ��اص ت��واب��ع ۴.٣

٣



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴

٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ��اص ت��واب��ع ن��م��ودار ۵.٣
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��واب��ع در م��ق��ی��اس ت��غ��ی��ی��ر و ان��ت��ق��ال ۶.٣
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ٧.٣
١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ٨.٣

١١٩ ح��د ۴
١١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ح��د ری��ف ت��ع�� و م��ف��ه��وم ١.۴
١٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ح��د ق��ض��ای��ای ٢.۴
١٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس��ت ح��د و چ��پ ح��د ٣.۴
١٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چ��پ ح��د و راس��ت ح��د ری��ف ت��ع�� ١.٣.۴
١۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب��ی��ن��ه��ای��ت ح��د و ب��ی��ن��ه��ای��ت در ح��د ۴.۴
١۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . ∞ و −∞ ،+∞ ه��م��س��ای��گ��ی ری��ف ت��ع�� ١.۴.۴
١۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ائ��ل ۵.۴
١۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ۶.۴

١۵٩ پ��ی��وس��ت��گ��ی ۵
١۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع ع��م��وم��ی وخ��واص ت��ع��اری��ف ١.۵
١۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع دی��گ��ر خ��واص ٢.۵
١۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی��ك��ن��واخ��ت پ��ی��وس��ت��گ��ی ٣.۵
١۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج��م��ع��ی ت��اب��ع ۴.۵
١۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج��م��ع��ی ت��اب��ع خ��واص ۵.۵
١٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ۶.۵
١٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ٧.۵

١٨٣ م��ش��ت��ق ۶
١٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ف��رم��ول��ه��ای و م��ش��ت��ق ١.۶
١٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ع��ک��وس و م��رک��ب ت��واب��ع م��ش��ت��ق ٢.۶
١٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ث��ل��ث��ات��ی م��ع��ک��وس ت��واب��ع م��ش��ت��ق ٣.۶
١٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب��الات��ر م��رات��ب م��ش��ت��ق��ات ۴.۶
١٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ض��م��ن��ی م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ۵.۶
١٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ش��ت��ق ه��ن��دس��ی ت��ع��ب��ی��ر ۶.۶
٢٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ائ��ل ٧.۶
٢٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ٨.۶



م��ط��ال��ب ف��ه��رس��ت ۵

٢١٣ م��ش��ت��ق ب��ن��ی��ادی ق��ض��ای��ای ٧
٢١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� ١.٧
٢١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار و رل ق��ض��ای��ای ٢.٧
٢٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده ٣.٧
٢٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��ی��ل��ور ق��ض��ی��ه ۴.٧
٢٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� آزم��ون�ه��ای ۵.٧
٢٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��ح��دب و ت��ق��ع��ر ۶.٧
٢٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ٧.٧
٢۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ٨.٧

٢۴٧ م��ش��ت��ق ك��ارب��رده��ای ٨
٢۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��اب��ع ی��ک رس��م ١.٨
٢۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��رت��ب��ط ن��رخ�ه��ای ٢.٨
٢۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ��ط��ی ری��ب�ه��ای ت��ق�� و دی��ف��ران��س��ی��ل�ه��ا ٣.٨
٢۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ��ط��ی ری��ب�ه��ای ت��ق�� ۴.٨
٢۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��ی��وت��ن روش ۵.٨
٢٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب��ی��ش��ی��ن��ه و ک��م��ی��ن��ه رب��ردی ک��ا م��س��ائ��ل ۶.٨
٢٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اق��ت��ص��ادی رب��رده��ای ک��ا ٧.٨
٢٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ٨.٨
٢٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ٩.٨

٢٩١ دن��ب��ال��ه ٩
٢٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن ج��ب��ری خ��واص و دن��ب��ال��ه ١.٩
٢٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن��ه��ا ه��م��گ��رائ��ی و ی��ك��ن��وا دن��ب��ال��ه�ه��ای ٢.٩
٢٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ك��ش��ی دن��ب��ال��ه�ه��ای ٣.٩
٣٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��واب��ع پ��ی��وس��ت��گ��ی و دن��ب��ال��ه ۴.٩
٣٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دن��ب��ال��ه زی��ر ۵.٩
٣٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب��ازگ��ش��ت��ی دن��ب��ال��ه�ه��ای ۶.٩
٣١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ٧.٩
٣١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ٨.٩

٣١٩ ان��ت��گ��رال ١٠
٣١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول��ی��ه) (ت��اب��ع ن��ام��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال ١.١٠
٣٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س��ی��ك��م��ا م��ف��ه��وم ٢.١٠



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۶

٣٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال ٣.١٠
٣۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (ت��وس��ع��ی) ن��اس��ره ان��ت��گ��رال�ه��ای ۴.١٠
٣۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ۵.١٠
٣۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ۶.١٠

٣۶٩ آن ب��ه واب��س��ت��ه ت��واب��ع و ل��گ��اری��ت��م ١١
٣٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ری��ت��م ل��گ��ا ت��اب��ع ن��م��ودار ٢.١١
٣٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��م��ائ��ی ت��اب��ع ٣.١١
٣٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��ذل��ول��ی ت��واب��ع ۴.١١
٣٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ائ��ل ۵.١١
٣٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ۶.١١

٣٩١ ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای ١٢
٣٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ف��رم��ول�ه��ای از اس��ت��ف��اده ١.١٢
٣٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج��زء ب��ه ج��زء روش ٢.١٢
٣٩۵ . . . . . . . . . . . . . . ه��ذل��ول��ی و م��ث��ل��ث��ات��ی م��ت��غ��ی��ره��ای ت��غ��ی��ی��ر از اس��ت��ف��اده روش ٣.١٢
۴٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ��وی��ا ك��س��ره��ای زی��ه ت��ج�� روش ۴.١٢
۴٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ش��ت��رك م��ض��رب ری��ن ك��وچ��ك�ت�� روش ۵.١٢
۴٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . z = tan x

۲ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ۶.١٢
۴١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ث��ل��ث��ات��ی ان��ت��گ��رال�ه��ا�ی ٧.١٢
۴١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ع��ك��وس ت��اب��ع ان��ت��گ��رال ٨.١٢
۴١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ك��اه��ش��ی ف��رم��ول روش ٩.١٢
۴١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه ١٠.١٢م��س��ای��ل
۴٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١١.١٢م��س��ای��ل

۴٣١ ان��ت��گ��رال ك��ارب��رده��ای ١٣
۴٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت ١.١٣
۴٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ن��ح��ن��ی ی��ك ق��وس ط��ول ٢.١٣
۴۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س��ط��ح ی��ك دوران از ح��اص��ل ح��ج��م ٣.١٣
۴۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ن��ح��ن��ی ی��ك دوران از ح��اص��ل ج��ان��ب��ی س��ط��ح ۴.١٣
۴۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ان��ج��ام ك��ار ۵.١٣
۴۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج��رم م��رك��ز و گ��ش��ت��اوره��ا ۶.١٣
۴۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ائ��ل ٧.١٣
۴۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ٨.١٣



م��ط��ال��ب ف��ه��رس��ت ٧

۴٧٣ ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری�ه��ای ١۴
۴٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��ام��ت��ن��اه��ی ری��ه��ای س�� واگ��رای��ی و ه��م��گ��رای��ی ١.١۴
۴٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری�ه��ای ه��م��گ��رای��ی ع��م��وم��ی اص��ل ٢.١۴
۴٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��ام��ن��ف��ی ج��م��لات ب��ا س��ری ٣.١۴
۴٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان��ت��گ��رال و ان��ق��ب��اض کُ��ش��ی، ری��ش��ه آزم��ون��ه��ای ۴.١۴
۴٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ت��ن��اوب س��ری�ه��ای ۵.١۴
۴٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای��ی ۶.١۴
۵٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ـ��رط��ی ه��م��گ��رای��ی ٧.١۴
۵٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن ب��ازآرائ��ی و س��ری ی��ك ج��م��لات دس��ت��ه���ب��ن��دی ٨.١۴
۵٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س��ری ی��ك ج��م��لات دس��ت��ه���ب��ن��دی ١.٨.١۴
۵٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرای��ی ب��از ٢.٨.١۴
۵٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ع��م��وم��ی س��ری�ه��ای ب��ر آزم��ون�ه��ای��ی ٩.١۴
۵١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه ١٠.١۴م��س��ای��ل
۵١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١١.١۴م��س��ای��ل

۵٢۵ ت��وان��ی س��ری�ه��ای ١۵
۵٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ق��دم��ه ١.١۵
۵٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��وان��ی س��ری�ه��ای ان��ت��گ��رال و م��ش��ت��ق ٢.١۵
۵٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ك��ل��ورن و ت��ی��ل��ور س��ری ٣.١۵
۵۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوج��م��ل��ه���ای س��ری ۴.١۵
۵۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��س��ای��ل ۵.١۵



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٨



م��ق��دم��ه

ای��ن چ��اپ و ن��گ��ارش پ��ی��گ��ی��ری و ت��لاش س��ال�ه��ا از پ��س ت��ا ن��م��ود ی��اری را م��ا ک��ه ری��م س��پ��اس�گ��ذا را م��ت��ع��ال خ��داون��د
�رار ق� �د �ن� �م� ارج� �ان �وی� �ج� �ش� دان� و �ان �ژوه� دان��ش�پ� �دان، �ن� �ه�م� �لاق� ع� �ا �م� ش� �ار �ی� �ت� اخ� در �ون �ن� اک� و �ده �ی� �ان� رس� �ان �ای� پ� �ه ب� را �اب �ت� ک�

ده��ی��م.
ارائ��ه اس��ت ک��رده �م ف��راه� �ه �اب� م��ش� �ت��اب�ه��ای ک� �ا ب� را �ت��اب ک� ای��ن �ز �ای� �م� ت� �ه ک� �ف��ان �ول� م� اس��اس��ی �ه�ه��ای دغ��دغ� از ی��ک��ی
�ا ب� �ن �ی� �ن� �م�چ� ه� �د، �اش� �ی�ب� م� �ا آن�ه� �ل �ام� ک� �ان �ره� ب� و �ی �اض� ری� �ه ری� � �ظ� ن� �ان �ی� ب� �ا ب� �راه �م� ه� و �ی �ق� �ط� �ن� م� �لا �ام� ک� �وه �ی� ش� �ه ب� �ب �ل� �ط� م�
�ک��ن �م� م� �ه چ� �ر اگ� �د. �ون� ش� داده �ی��ح ت��وض� �م��وس �ل� م� �ور ط� �ه ب� �اری��ف �ع� ت� و �ا �ای� ق��ض� �ه ک� اس��ت ش��ده �ع��ی س� �ن��وع �ت� م� �ال�ه��ای �ث� م�
�ه�ه��ای �ت� رش� �وی��ان �ج� دان��ش� �ا م��خ��ص��وص� �ان �وی� �ج� دان��ش� �ه �م� ه� �ه�ی ع��لاق� �ورد م� �ه رب��وط� � م� �ای��ج �ت� ن� و �ا �ای� ق��ض� �ب��ات اث� �ان �ی� ب� اس��ت
ری��اض��ی غ��ی��ر دان��ش��ج��وی��ان ن��ی��ز و ری��اض��ی دان��ش��ج��وی��ان ب��رای را ک��ت��اب ای��ن ت��وان��س��ت��ه�ای��م م��ا ول��ی ن��ب��اش��د ری��اض��ی غ��ی��ر
و اس��ت��دلال��ی ش��ی��وه ب��ه ب��ت��وان��ن��د ب��راح��ت��ی ک��ه آوری��م در ری��ر ت��ح�� رش��ت��ه ب��ه گ��ون��ه�ای ب��ه ری��اض��ی اس��اس��ی ری��ه ن��ظ�� ب��ه ع��لاق��م��ن��د
ب��ره��ان�ه��ای �ی��ان ب� از �ن��د م��ی�ت��وان� �ت��رم م��ح� م��درس��ان �ت��ه �ب� ال� �ن��د، �ن� ک� �ی��دا پ� �ای��ی �ن� آش� �م��وم��ی ع� �ی��ات ری��اض� �ی��م �ف��اه� م� �ا ب� �ی��ادی �ن� ب�
�ز �ی� ن� و �اس��ی �ن� �ی��ن�ش� زم� و �اس��ی �ن� زی��س��ت�ش� �م��ی، �ی� ش� زی��ک، � �ی� ف� �د �ن� �ان� م� �ه �ای� پ� �وم �ل� ع� �ه�ه��ای �ت� رش� �ای��ر س� ب��رای �ا �ای� ق��ض� ری��اض��ی

ن��م��ای��ن��د. ص��رف�ن��ظ��ر اق��ت��ص��اد و ک��ش��اورزی م��ه��ن��دس��ی، رش��ت��ه�ه��ای
ان��ت��ه��ای در ک��ام��ل پ��اس��خ ب��ا ه��م��راه ت��ک��ن��ی��ک��ی ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ارائ��ه ک��ت��اب ای��ن ب��رج��س��ت��ه دی��گ��ر ن��ک��ات از
ای��ن از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ا ت� �د �ون� ش� �ا �ن� آش� �ه �ل� �ئ� �س� م� ح��ل �م �ه� م� �ای �ی��ک�ه� �ن� �ک� ت� �ا ب� �د �ن� �وان� �ت� ب� �وی��ات �ج� �ش� دان� �ا ت� �د �اش� �ی�ب� م� ف��ص��ل �ر ه�
�ن �دی� ب� �ا ت� آورد �ود وج� �ه ب� �ر �گ� دی� �ل �ای� �س� م� �ل ح� در �ا آن�ه� �رای ب� �ری �ت� �ش� �ی� ب� �ی �ادگ� آم� �و �گ� ال� �وان �ن� ع� �ه ب� �ده ش� �ل ح� �ل �ای� �س� م�

ی��اب��د. ت��ق��وی��ت آن��ان م��س��ئ��ل��ه ح��ل ق��درت وس��ی��ل��ه
�رای ب� �ده ش� �ه ارائ� �ل �ص� �رف� س� �ا ب� �ق �ب� �ط� �ن� م� �ا آن�ه� �ب �ال� �ط� م� �ه ک� �ت اس� �ده ش� �م �ی� �ظ� �ن� ت� �ل �ص� ف� �زده �ان� پ� در �ر �اض� ح� �اب �ت� ک�
ت��دری��س ب��رای �ن��اوری ف� و �ق��ات �ی� �ق� ت��ح� �ل��وم، ع� وزارت ری��زی �ه� �ام� �رن� ب� �ال��ی ع� ش��ورای ت��وس��ط �وم��ی �م� ع� �ی��ات ری��اض� درس
از �رخ��ی ب� ب��رای �ه ک� اس��ت ی��ادآوری �ه ب� لازم �ت��ه �ب� ال� م��ی�ب��اش��د. �اد �ت��ص� اق� و ک��ش��اورزی �ن��دس��ی، �ه� م� �ل��وم، ع� �ه�ه��ای �ت� رش� در

ن��م��ود. ح��ذف رب��وط��ه م�� م��درس ت��ش��خ��ی��ص ب��ه را ک��ت��اب ف��ص��ول ی��ا م��ب��اح��ث از ق��س��م��ت��ی م��ی�ت��وان ف��وق رش��ت��ه�ه��ای
ای��ن �ان �ژوه� دان��ش�پ� و �د �ی� �ات� اس� �اده �ف� �ت� اس� �ورد م� �ه��ی، ال� �اه �گ� �ش� �ی� پ� در �ب��ول ق� �م��ن ض� �ت��اب ک� �ن ای� �ار �ش� �ت� ان� �م ری� �دوا �ی� ام�

ب��اش��د. زی��زم��ان ع�� ک��ش��ور در ری��اض��ی��ات ب��ه��ت��ر آم��وزش پ��ی��ش��ب��رد در ک��وچ��ک��ی ق��دم و گ��رف��ت��ه ق��رار رش��ت��ه
�ی �رم� گ� �ه ب� �ی �ال� �م� �ت� اح� �ات �اه� �ب� �ت� اش� �ز �ی� ن� و �زان زی� � ع� �ا �م� ش� �ده �ازن� س� �ادات �ه� �ن� �ش� �ی� پ� و �ادات �ق� �ت� ان� �رات، �ظ� ن� �ه ارائ� از

م��ی�ن��م��ای��ی��م. اس��ت��ق��ب��ال
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�ده �ه� ع� �ر ب� را �اب �ت� ک� �ن ای� �ی �م� �ل� ع� �اری �ت� �راس� وی� �ر ام� �ه ک� �ان �ازی� �ج� ح� �ر �ت� دک� �م �ان� خ� �ار �رک� س� از �ه ک� �ت اس� لازم �ا �ه� �ت� ان� در
�م �ان� خ� �ار �رک� س� و ط��وس��ی �ی��س��ی رئ� �ر �ت� دک� �م �ان� خ� �ار �رک� س� از �ی��ن �ن� �م�چ� ه� �م، �ی� �ای� �م� �ی�ن� م� را �ر �ک� ت��ش� و �دردان��ی ق� �ای��ت �ه� ن� �د �ن� �ت� داش�
و اش��ک��ال �ی��م ت��رس� ت��ای��پ، ک��ار ک��ه م��وس��وی و �ت��ی �ب� �ن� م� �ای��ان آق� �ی��ز ن� و ن��م��وده�ان��د �ال��ع��ه م��ط� دق��ت ب��ه را �ت��ن م� ک��ه �ن��دی رازق�
�ر �دی� م� �ای �دت�ه� �اع� �س� م� و �ا �ی�ه� �ای� �م� �ن� راه� از �ردد. �ی�گ� م� �ذاری �اس�گ� �پ� س� �د داده�ان� �ام �ج� ان� �ام �م� ت� �ت دق� �ا ب� را �ی �ه�آرای� �ح� �ف� ص�

م��ی�ن��م��ای��ی��م. ت��ش��ک��ر ص��م��ی��م��ان��ه دان��ش��گ��اه چ��اپ��خ��ان��ه ک��ارک��ن��ان و دان��ش��گ��اه پ��ژوه��ش��ی ام��ور م��ح��ت��رم
م��ول��ف��ان



١ ف��ص��ل

ح��ق��ی��ق��ی اع��داد دس��ت��گ��اه

م��ق��دم��ه ١.١

در را آن از �ی �واص� خ� �ه�اش �رف� ح� و �ل �غ� ش� �ه �ط� واس� �ه ب� و �اس��ت �ن� آش� �داد اع� �ا ب� �دازه�ای ان� �ا ت� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �ور ط� �ه ب� ک��س �ر ه�
را اص��ل��ی ع��م��ل چ��ه��ار ع��م��وم��ی خ��واص دب��ی��رس��ت��ان��ی دان��ش�آم��وز ی��ك م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه م��ی�ب��رد. ك��ار ب��ه روزم��ره زن��دگ��ی
ای��ن �ا ب� �ای��د. �م� ن� خ��لاص��ه م��ی�ت��وان��د �ن��د ب��اش� ش��ده �ت��ه س��اخ� �ل��ی اص� ع��م��ل �ه��ار چ� ب��ا ك��ه را اع��داد از �ب��ارت��ی ع� ه��ر و م��ی�دان��د
�د �واه� خ� �ود وج� �ا �ه� آن� �ورد م� در �ی �ات� �ام� �ه� اب� �واره �م� ه� �د �ن� �اش� ب� �ده �ش� ن� �ه �ع� �ال� �ط� م� �م �ظ� �ن� م� و �دی ج� �وری ط� �ه ب� �داد اع� �ر اگ� �ود وج�

اس��ت. اع��داد خ��اص��ی��ت�ه��ای اس��ت��ن��ت��اج و ری��ف ت��ع�� م��ورد در م��ن��ط��ق��ی اب��ه��ام��ات ای��ن ری��ن ع��م��ده�ت�� داش��ت.
�ع��دی ب� �ه �ل� �رح� م� ش��د. �ن��ا آش� �ع��ی �ی� �ب� ط� اع��داد �ن��ی �ع� ی� �م��ارش ش� ب��ه رب��وط � م� اع��داد �ا ب� �ت��دا اب� ان��س��ان ری��خ��ی، �ا ت� �ر �ه�ن��ظ� �ق��ط� ن� از
از �ا ت� �د �ن� چ� �ا ی� ی��ك �خ��اب �ت� ان� و �ر �ت� �ك� �وچ� ك� �زء ج� �د �ن� �ه�چ� ب� �د واح� ی��ك �م �ی� �س� �ق� ت� �ده�ی �ن� �ان�ده� �ش� ن� �ه ك� �ود ب� �دادی اع� �ا ب� �ی �ای� �ن� آش�
ب��ود اع��دادی ن��وب��ت ب��ع��د، �رح��ل��ه م� در ه��س��ت��ن��د. م��ث��ب��ت گ��وی��ای اع��داد ه��م��ان واق��ع در اع��داد ای��ن م��ی�ب��اش��د. آن اج��زاء
س��اق�ه��ای��ش از ی��ك ه��ر ط��ول ك��ه ق��ائ��م�ال��زاوی��ه�ای م��ت��س��اوی�ال��س��اق��ی��ن م��ث��ل��ث وت��ر ط��ول م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه ن��ی��س��ت��ن��د گ��وی��ا ك��ه
را ب��ع��دی �رح��ل��ه�ی م� م��ن��ف��ی اع��داد و ص��ف��ر م��ع��رف��ی گ��ردی��ده�ان��د. م��وس��وم (اص��م) گ��ن��گ اع��داد ب��ه اع��داد ای��ن اس��ت. ١
ری��ف ت��ع�� م��ی�ت��وان��د آن��ه��ا �ی��ن اول� ك��ه دارن��د وج��ود �ی��ن��ی م��ع� �ن��ط��ق��ی م� م��ش��ك��لات م��راح��ل ای��ن ت��م��ام��ی در م��ی�داد. ت��ش��ك��ی��ل
م��م��ك��ن اس��ت» م��ث��ب��ت ع��ددی م��ن��ف��ی ع��دد دو ه��ر «ح��اص��ل��ض��رب ی��ا و «۰ < ۱» گ��زاره�ه��ای در ه��م��چ��ن��ی��ن ب��اش��د ع��دد
از زی��ی ج�� ع��ن��وان ب��ه و اث��ب��ات ب��دون را آن��ه��ا ب��ای��د ای��ن��ك��ه ی��ا و ه��س��ت��ن��د اث��ب��ات ق��اب��ل گ��زاره�ه��ا ای��ن آی��ا ك��ه ن��دان��ی��م اس��ت
در م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده م��وض��وع��ی اص��ل روش اس��ت رای��ج م��ش��ك��لات��ی چ��ن��ی��ن رف��ع ب��رای ك��ه روش��ی پ��ذی��رف��ت. ری��ف ت��ع��
م��وس��وم ش��ده پ��ذی��رف��ت��ه خ��اص��ی��ت�ه��ای و ری��ف ت��ع�� ت��ع��دادی م��ن��ط��ق��ی ق��وان��ی��ن ك��م��ك ب��ه ت��ن��ه��ا ك��ه م��ی�ش��ود س��ع��ی روش ای��ن
از م��ق��دم��ات��ی ب��ه م��وض��وع��ی اص��ل روش ب��ه اع��داد م��ط��ال��ع��ه در ك��ن��ن��د. اس��ت��ن��ت��اج را خ��واص ب��ق��ی��ه م��وض��وع��ه اص��ول ب��ه
از ع��م��ل در س��رع��ت و م��ط��ل��ب ش��دن ط��ولان��ی از ج��ل��وگ��ی��ری خ��اط��ر ب��ه م��ا ك��ه اس��ت ن��ی��از م��ج��م��وع��ه�ه��ا ری��ه ن��ظ�� و م��ن��ط��ق
م��ی�ده��ی��م. ارج��اع م��ج��م��وع��ه�ه��ا ری��ه�ی ن��ظ�� و م��ن��ط��ق ك��ت��اب�ه��ای ب��ه را ع��لاق��م��ن��د خ��وان��ن��دگ��ان و ن��م��وده اج��ت��ن��اب آن��ه��ا ب��ی��ان
اص��ول ش��رك��ت�پ��ذی��ری، و ض��رب و ج��م��ع اص��ول ع��م��ده دس��ت��ه س��ه ب��ه م��ی�ت��وان را ح��ق��ی��ق��ی اع��داد م��وض��وع��ه�ی اص��ول

١١
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از ی��ك ه��ر از ك��ه خ��واص��ی از ب��ع��ض��ی اص��ول، ای��ن ب��ی��ان ض��م��ن ف��ص��ل ای��ن در ك��رد. ت��ق��س��ی��م ت��م��ام��ی��ت اص��ل و ت��رت��ی��ب
و ص��ح��ی��ح اع��داد �ب��ی��ع��ی، ط� اع��داد س��اخ��ت��ن ض��م��ن �ن��ی��ن ه��م��چ� ن��م��ود. خ��واه��ی��م ب��ی��ان ن��ی��ز را م��ی�ش��ون��د �ن��ت��اج �ت� اس� اص��ول
�م �ی� �واه� خ� �دس��ی �ی� �م� ارش� اص��ل و �ب��ی �ی� �رت� ت� خ��وش اص��ل �راء، �ق� �ت� اس� اص��ل �د �ن� �ان� م� �ول اص� از �ع��ض��ی ب� �ان �ی� ب� �ه ب� �ا �وی� گ� �داد اع�
�ه ب� �ك �ن� ای� �رد. ك� �ات �ب� اث� �ن ری� � �ای� س� �ك �م� ك� �ه ب� را �ا �ه� آن� از �ی �ض� �ع� ب� �وان �ی�ت� م� �ه �ون� �گ� چ� �ه ك� �رد ك� �م �ی� �واه� خ� �ان �ی� ب� و �ت �رداخ� پ�

م��ی�پ��ردازی��م. ح��ق��ی��ق��ی اع��داد دس��ت��گ��اه م��ع��رف��ی

ح��ق��ی��ق��ی اع��داد دس��ت��گ��اه ٢.١

�ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� را R �ای �ض� اع� �ر ام� �دای �ت� اب� از �د. �اش� ب� �و �ض� ع� دو دارای �ل �داق� ح� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ك ی� R �د �ی� �ن� ك� �رض ف�
�ول اص� �ه� ب� �وم �وس� م� �ر زی� (اص��ل) �ی��ت �اص� خ� �ار �ه� چ� در و �ده ش� ری��ف � �ع� ت� R در + �م��ع ج� �م��ل ع� �د �ی� �ن� ك� ف��رض �م. �ی� �ام� �ی�ن� م�

ك��ن��د. ص��دق ج��م��ع م��وض��وع��ه�ی

ج��م��ع). م��وض��وع��ه�ی اص��ول ) ١.٢.١

،a, b, c ∈ R ه��ر ب��رای پ��ذی��ری) ش��رک��ت (اص��ل (ج١)
a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

،a ∈ R ه��ر ب��رای ك��ه دارد وج��ود م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ۰ ب��ا را آن ك��ه R در ع��ض��وی خ��ن��ث��ی) ع��ض��و (وج��ود (ج٢)
a+ ۰ = ۰ + a = a.

ك��ه دارد وج��ود م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش −a ن��م��اد ب��ا ك��ه R از ع��ض��وی a ∈ R ه��ر ب��رای ری��ن��ه) ق�� ع��ض��و (وج��ود (ج٣)
a+ (−a) = (−a) + a = a.

،a, b ∈ R ه��ر ب��رای ج��اب��ج��ای��ی) (اص��ل (ج۴)
a+ b = b+ a.

(ب��ی�اث��ر) خ��ن��ث��ی ع��ض��و را ۰ ك��ه ب��اش��د. ج��م��ع��ی آب��ل��ی گ��روه ی��ك (R,+) ك��رد ف��رض م��ی�ت��وان دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه
گ��رف��ت. ن��ظ��ر در a ری��ن��ه ق�� را −a ع��دد ،a ∈ R ه��ر ب��رای و

م��ی�پ��ردازی��م. ج��م��ع م��ق��دم��ات��ی خ��واص از ب��ع��ض��ی ب��ی��ان ب��ه ح��ال

.٢.٢.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ب��ه�ف��رد م��ن��ح��ص��ر خ��ن��ث��ی ع��ض��و (١)

.b = c آن��گ��اه a+ b = a+ c اگ��ر ،a, b, c ∈ R ه��ر ب��رای (اس��ق��اط)) ح��ذف (ق��اع��ده (٢)

اس��ت. ب��ه�ف��رد م��ن��ح��ص��ر ری��ن��ه ق�� ع��ض��و (٣)



ح��ق��ی��ق��ی اع��داد دس��ت��گ��اه .١ ف��ص��ل ١٣

.۰ = −۰ (۴)

.−(−a) = a ،a ∈ R ه��ر ب��رای (۵)

اث��ب��ات.

.۰ = ۰ + ۰′ = ۰′ ری��م دا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. دی��گ��ری خ��ن��ث��ی ع��ض��و ن��ی��ز ۰′ ك��ن��ی��د ف��رض (١)

ری��م دا ص��ورت ای��ن در .a+ b = a+ c ب��اش��ی��م داش��ت��ه c و b و a دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ب��رای ك��ن��ی��د ف��رض (٢)

b = ۰ + b = ((−a) + a) + b = (−a) + (a+ b)

= (−a) + (a+ c)

= ((−a) + a) + c

= ۰ + c = c.

ری��م دا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د x ری��ن��ه ق�� ه��م x′ ،x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ب��رای ك��ن��ی��د ف��رض (٣)

x′ = x′ + ۰ = x′ + (x+ (−x)) = (x′ + x) + (−x) = ۰ + (−x) = −x.

اس��ت. ش��ده اس��ت��ف��اده ت��س��اوی�ه��ا در ت��رت��ی��ب ب��ه راس��ت ب��ه چ��پ از (ج٣) و (ج٢) از ك��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه

.−۰ = (−۰) + ۰ = ۰ ری��م دا (۴)

�م ه� �ا ب� ،٣ �م��ت �س� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� پ��س �د �ن� �ت� �س� ه� −(a) �ه �ن� ری� � ق� دو �ر ه� −(−a) و a �ون چ� .a ∈ R �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (۵)
ب��راب��رن��د.

�اد �م� ن� �ا ب� را آن �ه ك� b و a �ل �اض� �ف� ت� ،b و a �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو �ر ه� �رای ب� �ل)). �اض� �ف� (ت� �ق �ری� �ف� ت� ) ٣.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
م��ی�ش��ود ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش a− b

a− b = a+ (−b).

اس��ت. ح��ق��ی��ق��ی اع��داد در دوت��ای��ی ع��م��ل ی��ك خ��ود ری��ق ت��ف�� واق��ع در

�رد �ه�ف� ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �واب ج� دارای a + x = b �ه�ی �ادل� �ع� م� ،b و a �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو �ر ه� �رای ب� .۴.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�
اس��ت. x = b− a



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١۴

اگ��ر زی��را اس��ت �ه�ف��رد رب� �ن��ح��ص�� م� ج��واب ای��ن ع��لاوه ب��ه اس��ت. م��ع��ادل��ه ج��واب ی��ك b− a ك��ه اس��ت واض��ح اث��ب��ات.
ری��م دا آن��گ��اه ب��اش��ن��د م��ع��ادل��ه ای��ن ج��واب دو x۲ و x۱

a+ x۱ = b = a+ x۲.

ب��ن��اب��رای��ن
a+ x۱ = a+ x۲,

.x۱ = x۲ ری��م دا ح��ذف) (ق��اع��ده ٢.٢.١ ب��ه ب��ن��ا ن��ت��ی��ج��ه در

(اص��ل) خ��اص��ی��ت چ��ه��ار در و ش��ده ری��ف ت��ع�� ج��م��ع) خ��ن��ث��ی ع��ض��و ۰) R− {۰} در ض��رب ع��م��ل ك��ن��ی��د ف��رض
ك��ن��د. ص��دق ض��رب م��وض��وع��ه�ی اص��ول ب��ه م��وس��وم زی��ر

ض��رب). م��وض��وع��ه�ی (اص��ول ۵.٢.١

،c و b و a غ��ی��رص��ف��ر ح��ق��ی��ق��ی ع��دد س��ه ه��ر ب��رای ش��رك��ت�پ��ذی��ری) (اص��ل (ض١)
a.(b.c) = (a.b).c

ه��ر ب��رای ك��ه دارد وج��ود م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش «۱» ب��ا را آن ك��ه R−{۰} در ع��ض��وی ی��ك��ان��ی) ع��ض��و (وج��ود (٢ (ض
a ∈ R

a.۱ = ۱.a = a

ن��ش��ان «۱
a» ی��ا «a

−۱» ن��م��اد ب��ا ك��ه را R− {۰} از ع��ض��وی a ∈ R ه��ر ب��رای م��ع��ك��وس) ع��ض��و (وج��ود (٣ (ض
ک��ه اس��ت م��وج��ود م��ی�ده��ی��م

a.(a−۱) = (a−۱).a = ۱

a, b ∈ R− {۰} ه��ر ب��رای ج��اب��ج��ای��ی) (اص��ل (ض۴)
a.b = b.a

اس��ت. رب��ی ض�� آب��ل��ی گ��روه ی��ك (R− {۰}, .) دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه
�م��ل ع� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� و دارد وج��ود R− رب��ی{۰} � ض� گ��روه در �ت��ی �ی� �اص� خ� ٢.٢.١ �ی��ه ق��ض� �وارد م� از ی��ك �ر ه� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م�
اك��ت��ف��ا آن��ه��ا ذك��ر ب��ه ت��ن��ه��ا اث��ب��ات، ب��ودن م��ت��ش��اب��ه دل��ی��ل ب��ه ك��ه اس��ت ری��ف ت��ع�� ق��اب��ل R− {۰} در ت��ق��س��ی��م ع��م��ل ری��ق ت��ف��

م��ی�ك��ن��ی��م.

.۶.٢.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ب��ه�ف��رد م��ن��ح��ص��ر ی��ك��ان��ی ع��ض��و (١)

.a = c آن��گ��اه a.b = b.c اگ��ر ،a, b, c ∈ R ه��ر ب��رای ح��ذف) (ق��اع��ده (٢)
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اس��ت. ب��ه�ف��رد م��ن��ح��ص��ر م��ع��ك��وس ع��ض��و (٣)

.۱ = ۱−۱ (۴)

.(a−۱)−۱ = a ،a ∈ R− {۰} ه��ر ب��رای (۵)

�اد �م� ن� �ا ب� �ه ك� را b �ر ب� a �م �ی� �س� �ق� ت� b ∈ R − {۰} �دد ع� و a �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �رای ب� �م). �ی� �س� �ق� ت� ) ٧.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
م��ی�ش��ود ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش «ab » ی��ا «a÷ b»

a

b
= a.b−۱

ب��ه�ف��رد �ن��ح��ص��ر م� ج��واب دارای a.x = b م��ع��ادل��ه�ی ،b و a �ی��رص��ف��ر غ� �ی��ق��ی ح��ق� ع��دد دو ه��ر ب��رای .٨.٢.١ ق��ض��ی��ه
اس��ت. x = b

a

ع��م��ل ت��وزی��ع�پ��ذی��ری اص��ل ب��ه و م��ی�س��ازد رب��وط م�� ب��ه�ه��م را ج��م��ع و ض��رب ك��ه م��ی�ك��ن��ی��م اش��اره اص��ل��ی ب��ه ادام��ه در
اس��ت اك��ت��ورگ��ی��ری ف�� ع��م��ل ه��م��ان واق��ع، در اص��ل ای��ن ك��ه ك��ن��ی��د ت��وج��ه اس��ت. م��ع��روف ج��م��ع ع��م��ل ب��ه ن��س��ب��ت ض��رب

ب��ودی��م. ش��ده آش��ن��ا آن ب��ا ق��ب��لا ك��ه

(پ��خ��ش��ی)). ت��وزی��ع�پ��ذی��ری م��وض��وع (اص��ل ٩.٢.١

a, b, c ح��ق��ی��ق��ی ع��دد س��ه ه��ر ب��رای (پ١)
a.(b+ c) = a.b+ a.c.

م��ی�ك��ن��ی��م. ب��ی��ان را ت��وزی��ع�پ��ذی��ری اص��ل خ��واص از ب��ع��ض��ی اك��ن��ون

.١٠.٢.١ ق��ض��ی��ه

.a.۰ = ۰ ،a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (١)

ری��م دا b و a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (٢)
a.b = ۰ ⇔ a = ۰ ی��ا b = ۰.

(a ̸= ۰, b ̸= ۰ ⇔ a.b ̸= ۰ ،b و a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای م��ع��ادل، ط��ور ب��ه (ی��ا

،b ∈ R− {۰} و a ∈ R ه��ر ب��رای (٣)
a

b
= ۰ ⇔ a = ۰.

.(−۱).(−۱) = ۱ (۴)

.−a = (−۱).a ری��م دا a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (۵)
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.(−a).(−b) = a.b ،b و a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (۶)

a.(b− c) = a.b− a.c ،c و b و a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد س��ه ه��ر ب��رای (٧)

اث��ب��ات.

آن��گ��اه ب��اش��د دل��خ��واه a ∈ R اگ��ر (١)
a.۰ = a.(۰ + ۰) = a.۰ + a.۰.

ری��م دا ((٢) ٢.٢.١) ج��م��ع در ح��ذف ق��اع��ده ط��ب��ق ب��ن��اب��رای��ن
a.۰ = ۰.

ن��ش��ان a ̸= ۰ و a.b = ۰ ك��ن��ی��د ف��رض ح��ال .a.b = ۰ ص��ورت ای��ن در b = ۰ ی��ا a = ۰ اگ��ر (١) ب��ن��اب��ه (٢)
ری��م دا (١) ط��ب��ق ب��ن��اب��رای��ن دارد. وج��ود a−۱ ی��ع��ن��ی a م��ع��ك��وس پ��س a ̸= ۰ چ��ون .b = ۰ ك��ه م��ی�ده��ی��م

a−۱.(a.b) = a−۱.(۰) = ۰.

.b = ۰ ی��ا و (a−۱.a).b = ۰ ن��ت��ی��ج��ه در

ب��ن��ا پ��س b−۱ ̸= ۰ چ��ون آن��گ��اه a
b = a.b−۱ = ۰ اگ��ر ع��ك��س ب��ه .ab = ۰ ك��ه اس��ت واض��ح a = ۰ اگ��ر (٣)

.a = ۰ ،(٢) ب��ه

(١) ب��ه ب��ن��ا پ��س ۱ + (−۱) = ۰ ك��ه آن��ج��ا از (۴)
(−۱).(۱ + (−۱)) = (−۱).۰ = ۰.

ری��م دا ت��وزی��ع�پ��ذی��ری اص��ل ب��ه ب��ن��ا ط��رف��ی از
(−۱).(۱ + (−۱)) = (−۱).۱ + (−۱).(−۱).

پ��س اس��ت ی��ك��ان��ی ع��ض��و ۱ چ��ون ،(−۱).۱ + (−۱).(−۱) ب��رای��ن ب��ن��ا
(−۱) + (−۱).(−۱) = ۰.

((٣) ٢.٢.١) اس��ت �ه�ف��رد رب� � �ن��ح��ص� م� �ه �ن� ری� � ق� �و ع��ض� چ��ون اس��ت. (−۱) �ن��ه�ی ری� � ق� (−۱).(−۱) �ی��ج��ه �ت� ن� در
.(−۱).(−۱) = ۱ پ��س

ری��م دا (١) ب��ه ب��ن��ا پ��س (−۱) + ۱ = ۰ چ��ون ب��اش��د. دل��خ��واه a ∈ R ك��ن��ی��د ف��رض (۵)
a.((−۱) + ۱) = a.۰ = ۰.

ری��م دا ت��وزی��ع�پ��ذی��ری اص��ل ط��ب��ق ن��ت��ی��ج��ه در
a.(−۱) + a.۱ = ۰,
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پ��س اس��ت ب��ه�ف��رد م��ن��ح��ص��ر ری��ن��ه ق�� ع��ض��و چ��ون و اس��ت a ری��ن��ه ق�� (−۱)a پ��س .(−۱).a+ a = ۰ ی��ا و
.(−۱).a = −a

و �ی �ای� �ج� �اب� ج� �ت �ی� �اص� خ� و (۵) �ق �ب� ط� �ورت ص� �ن ای� در �د �ن� �اش� ب� �واه �خ� دل� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو a و b �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (۶)
ری��م دا ض��رب ع��م��ل در ش��رك��ت�پ��ذی��ری

(−a).(−b) = (−۱).a.(−۱).b = (−۱).(−۱).(a.b).

ری��م دا (۴) ب��ه ب��ن��ا ن��ت��ی��ج��ه در
(−a).(−b) = a.b

�ق، ری� � �ف� ت� �ل �م� ع� �ف ری� � �ع� ت� �ق �ب� ط� �ورت ص� �ن ای� در �د �ن� �اش� ب� �واه �خ� دل� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ه س� c و b ،a �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (٧)
ری��م دا (۴) و ت��وزی��ع�پ��ذی��ری خ��اص��ی��ت

a.(b− c) = a.(b+ (−c)) = a.b+ a.(−c) = a.b+ (−۱).(a.c) = a.b− a.c.

ه��رگ��اه ن��ام��ی��م م��ث��ب��ت ك��لاس ی��ك را P م��ان��ن��د ح��ق��ی��ق��ی اع��داد از زی��رم��ج��م��وع��ه�ای م��ث��ب��ت). (ك��لاس ١١.٢.١ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د، ب��س��ت��ه R از ش��ده ال��ق��اء ج��م��ع ع��م��ل ب��ه ن��س��ب��ت P ال��ف)

ب��اش��د، ب��س��ت��ه R از ش��ده ال��ق��اء ض��رب ع��م��ل ب��ه ن��س��ب��ت P ب)

.(−a) ∈ P ی��ا a ∈ P ی��ا ب��اش��ی��م داش��ت��ه a غ��ی��رص��ف��ر ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ج)

ت��رت��ی��ب اص��ول ١.٢.١

ع��دد ن��ام��ی��م. م��ث��ب��ت ح��ق��ی��ق��ی اع��داد را P اع��ض��اء اس��ت. P م��ان��ن��د م��ث��ب��ت ك��لاس ی��ك دارای R ك��ه م��ی�ك��ن��ی��م ف��رض
م��ن��ف��ی ح��ق��ی��ق��ی اع��داد را اع��دادی چ��ن��ی��ن ت��م��ام��ی م��ج��م��وع��ه�ی ب��اش��د. P ع��ض��و −y ه��رگ��اه ن��ام��ی��م م��ن��ف��ی را y ح��ق��ی��ق��ی

ن��ام��ی��م.

ب��ه ن��ام��ی��م م��س��اوی ی��ا ك��وچ��ك��ت��ر و اك��ی��د ك��وچ��ك��ت��ری ت��رت��ی��ب ب��ه ك��ه را «≤» و «<» راب��ط��ه�ی دو .١٢.٢.١ ت��ع��ری��ف
ه��رگ��اه a ≤ b و b− a ∈ P ه��رگ��اه a < b ،b و a �ی��ق��ی ح��ق� ع��دد دو ه��ر ب��رای �ی��م �ن� م��ی�ك� ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت

.a < b ی��ا a = b

b» �ورت �ه�ص� ب� را a ≤ b و �ت» اس� a از �ر) �ت� �زرگ� (ب� �ر �ت� �ش� �ی� ب� �داً �ی� اك� b» �ورت ص� �ه ب� را a < b �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت�
م��ی�خ��وان��ن��د. ن��ی��ز اس��ت» a از) اك��م��ت��ر ن�� b) م��س��اوی ی��ا ب��زرگ��ت��ر

.b < c و a < b ك��ه اس��ت ب��دی��ن�م��ع��ن��ی a < b < c ،c و b ،a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد س��ه ه��ر ب��رای ه��م��چ��ن��ی��ن

م��ی�ك��ن��ی��م. اش��اره ت��رت��ی��ب خ��واص از ب��ع��ض��ی ب��ه اك��ن��ون
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.١٣.٢.١ ق��ض��ی��ه

.x > ۰ اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت م��ث��ب��ت x (١)

.x < ۰ اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت م��ن��ف��ی x (٢)

ه��س��ت��ن��د. م��ت��ع��دّی «≤» و «<» راب��ط��ه�ه��ای از ی��ك ه��ر (٣)

اس��ت ب��رق��رار زی��ر ش��رط س��ه از ی��ك��ی ف��ق��ط b و a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای ق��وی) ت��ث��ل��ی��ث (اص��ل (۴)

،a = b (i)

،a < b (ii)

.b < a (iii)

a + c < b + c �اه �گ� آن� (a ≤ b) a < b �ر اگ� ،c و b ،a �واه �خ� دل� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ه س� �ر ه� �رای ب� (۵)
.(a+ c ≤ b+ c)

ری��م دا d و c ،b ،a دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ب��رای (۶)
،a+ c < b+ d آن��گ��اه c < d و a < b اگ��ر
،a+ c < b+ d آن��گ��اه c ≤ d و a < b اگ��ر
.a+ c ≤ b+ d آن��گ��اه c ≤ d و a ≤ b اگ��ر

ری��م دا c > ۰ و b و a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (٧)
،a.c < b.c آن��گ��اه a < b اگ��ر
a.c ≤ b.c آن��گ��اه a ≤ b اگ��ر

ری��م دا c < ۰ و b و a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (٨)
،a.c > b.c آن��گ��اه a < b اگ��ر
a.c ≥ b.c آن��گ��اه a ≤ b اگ��ر

ری��م: dدا و c ،b ،a دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ب��رای (٩)
،۰ < a.c < b.d آن��گ��اه ۰ < c < d و ۰ < a < b اگ��ر
،۰ < a.c < b.d آن��گ��اه ۰ < c < d و ۰ < a ≤ b اگ��ر
.۰ < a.c ≤ b.d آن��گ��اه ۰ < c ≤ d و ۰ < a ≤ b اگ��ر

.(۱ ∈ P ) ۱ > ۰ ب��ن��اب��رای��ن ،a۲ > ۰ ری��م دا a غ��ی��رص��ف��ر ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (١٠)



ح��ق��ی��ق��ی اع��داد دس��ت��گ��اه .١ ف��ص��ل ١٩

،a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (١١)
،۱
a > ۰ آن��گ��اه a > ۰ اگ��ر
.۱a < ۰ آن��گ��اه a < ۰ اگ��ر

،b aو ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (١٢)
،۰ < ۱

b < ۱
a آن��گ��اه ۰ < a < b اگ��ر

.۱b < ۱
a < ۰ آن��گ��اه a < b < ۰ اگ��ر

را �وق ف� �ه �ی� �ض� ق� �ام �ك� اح� از �ی �ض� �ع� ب� �ط �ق� ف� �لام، ك� �ه �ال� اط� از �ز �ی� �ره� پ� و �ات �ب� اث� روش �ودن ب� �ه �اب� �ش� م� �ت �لّ� ع� �ه ب� اث��ب��ات.
م��ی�ك��ن��ی��م. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه را ب��ق��ی��ه و ك��رده اث��ب��ات

ری��م دا ری��ف ب��ه�ت��ع�� ب��ن��ا پ��س a = a− ۰ چ��ون ص��ورت ای��ن در .a ∈ P ی��ع��ن��ی ب��اش��د م��ث��ب��ت a ك��ن��ی��م ف��رض (١)
پ��س a = a− ۰ چ��ون و (a− ۰) ∈ P ری��م دا ص��ورت ای��ن در a > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض ب��ال��ع��ك��س .a > ۰

.a ∈ P

b− a ∈ P ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا .b < c و a < b و ب��اش��ن��د دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی ع��دد س��ه c و b ،a ك��ن��ی��د ف��رض (٣)
.(b− a) + (c− b) ∈ P پ��س اس��ت ب��س��ت��ه ج��م��ع ب��ه Pن��س��ب��ت چ��ون .c− b ∈ P و

ط��رف��ی از
(b− a) + (c− b) = (b− b) + c− a = c− a.

.a < c ،١٢.٢.١ ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا ن��ت��ی��ج��ه در c− a ∈ P پ��س

،١٢.٢.١ �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� ،a < b �ه ك� �د �ن� �اش� ب� �واه �خ� دل� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ه س� c و b ،a �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (۵)
ری��م دا (ج٣) و (ج٢) ج��اب��ج��ای��ی، ش��رك��ت�پ��ذی��ری، خ��اص��ی��ت از اس��ت��ف��اده ب��ا .b− a ∈ P

b− a = (b− a) + ۰ = (b− a) + (c− c) = (b+ c)− (a+ c).

. a+ c < b+ c ،١٢.٢.١ ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا پ��س

�ه ب� �ا �ن� ب� �ورت ص� �ن ای� در .c < d و a < b �ه ك� �د �ن� �اش� ب� �ان �ن� چ� d و c ،b ،a �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (۶)
�س پ� �ت اس� �ه �ت� �س� ب� �ع �م� ج� �ل �م� ع� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� P �ون چ� .d − c ∈ P و b − a ∈ P �م ری� دا �ف ری� � �ع� ت�
(ج٣) و (ج٢) ج��م��ع، ع��م��ل ج��اب��ج��ای��ی ش��رك��ت�پ��ذی��ری، خ��واص ب��ه ب��ن��ا ام��ا .(d− c) + (b− a) ∈ P

ری��م دا
(d− c) + (b− a) = (d+ b)− (a+ c).

.a+ c < b+ d ی��ا و (d+ b)− (a+ c) ∈ P ن��ت��ی��ج��ه در

�ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ا �ن� ب� �ورت ص� �ن ای� در a < b و �د �اش� ب� �واه �خ� دل� c ∈ P و �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو b و a �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (٧)
.c.(b− a) ∈ P پ��س اس��ت �ت��ه ب��س� ض��رب ع��م��ل ب��ه �ب��ت ن��س� P چ��ون و b− a ∈ P ری��م دا ،١٢.٢.١
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ن��ت��ی��ج��ه در .c.b− c.a ∈ P پ��س .c.(b− a) = c.b− c.a ری��م دا ،(٧) ١٠.٢.١ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ام��ا
.c.a < c.b ری��م دا ١٢.٢.١ ری��ف ت��ع�� ط��ب��ق

ص��ورت ای��ن در .۰ < c < d و ۰ < a < b ك��ه ب��اش��ن��د دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی اع��داد d و c ،b ،a ك��ن��ی��د ف��رض (٩)
در .b.c < b.d پ��س ،b > ۰ و c < d چ��ون و a.c < c.b پ��س c > ۰ و a < b چ��ون (٧) ب��ه ب��ن��ا
�م ری� دا ١٢.٢.١ ری��ف � �ع� �ت� �ه ب� �ا �ن� ب� پ��س c > ۰ و a > ۰ چ��ون �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� و a.c < b.d (٣) ب��ه �ا �ن� ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن�

.۰ < a.c < b.d

�م �ـ� ری� دا �ت) �ب� �ث� م� �لاس (ک� (ج) ١١.٢.١ �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� a ̸= ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (١٠)
�ا ی� a۲ ∈ P �ا ی� �س پ� �ت اس� �ه �ت� �س� ب� �رب ض� �ل �م� ع� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� P �ون چ� و (−a) ∈ P �ا ی� a ∈ P �ا ی�
(١) ب��ه �ا �ن� ب� پ��س .(−a)۲ = (−a).(−a) = a۲ ،(۶) ١٠.٢.١ �ی��ه ق��ض� �ه ب� �ا �ن� ب� �ا ام� .(−a)۲ ∈ P

.a۲ > ۰ ری��م دا

ط��رف��ی از .
(
−۱

a

)
.a > ۰ ن��ت��ی��ج��ه در .−۱

a > ۰ آن��گ��اه ۱
a < ۰ اگ��ر .۱a ̸= ۰ پ��س .a > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض (١١)

اس��ت. (١٠) ب��ا م��ت��ن��اق��ض ای��ن و ۱ < ۰ ی��ا و −۱ > ۰ پ��س .
(
−۱

a

)
.a = −

(
۱
a .a
)
= −۱

پ��س . ab > ۰ �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� b > ۰ و a > ۰ �ه �ك� �ن� ای� از ص��ورت ای��ن در .۰ < a < b �ی��د �ن� ك� ف��رض (١٢)
.۰ < ۱

b < ۱
a ری��م دا (٧) ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ال . ۱

ab > ۰ ،(١١) ب��ه ب��ن��ا

درخ��اص��ی��ت�ه��ای ك��ه ب��اش��د ش��ده ری��ف ت��ع�� «>» م��ان��ن��د ت��رت��ی��ب راب��ط��ه�ی ی��ك آن در ك��ه م��ی��دان��ی١ ه��ر ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه
�ب �رت� م� �دان �ی� م� �ر ه� در �ت. اس� �ب �رت� م� �دان �ی� م� �ك Rی� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �ام� ن� �ب �رت� م� �دان �ی� م� �ك ی� �د �ن� ك� �دق ص� (۴) و (٣)
و �ت �ب� �ث� م� �داد اع� �لاس ك� �ه ب� R �ع واق� در �د. �اش� �ی�ب� م� �ق �ل� �ط� �درم� ق� �ان �م� ه� �ه ك� �رد ك� �ف ری� � �ع� ت� را �ه �ل� �اص� ف� �وم �ه� �ف� م� �وان �ی�ت� م�
�ف��ی �ن� م� �ا ی� �ب��ت �ث� م� �ا ی� �ر �ف� �ی��رص� غ� �ق��ی �ی� �ق� ح� ع��دد ه��ر �ن��ی �ع� ی� اس��ت. ش��ده اف��راز ۰ �ان��ی ی��ك� �ه �م��وع� م��ج� و �ف��ی �ن� م� اع��داد ك��لاس

ن��م��ود. ری��ف ت��ع�� را ق��درم��ط��ل��ق م��ی�ت��وان واق��ع��ی��ت ای��ن ب��ه ت��وج��ه ب��ا و اس��ت

�ان �ش� ن� |a| �ورت ص� �ه ب� را آن �ه ك� a �ق �ل� �ط� م� �در ق� ،a �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ق). �ل� �ط� �درم� (ق� ١۴.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
م��ی�ش��ود ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ده��ی��م

|a|=


a a > ۰ اگ��ر

۰ a = ۰ اگ��ر

−a a < ۰ اگ��ر

م��ی�پ��ردازی��م. ق��درم��ط��ل��ق خ��واص از پ��اره�ای ب��ی��ان ب��ه اك��ن��ون

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه ری��اض��ی��ات م��ب��ان��ی ک��ت��اب��ه��ای ب��ه ب��ی��ش��ت��ر ت��وض��ی��ح و م��ی��دان ری��ف ت��ع�� ١ب��رای
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ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو b و a ك��ن��ی��م ف��رض ق��درم��ط��ل��ق). (خ��واص ١۵.٢.١ ق��ض��ی��ه

. (|a|> ۰ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر a ̸= ۰ م��ع��ادل ط��ور (ب��ه a = ۰ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر |a|= ۰ و |a|≥ ۰ (١)

.−|a|≤ a ≤ |a| (٢)

.|a|= |−a| (٣)

. |ab|= |a||b| (۴)

.
∣∣a
b

∣∣ = |a|
|b| آن��گ��اه b ̸= ۰ اگ��ر (۵)

.a۲ < b۲ ⇔ |a|< |b| (۶)

آن��گ��اه ۰ < b اگ��ر (٧)
|a|< b ⇔ a۲ < b۲ ⇔ −b < a < b.

م��ث��ل��ث ن��ام��س��اوی (٨)
|a+ b|≤ |a|+|b|,

.ab ≥ ۰ ك��ه م��ی�اف��ت��د ات��ف��اق ه��ن��گ��ام��ی ف��ق��ط و ف��ق��ط ت��س��اوی و

.|a|−|b|≤ ||a|−|b||≤ |a− b|≤ |a|+|b| (٩)

اش��اره ف��وق خ��واص از پ��اره�ای �ب��ات اث� �ه ب� �ق��ط ف� �ب��ات، اث� در �اب��ه ت��ش� �ل��ت ع� ب��ه و ك��لام �ال��ه اط� از �ی��ز پ��ره� ب��رای اث��ب��ات.
م��ی�ك��ن��ی��م.

a م��خ��ت��ل��ف ح��ال��ت�ه��ای اس��ت ك��اف��ی (۴) اث��ب��ات ب��رای م��ی�ش��ون��د. ن��ت��ی��ج��ه راح��ت��ی ب��ه ری��ف ت��ع�� از (٣) و (٢) و (١)
زی��را .|۱b |=

۱
|b| ،b ̸= ۰ ه��ر ب��رای ك��ه م��ی�ك��ن��ی��م ادع��ا (۵) ب��ره��ان ب��رای ری��م. ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در را b و

۱ = |۱|=
∣∣∣∣bb
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣b.۱b

∣∣∣∣ = |b|
∣∣∣∣۱b
∣∣∣∣ .

�وان �ن� ع� �ه ب� را (٧) و (۶) �ان �ره� ب� �ود. �ی�ش� م� �ات �ب� اث� (۴) از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ی �ت� راح� �ه ب� �م �ك� ح� .|۱b |=
۱
|b| �ه �ج� �ی� �ت� ن� در

م��ی�ك��ن��ی��م. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ری��ن ت��م��

ری��م دا (٢) از اس��ت��ف��اده ب��ا ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو b و a ك��ن��ی��د ف��رض (٨)
−|a|≤ a ≤ |a|, −|b|≤ b ≤ |b|.

م��ی�ده��د ن��ت��ی��ح��ه اخ��ی��ر ن��ام��س��اوی دو ط��رف��ی��ن ج��م��ع
−(|a|+|b|) ≤ a+ b ≤ |a|+|b|.
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ری��م دا |a|+|b|≥ ۰ ای��ن��ك��ه و (٧) ب��ه ت��وج��ه ب��ا ای��ن��ك
|a+ b|≤ |a|+|b|.

را x۰ ∈ A �و �ض� ع� �د. �اش� ب� R از �ه�ای �وع� �م� �ج� �رم� زی� A �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �م). �م� �ی� �ی�ن� م� و �م �م� �زی� اك� � (م� ١۶.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
�م��م زی� � اك� � م� را x۱ ∈ A ع��ض��و و x۰ ≤ a �ی��م ب��اش� �ه �ت� داش� a ∈ A ه��ر ب��رای �اه ه��رگ� �ی��م �ام� ن� A �م��وع��ه�ی م��ج� �م��م �ی� م��ی�ن�

.a ≤ x۱ ب��اش��ی��م داش��ت��ه a ∈ A ه��ر ب��رای ه��رگ��اه ن��ام��ی��م A

زی��م��م اك�� م�� ه��م��واره و ه��س��ت��ن��د رب��ه�ف��رد م��ن��ح��ص�� وج��ود ص��ورت در م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� ك��ه دی��د م��ی�ت��وان �س��ادگ��ی ب��ه
minA و maxA �ای �اده� �م� ن� �ا ب� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� را A �ه �وع� �م� �ج� م� �م �م� �ی� �ی�ن� م� و �م �م� زی� � اك� � م� �ت. اس� �م �م� �ی� �ی�ن� م� از �ر �ت� �م� اك� � ن�
م��ی�ن��ام��ن��د. ه��م A ان��ت��ه��ای ع��ض��و را maxA و A اب��ت��دای ع��ض��و را minA اوق��ات گ��اه��ی م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش

گ��وی��ا اع��داد و ص��ح��ی��ح اع��داد ط��ب��ی��ع��ی، اع��داد ٣.١

ب��ه را اع��داد ای��ن م��ی�پ��ردازی��م. دارن��د اس��اس��ی ن��ق��ش��ی ش��م��ردن در ك��ه �ی��ع��ی �ب� ط� اع��داد م��ع��رف��ی ب��ه �ت��دا اب� ب��خ��ش ای��ن در
�ی��ت خ��اص� دو از �ن��ظ��ور م� ای��ن ب��رای و �ی��م �ن� م��ی�ك� �رف��ی �ع� م� R �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد �رت��ب م� �ی��دان م� از �ه�ای �وع� �م� �رم��ج� زی� �ن��وان ع�
�اده �ف� �ت� اس� �د �ون� �ی�ش� م� �ه �ت� �اخ� س� ۱ �وس��ط ت� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �ه �م� ه� و اس��ت �ا �ه� آن� �ن ری� � �ت� �ك� �وچ� ك� ١ �ه �ك� �ن� ای� �ی �ن� �ع� ی� �ا �ه� آن� �ی �اس� اس�
�ی �رف� �ع� م� را �ا �وی� گ� �داد اع� و �ی) �ب� �س� ن� �ح �ی� �ح� ص� �داد اع� �ا (ی� �ح �ی� �ح� ص� �داد اع� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �ك �م� ك� �ه ب� �س �پ� س� �م. �ی� �ن� �ی�ك� م�

ن��م��ود. خ��واه��ی��م

�رای��ی �ق� �ت� اس� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ك ی� را �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از A �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� �رای��ی). �ق� �ت� اس� �ه�ی �وع� �م� �ج� (م� ١.٣.١ �ری��ف �ع� ت�
ه��رگ��اه ن��ام��ی��م

و ۱ ∈ A ال��ف)

.(a+ ۱) ∈ A آن��گ��اه a ∈ A اگ��ر ،a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ب)

�ث��ب��ت)، م� �ی��ق��ی ح��ق� (اع��داد P م��ج��م��وع��ه�ی ، R م��ج��م��وع��ه�ی �ت��ق��رای��ی اس� م��ج��م��وع��ه�ه��ای از �ث��ال�ه��ای��ی م� �ن��وان ع� ب��ه
�دد ع� �رای ب� �ادی �م� ن� ۲ آن در �ه ك� �رد ب� �ام ن� �وان �ی�ت� م� را {x ∈ R : x ≥ ۲} ∪ {۱} و {x ∈ R : x ≥ ۱}

اس��ت. ۱ + ۱ ح��ق��ی��ق��ی

�م �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� N �اد �م� ن� �ا ب� �ه ك� را �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ی). �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �ه �وع� �م� �ج� (م� ٢.٣.١ �ف �ری� �ع� ت�
�ه ب� �ت اس� R �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ام �م� ت� �واده�ی �ان� خ� در «⊆» �ه�ی �ط� �راب� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ی �رای� �ق� �ت� اس� �ه �وع� �م� �ج� م� �ن ری� � �ت� �ك� �وچ� ك�

دی��گ��ر ع��ب��ارت
N = ∩{A ⊆ R : اس��ت. اس��ت��ق��رای��ی A}.
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و «۱» �ن �ی� ب� �ه �ك� �ن� ای� و ( minN = ۱ �ت �ق� �ی� �ق� ح� (در .۱ ∈ N �ه ك� �م ری� دا �وق ف� �ای �ال�ه� �ث� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
�ی �رای� �ق� �ت� اس� �ه �وع� �م� �ج� م� �ك ی� �ود خ� N �ه ك� �د دی� �وان �ی�ت� م� �ی �ادگ� س� �ه ب� �دارد. ن� �ود وج� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �ددی ع� �چ �ی� ه� «۲»
�ورت ص� �ن ای� در �م ری� � �ب� ب� �ار ك� �ه ب� · · · و ۳ �اد �م� ن� ۱ + ۲ �رای ب� و ۲ �اد �م� ن� ۱ + ۱ �رای ب� �ر اگ� �ی �رف� ط� از �ت. اس�
�س پ� �ت �س� ه� �ز �ی� ن� �ی �رای� �ق� �ت� اس� �ه ك� �ود ب� �د �واه� خ� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ك ی� {۱,۲,۳, · · ·} �ه �وع� �م� �ج� م�
�ه �ت� �س� ب� R از �رده ب� ارث �ه ب� ض��رب و �م��ع ج� �ال �م� اع� �ح��ت ت� N �ه ك� �م �ی� م��ی�ده� �ان ن��ش� �ون �ن� اك� .N = {۱,۲,۳, · · ·}

اس��ت.

آن��گ��اه ب��اش��ن��د دل��خ��واه ط��ب��ی��ع��ی ع��دد دو n و m ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض .٣.٣.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ط��ب��ی��ع��ی ع��ددی m+ n ال��ف)

اس��ت. ط��ب��ی��ع��ی ع��ددی m.n ب)

اث��ب��ات.

A = {x ∈ R : x+m ∈ N} م��ج��م��وع��ه�ی ب��اش��ن��د. دل��خ��ـ��واه ط��ب��ـ��ی��ع��ی ع��دد دو n mو ك��ن��ی��د ف��ـ��رض ال��ف)
.۱ ∈ A �ی��ج��ه �ت� ن� در .۱ +m ∈ N پ��س اس��ت �ق��رای��ی �ت� اس� N چ��ون و m ∈ N ری��م. � �ی� م��ی�گ� درن��ظ��ر را

اس��ت اس��ت��ق��رای��ی N چ��ون آن��گ��اه ،x+m ∈ N ی��ع��ن��ی ب��اش��د دل��خ��واه x ∈ A اگ��ر اك��ن��ون
(۱ + x) +m = ۱ + (x+m) ∈ N

n ∈ N ای��ن��ك��ه از ح��ال .N ⊆ A ری��م دا پ��س اس��ت. اس��ت��ق��رای��ی A ب��ن��اب��رای��ن .۱ + x ∈ A ن��ت��ی��ج��ه در
.n+m ∈ N دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا ،n ∈ A پ��س

پ��س ۱.m = m ∈ N چ��ون �ورت ص� ای��ن در .B = {x ∈ R : x.m ∈ N} �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در ب)
چ��ون آن��گ��اه ،x.m ∈ N ب��اش��ی��م داش��ت��ه ی��ع��ن��ی ب��اش��د دل��خ��واه x ∈ B اگ��ر .۱ ∈ B

(x+ ۱).m = x.m+m ∈ N

n ∈ N چ��ون ح��ال .N ⊆ B �ی��ج��ه �ت� ن� در اس��ت �ق��رای��ی �ت� اس� �م��وع��ه م��ج� ی��ك B ل��ذا .x+ ۱ ∈ B پ��س
.n.m ∈ N دی��گ��ر �ع��ب��ارت ب��ه ی��ا ،n ∈ B پ��س

م��ی�پ��ردازی��م. اس��ت��ق��راء اص��ل ب��ی��ان ب��ه اك��ن��ون

ك��ن��د ص��دق زی��ر ش��رط دو در A ⊆ N ك��ن��ی��د ف��رض اس��ت��ق��راء). (اص��ل ۴.٣.١

و ۱ ∈ A (ال��ف)

.n+ ۱ ∈ A آن��گ��اه n ∈ A اگ��ر ،n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای (ب)
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.A = N ص��ورت ای��ن در

�ر ه� و �ت اس� �ی �رای� �ق� �ت� اس� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ن ری� � �ت� �ك� �وچ� ك� N �ه ك� �ت اس� �ت �ی� �ع� واق� �ن ای� از �ی �اش� ن� �راء �ق� �ت� اس� �ل اص�
ب��اش��د اس��ت��ق��رای��ی ب��ای��س��ت��ی ك��ن��د ص��دق (ب) و (ال��ف) ش��رط�ه��ای در ك��ه A م��ان��ن��د ط��ب��ی��ع��ی اع��داد از زی��رم��ج��م��وع��ه�ی
م��ع��ادل اس��ت م��وس��وم ض��ع��ی��ف �اس��ت��ق��رای ب��ه و م��ی�ش��ود ب��ی��ان ذی��ل در ك��ه اس��ت��ق��راء ق��ض��ی��ه ب��ا اس��ت��ق��راء اص��ل واق��ع در

اس��ت.

ك��ه ب��اش��د ط��ب��ی��ع��ی اع��داد در خ��اص��ی��ت��ی F ك��ن��ی��د ف��رض اس��ت��ق��راء). (ق��ض��ی��ه ۵.٣.١ ق��ض��ی��ه

و Fب��اش��د) خ��اص��ی��ت دارای ۱ (ی��ع��ن��ی F (۱) ال��ف)

.F (n+ ۱) آن��گ��اه F (n) اگ��ر ،n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ب)

ه��س��ت��ن��د. F خ��اص��ی��ت دارای ط��ب��ی��ع��ی اع��داد ت��م��ام ص��ورت ای��ن در

�ت اس� �ی �رای� �ق� �ت� اس� A و A ⊆ N �ورت ص� �ن ای� در .A = {n ∈ N : F (n)} �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در اث��ب��ات.
�اه �گ� آن� n ∈ A �ر اگ� �ه ك� �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� (ب) �رض ف� و ۱ ∈ A �ه ك� �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ف) (ال� �رض ف� �ه ك� �را چ�

ه��س��ت��ن��د. F خ��اص��ی��ت دارای ط��ب��ی��ع��ی اع��داد ت��م��ام ی��ع��ن��ی A = N پ��س .n+ ۱ ∈ A

.m− n ∈ N ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. دل��خ��واه ط��ب��ی��ع��ی ع��دد دو n < m ك��ن��ی��د ف��رض .۶.٣.١ ق��ض��ی��ه

�داد اع� روی را F �ی��ت �اص� خ� .n < m �ه ك� �د �ن� �اش� ب� �واه �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� دو n و m �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
اس��ت». ط��ب��ی��ع��ی ع��ددی n ب��ا n از ب��زرگ��ت��ر ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر «ت��ف��اض��ل ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در زی��ر ص��ورت ب��ه ط��ب��ی��ع��ی

.F (۱) �ی �ن� �ع� ی� �ت اس� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �ددی ع� ۱ �ا ب� ۱ از �ر �ت� �زرگ� ب� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �ل �اض� �ف� ت� �ه ك� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �دا �ت� اب�

.C = N− {m} �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در .m− ۱̸∈N ول��ی m > ۱ �ه ك� �د �اش� ب� �ود �وج� م� m ∈ N �ی��د �ن� ك� ف��رض

.n ̸= m و n ∈ N ی��ع��ن��ی ب��اش��د C از ع��ض��وی n اگ��ر ه��م��چ��ن��ی��ن .۱ ∈ C پ��س m > ۱ چ��ون درای��ن�ص��ورت�
ی��ك ك��ه n ̸∈N آن��گ��اه ،n = m− ۱ ی��ا n+ ۱ = m اگ��ر ی��ع��ن��ی n+ ۱̸∈C اگ��ر پ��س n+ ۱ ∈ N چ��ون
ك��ه .m ̸∈N ی��ع��ن��ی C = N و اس��ت اس��ت��ق��رای��ی م��ج��م��وع��ه ی��ك C ن��ت��ی��ج��ه در .n+ ۱ ∈ C پ��س اس��ت ت��ن��اق��ض

.F (۱) ی��ع��ن��ی اس��ت ب��اط��ل خ��ل��ف ف��رض پ��س اس��ت ت��ن��اق��ض ی��ك خ��ود ای��ن
�ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان .k − n ∈ N آن��گ��اه n < k اگ��ر ،k �ی��ع��ی �ب� ط� ع��دد ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی ،F (n) �ن��ی��د ك� ف��رض ح��ال
ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. دل��خ��واه��ی ط��ب��ی��ع��ی ع��دد l و l > n+ ۱ ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای .F (n+ ۱)

(l − ۱)− n ،F (n) ف��رض ب��ه ب��ن��ا پ��س اس��ت ط��ب��ی��ع��ی ع��ددی l − ۱ ،F (۱) ب��ه ب��ن��ا .l − ۱ > n ری��م دا
�ق �ب� ط� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در .F (n + ۱) �ه ك� �ت اس� �ی �ن� �ع� م� �ن �دی� ب� �ن ای� و l − (۱ + n) ∈ N �ا ی� �ت اس� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �ددی ع�
�ی �ع� �ی� �ب� ط� �ددی ع� m و n < m �ون چ� �ه، �ك� �ن� ای� �ه �ل� �م� ج� از �د دارن� F �ی��ت �اص� خ� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �ام �م� ت� �راء �ق� �ت� اس� �ه �ی� �ض� ق�

اس��ت. ط��ب��ی��ع��ی ع��ددی m− n پ��س اس��ت

ن��م��ای��ی��م. ری��ف ت��ع�� را گ��وی��ا اع��داد و ص��ح��ی��ح اع��داد م��ی�ت��وان��ی��م ك��ه ری��م دا ق��رار م��وق��ع��ی��ت��ی در اك��ن��ون
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اس��ت ع��ب��ارت م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش Z ب��ا ك��ه را ص��ح��ی��ح اع��داد م��ج��م��وع��ه�ی ص��ح��ی��ح). (اع��داد ٧.٣.١ ت��ع��ری��ف
Z = N ∪ {۰} ∪ −N

.−N = {x ∈ R : −x ∈ N} آن در ك��ه

ت��ح��ت ام��ا اس��ت ب��س��ت��ه R از ب��رده ارث ب��ه ری��ق ت��ف�� و ض��رب ج��م��ع، ع��م��ل ت��ح��ت Z ك��ه دی��د م��ی�ت��وان آس��ان��ی ب��ه
ن��ی��س��ت. ب��س��ت��ه ت��ق��س��ی��م ع��م��ل

از اس��ت ع��ب��ارت م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش Q ب��ا ك��ه را (م��ن��ط��ق) گ��وی��ا اع��داد م��ج��م��وع��ه�ی گ��وی��ا). (اع��داد ٨.٣.١ ت��ع��ری��ف

Q =
{m
n

: m ∈ Z, n ∈ N
}
.

ض��رب، ج��م��ع، اع��م��ال ت��ح��ت Q و Q = {m
n : m ∈ Z, n ∈ Z− {۰}} ك��ه دی��د م��ی�ت��وان س��ادگ��ی ب��ه

�ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت� اس��ت. �رت��ب م� �دان �ی� م� ی��ك �ود خ� Q واق��ع در اس��ت. �ه �ت� �س� ب� R از �رده ب� ارث �ه ب� �م �ی� �س� �ق� ت� و ری��ق � �ف� ت�
اس��ت زی��ر ص��ورت ب��ه ش��ده ری��ف ت��ع�� اع��داد م��ج��م��وع��ه�ی ب��ی��ن راب��ط��ه�ی اك��ن��ون ت��

N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R.

از ك��ه اس��ت �ی��ح ت��وض� �ه ب� لازم �ی��س��ت. ن� ج��واب دارای �ا �وی� گ� اع��داد در x۲ = ۲ �ادل��ه �ع� م� �ه ك� �م �ی� م��ی�ده� ن��ش��ان �ن��ون اك�
را ... و �ودن ب� اول �رك، �ت� �ش� م� �ه �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م� �ری، �ذی� �ش�پ� �خ� ب� �د �ن� �ان� م� �داد اع� �ی �ول� �م� �ع� م� �واص خ� �د �ع� ب� �ه ب� �ه �ل� �رح� م� �ن ای�

م��ی�ك��ن��ی��م. ف��رض ش��ده دان��س��ت��ه

ن��ی��س��ت. ج��واب دارای گ��وی��ا اع��داد در x۲ = ۲ م��ع��ادل��ه�ی .٩.٣.١ ق��ض��ی��ه

�ه ك� n و m �ی��ح �ح� ص� �داد اع� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� ب� �واب ج� دارای �ا �وی� گ� �داد اع� در �ه �ادل� �ع� م� �ن �ای� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
ی��ع��ن��ی ،

(
m
n

)۲
= ۲ ك��ه م��وج��ودن��د اس��ت ۱ ب��راب��ر م��ش��ت��رك��ش��ان م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه ری��ن ب��زرگ��ت��

m۲ = ۲n۲.

�ر ب� �ز �ی� ن� m۲ �ی �ن� �ع� ی� آن �پ چ� �ت �م� س� �س پ� �ت اس� �ر �ذی� �ش�پ� �خ� ب� ۲ �ر ب� �ت راس� �ت �م� س� و �ت اس� اول �ددی ۲ع� �ون چ�
ری��م دا ن��ت��ی��ج��ه در .m = ۲k ك��ه ط��وری ب��ه اس��ت م��وج��ود k م��ان��ن��د ص��ح��ی��ح��ی ع��دد پ��س اس��ت. ۲ب��خ��ش�پ��ذی��ر

۴k۲ = ۲n۲,

m م��ش��ت��رك م��ق��س��وم�ع��ل��ی��ه ی��ك ۲ ب��ن��اب��رای��ن اس��ت ب��خ��ش�پ��ذی��ر ۲ ب��ر n ی��ع��ن��ی راس��ت س��م��ت پ��س .۲k۲ = n۲ ی��ا
ای��ن �ا ب� �اق��ض �ن� �ت� م� ك��ه اس��ت ۲ از �ت��ر �م� اک� � ن� ع��ددی n و m �ت��رك م��ش� �ی��ه �ل� �ق��س��وم�ع� م� ری��ن � �ت� ب��زرگ� �ه �ی��ج� �ت� ن� در اس��ت. n و
�ن��ی �ع� ی� اس��ت ب��اط��ل �ل��ف خ� ف��رض پ��س اس��ت. ۱ �راب��ر ب� n و m �ت��رك م��ش� �ه �ی� �ل� �ق��س��وم�ع� م� ری��ن � �ت� ب��زرگ� �ه ك� اس��ت ف��رض

ن��ی��س��ت. ج��واب دارای گ��وی��ا اع��داد در x۲ = ۲ م��ع��ادل��ه
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ك��م��ال) (اص��ل ت��م��ام��ی��ت م��وض��وع اص��ل ۴.١

�ی��ه ق��ض� م��ی�ب��اش��د. گ��وی��ا اع��داد م��رت��ب �ی��دان زی��رم� ش��ام��ل م��رت��ب �ی��دان م� ی��ك �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد �ی��دان م� ك��ه دی��دی��م �ن��ون اك� � ت�
�ول ط� �ا ب� �ن �ی� �اق� �س� �اوی�ال� �س� �ت� م� �ه�ی �زاوی� �م�ال� �ائ� ق� �ل��ث �ث� م� ی��ك �ر وت� �ول ط� �ه ك� اس��ت �ی��ت �ع� واق� ای��ن �ر �گ� �ان� �ی� ب� �ع واق� در ٩.٣.١
�ول اص� �ا �ام �د. دارن� �ود وج� �ا �وی� �رگ� �ی� غ� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ه ك� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ن ای� و �ت �س� �ی� ن� �ا �وی� گ� �ددی ع� ،«۱» �اق س�
�ل اص� �ه ب� �ور، �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� �د. �ن� �ت� �س� �ی� ن� �ی �اف� ك� �ی �ای� �ه� �ن� ت� �ه ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �رای ب� �ب �رت� م� �دان �ی� م� �ه �وع� �وض� م�
اس��ت لازم م��ق��دم��ات��ی اص��ل ای��ن ب��ی��ان ب��رای ك��ه ن��ی��ازم��ن��دی��م ك��م��ال ی��ا ت��م��ام��ی��ت م��وض��وع اص��ل ب��ن��ام دی��گ��ری م��وض��وع

م��ی�پ��ردازی��م. آن�ه��ا ب��ی��ان ب��ه ك��ه

A ب��الای ك��ران ی��ك را α ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ب��اش��د. ح��ق��ی��ق اع��داد از زی��رم��ج��م��وع��ه�ای A �ن��ی��د ك� ف��رض .١.۴.١ ت��ع��ری��ف
A ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ك��ران��دار ب��الا از را A ⊆ R م��ج��م��وع��ه�ی .a ≤ α ب��اش��ی��م داش��ت��ه a ∈ A ه��ر ب��رای ه��رگ��اه ن��ام��ی��م
�رد �ه�ف� ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �ود، وج� �ورت ص� در �ه، �وع� �م� �ج� م� �ك ی� �الای ب� �ران ك� �ه ك� �ود �م� ن� �ه �وج� ت� �د �ای� ب� �د. �اش� ب� �الا ب� �ران ك� �ك ی� دارای
خ��واه��د A ب��الای ك��ران ی��ك ن��ی��ز α از ب��زرگ��ت��ر ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر آن��گ��اه ب��اش��د A ب��الای ك��ران ی��ك α اگ��ر ب��ل��ك��ه ن��ی��س��ت
�م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� a ∈ A �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� A �ن �ی� �ای� پ� �ران ك� �ك ی� را β �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ب �ی� �رت� ت� �ن �ی� �م� �ه�ه� ب� �ود. ب�
از را A ⊆ R �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ی��س��ت. ن� �رد �ه�ف� ب� �ر �ح��ص� �ن� م� �ود وج� ص��ورت در �ی��ز ن� �ه �وع� �م� �ج� م� ی��ك �ی��ن �ای� پ� �ران ك� .β ≤ a

ب��اش��د. پ��ای��ی��ن ك��ران ی��ك دارای A ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ك��ران��دار پ��ای��ی��ن

از �م ه� و �الا ب� از �م ه� A �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �دار �ران� ك� را A ⊆ R �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �دار). �ران� ك� �ه �وع� �م� �ج� (م� ٢.۴.١ �ری��ف �ع� ت�
ب��اش��د. ك��ران��دار پ��ای��ی��ن

ه��م��چ��ن��ی��ن ح��ق��ی��ق��ی. اع��داد و گ��وی��ا اع��داد ص��ح��ی��ح، اع��داد م��ث��لا ن��ی��س��ت��ن��د ك��ران��دار ك��ه دارن��د وج��ود م��ج��م��وع��ه�ه��ای��ی
�ال �ث� م� �وان �ن� �ه�ع� ب� �س. �ك� �ع� �ال� ب� و �د �ن� �اش� �ب� ن� �دار �ران� ك� �الا ب� از �ی ول� �د �دارن� �ران� ك� �ن �ی� �ای� پ� از �ه ك� �د دارن� �ود وج� �ی �ای� �ه�ه� �وع� �م� �ج� م�
�ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ه �وع� �م� �ج� م� و �س��ت �ی� ن� �دار �ران� ك� �الا ب� از �ه �ی�ك� �ال� ح� در اس��ت �دار �ران� ك� �ن �ی� �ای� پ� از �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �ه �وع� �م� �ج� م�
�ن �ی� �ای� پ� از و �دار �ران� ك� �الا ب� از �ی �ف� �ن� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ه ك� �ی �ال� ح� در دارد را �ت �ی� �ع� وض� �ن �ی� �م� ه� �ز �ی� ن� �ت �ب� �ث� م�
ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر و ۱ ك��ه اس��ت ك��ران��دار م��ج��م��وع��ه�ی ی��ك A = {x : ۰ < x < ۱} م��ج��م��وع��ه�ی اس��ت. ب��ی�ك��ران
�ی �ت� راح� �ه ب� �ت. اس� A �رای ب� �ن �ی� �ای� پ� �ران ك� �ك ی� آن، از �ر �ت� �م� ك� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ر ه� و ۰ و �الا ب� �ران ك� �ك ی� ،۱ از �ر �ت� �زرگ� ب�

اس��ت. ب��زرگ��ت��ر پ��ای��ی��ن، ك��ران�ه��ای ت��م��ام از ۰ و ك��وچ��ك��ت��ر ب��الا ك��ران�ه��ای ت��م��ام از ۱ ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان

ای��ن در ب��اش��د ك��ران��دار ب��الا از م��ج��م��وع��ه�ی ی��ك A ⊆ R �ن��ی��د ك� �ـ��رض ف� ای��ن��ف��ی��م��م). و س��وپ��ری��م��م ) ٣.۴.١ ت��ع��ری��ف
supA �اد �م� ن� �ا ب� را آن و �م �ی� �ام� ن� A �م �م� ری� � �وپ� س� �ود) وج� �ورت ص� (در را A �الای �ـ� ب� �ران ك� �ن ری� � �ت� �ك� �وچ� ك� �ورت �ـ� ص�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش
�ود) وج� �ورت ص� (در را A �ی��ن �ای� پ� �ران ك� �ن ری� � �ت� �زرگ� ب� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �دار �ران� ك� �ن �ی� �ای� پ� از A ⊆ R �ر اگ� �ه �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش inf A ن��م��اد ب��ا را آن و ن��ام��ی��م A ای��ن��ف��ی��م��م

x۲ و x۱ ك��ن��ی��م ف��رض اس��ت. رب��ه�ف��رد م��ن��ح��ص�� وج��ود ص��ورت در م��ج��م��وع��ه ی��ك ری��م��م س��وپ�� ب��الا، ك��ران� خ��لاف ب��ر
(چ��ون x۱ ≤ x۲ ری��م دا ه��س��ت �ی��ز ن� ب��الا ك��ران ی��ك خ��ود س��وپ��رم��م چ��ون �ن��د. ب��اش� A م��ج��م��وع��ه�ی �م��م ری� س��وپ�� دو ه��ر
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�ت) اس� �الا ب� �ران ك� �ك ی� x۱ و �م �م� ری� � �وپ� س� x۲ �را (زی� ،x۲ ≤ x۱ و �ت) اس� �الا ب� �ران ك� �ك ی� x۲ و �م �م� ری� � �وپ� س� x۱

�رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �ز �ی� ن� �ه �وع� �م� �ج� م� �ك ی� �م �م� �ی� �ف� �ن� ای� �ه ك� داد �ان �ش� ن� �وان �ی�ت� م� �ه �اب� �ش� م� لا� �ام� ك� �ور ط� �ه ب� .x۱ = x۲ �ه �ج� �ی� �ت� درن�
اس��ت.

اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر supA = α ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ك��ران��دار ب��الا از A ⊆ R ك��ن��ی��د ف��رض .۴.۴.١ ق��ض��ی��ه

ب��اش��د)، A ب��الای ك��ران ی��ك α (ی��ع��ن��ی a ≤ α ،a ∈ A ه��ر ب��رای ال��ف)

�ه ك� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� a �د �ن� �ان� م� A �از �وی �ض� ع� ،ϵ > ۰ �د �ن� �ان� م� �ت� �ب� �ث� م� �ی� �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ر ه� �رای ب� ب)
اس��ت) م��ع��روف ری��م��م س��وپ�� م��ش��خ��ص��ه�ی خ��اص��ی��ت ب��ه خ��اص��ی��ت (ای��ن .α− ϵ < a ≤ α

�رای ب� �ت. اس� �ح واض� �ف) (ال� �م، �م� ری� � �وپ� س� �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ا �ن� ب� �ورت ص� �ن ای� در supA = α �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
�ی��ج��ه �ت� ن� در .a ≤ αϵ ،a ∈ A ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود ϵ > ۰ �ی��د �ن� ك� ف��رض �ل��ف) خ� ب��ره��ان �ا (ب� (ب) �ب��ات اث�
ب��اط��ل خ��ل��ف ف��رض پ��س اس��ت. م��ت��ن��اق��ض supA = α ب��ا ای��ن و αϵ < α ام��ا اس��ت A ب��الای ك��ران ی��ك αϵ

�ی��ز ن� (ب) و (ال��ف) و �ران��دار ك� ب��الا از A ⊆ R �ی��د �ن� ك� ف��رض �ع��ك��س �ال� ب� اس��ت. ش��ده �ب��ات اث� (ب) �ن��ی �ع� ی� م��ی�ب��اش��د
ك��ه �ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان �ن��ون اك� Aاس��ت. ب��الای ك��ران ی��ك ك��ه α م��ی�ده��د ن��ش��ان (ال��ف) ص��ورت ای��ن در �ن��د ب��اش� ب��رق��رار
پ��س خ��ل��ف). (ف��رض ن��ب��اش��د A ب��الای ك��ران ری��ن ك��وچ��ك��ت�� α ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض اس��ت. A ب��الای ك��ران ری��ن ك��وچ��ك��ت�� α
ای��ن در .ϵ = α− u > ۰ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ال ح� .u < α �ه ك� اس��ت �ود �وج� م� u �ن��د �ان� م� �گ��ری دی� �الای ب� �ران ك�

ام��ا .α− ϵ < a < α ك��ه اس��ت م��وج��ود a م��ان��ن��د A از ع��ض��وی (ب) ف��رض ب��ه ب��ن��ا ص��ورت
α− ϵ = α− (α− u) = u.

�اط��ل ب� �ف �ل� خ� �رض ف� پ��س �د. �اش� �ی�ب� م� �اق��ض �ن� ت� در u �ودن ب� �الا ب� �ران ك� �رض ف� �ا ب� �ن ای� و u < a < α �م ری� دا پ��س
.supA = α ی��ع��ن��ی اس��ت.

ب��ه �ه ك� ك��رد �ی��ان ب� �ران��دار ك� �ی��ن �ای� پ� از �ه�ی �م��وع� م��ج� ی��ك �م �م� �ی� �ف� �ن� ای� م��ورد در م��ی�ت��وان را ف��وق �ه �ی� ق��ض� �ه �ی� �ب� ش� �ه�ای �ی� ق��ض�
م��ی�ك��ن��ی��م. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ری��ن ت��م�� ع��ن��وان ب��ه را آن اث��ب��ات ف��وق، ق��ض��ی��ه ب��ا آن اث��ب��ات ت��ش��اب��ه ع��ل��ت

اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر inf A = β ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ك��ران��دار پ��ای��ی��ن از A ⊆ R ك��ن��ی��د ف��رض .۵.۴.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت) A پ��ای��ی��ن ك��ران ی��ك β β(ی��ع��ن��ی ≤ a ،a ∈ A ه��ر ب��رای ال��ف)

م��ش��خ��ص��ه�ی (خ��اص��ی��ت β ≤ α < β + ϵ ك��ه ب��اش��د م��وج��ود a م��ان��ن��د A از ع��ض��وی ،ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ب)
ای��ن��ف��ی��م��م).

م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ری��ن ت��م�� ع��ن��وان ب��ه اث��ب��ات.

�ـ��ورت ص� ای��ن در �د. �اش� ب� �ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� از A �ه �وع� �م� �ج� م� �م �م� �ی� �ف� �ن� ای� �ا ی� و �م �م� ری� � �وپ� س� α �ی��د �ن� ك� ف��رض .۶.۴.١ �ی��ج��ه �ت� ن�
.|α− a|< ϵ ك��ه اس��ت م��وج��ود a م��ان��ن��د A از ع��ض��وی ،ϵ > ۰ ه��ـ��ر ب��ـ��رای
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م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه ای��ن��ف��ی��م��م و ری��م��م س��وپ�� م��ش��خ��ص��ه�ی خ��اص��ی��ت از م��س��ت��ق��ی��م��ا ن��ت��ی��ج��ه ای��ن اث��ب��ات.

ك��ران��دار ب��الا از �رخ��ال��ی غ��ی� زی��رم��ج��م��وع��ه�ی ی��ك A ⊆ R ك��ن��ی��د ف��رض (ك��م��ال)). ت��م��ام��ی��ت م��وض��وع (اص��ل ٧.۴.١
اس��ت. م��وج��ود A ری��م��م س��وپ�� ص��ورت ای��ن در ب��اش��د

�ر �ظ� ن� در را A = {x ∈ R : x < a} �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� a ∈ R �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٨.۴.١ �ال �ث� م�
�ران ك� �ك ی� a لا� �ث� م� �را زی� اس��ت �دار �ران� ك� �الا ب� از A �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� و (a− ۱) ∈ A �را زی� اس��ت �ی �ه� �ات� ن� A �م. ری� � �ی� �ی�گ� م�
.supA = a �ه ك� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ت. اس� �ود �وج� م� A �م �م� ری� � �وپ� س� �ت، �ی� �ام� �م� ت� �ل اص� �ق �ب� ط� �ال ح� �ت. اس� A �الای ب�
�ی �ن� �ع� ی� �ت، اس� A �الای ب� �ران ك� �ك ی� a �د ش� �ر ذك� �ه ك� �ه �چ� آن� �ق �ب� ط� ،۴.۴.١ �ه �ی� �ض� ق� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب�
ری��م دا a− ϵ

۲ ∈ A ب��رای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د دل��خ��واه ϵ > ۰ �ن��ی��د ك� ف��رض (ب) ب��رای اس��ت، ب��رق��رار (ال��ف)
دارای �ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� �دار �ران� ك� �ی��ن �ای� پ� از و �ال��ی �رخ� �ی� غ� �ه�ه��ای �وع� �م� �ج� م� �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت� .a− ϵ < a− ϵ

۲ < a

ن��م��ود. اث��ب��ات ت��م��ام��ی��ت اص��ل ك��م��ك ب��ه م��ی�ت��وان را آن وج��ود ك��ه ه��س��ت��ن��د ای��ن��ف��ی��م��م

م��وج��ود A ای��ن��ف��ی��م��م ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ك��ران��دار پ��ای��ی��ن از و �رخ��ال��ی غ��ی� A ⊆ R ك��ن��ی��د ف��رض .٩.۴.١ ق��ض��ی��ه
اس��ت.

�ه�ی �وع� �م� �ج� م� �د. �اش� ب� A �ی �ال� �رخ� �ی� غ� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ن �ی� �ای� پ� �ران ك� �ك ی� d �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
�ی��ن �ای� پ� �ران ك� �ك ی� d �ون چ� و B ̸= {} پ��س A ̸= {} �ون چ� �م. ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را B = {−x : x ∈ A}
�د �ی� �ن� ك� �رض ف� دارد. �ود وج� B �م �م� ری� � �وپ� س� �ت �ی� �ام� �م� ت� �ل اص� �ه ب� �ا �ن� ب� �ت. Bاس� �الای ب� �ران ك� �ك ی� −d �ت، اس� A

.inf A = −α ك��ـ��ه م��ی�ده��ـ��ی��م ن��ش��ـ��ان .supB = α

�س پ� supB = α �ون چ� و �د �واه� خ� B از �وی �ض� ع� −x �اه �گ� آن� �د �اش� ب� A از �ی �واه� �خ� دل� �و �ض� ع� x �ر اگ� (ال��ف)
.x ≥ −α ی��ا و −x ≤ α

B از �وی �ض� ع� �م �م� ری� � �وپ� س� �ه �ص� �خ� �ش� م� �ت �ی� �اص� خ� �ه ب� �ا �ن� ب� ،supB = α �ون چ� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �ر اگ� (ب)
پ��س y ∈ B چ��ون .−α+ ϵ > −y ≥ −α ی��ا و α− ϵ < y ≤ α ك��ه اس��ت م��وج��ود y م��ان��ن��د

اس��ت. ك��ام��ل ب��ره��ان ۵.۴.١ ق��ض��ی��ه ط��ب��ق ب��ن��اب��رای��ن .−y ∈ A

ن��م��ود. اث��ب��ات م��ی�ت��وان را ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ارش��م��ی��دس��ی اص��ل ج��م��ل��ه از و دی��گ��ری اص��ول ت��م��ام��ی��ت اص��ل ك��م��ك ب��ه
و ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ب��ی��ن ارت��ب��اط ارش��م��ی��دس��ی اص��ل م��ی�ب��اش��ن��د. م��ع��ادل ت��م��ام��ی��ت اص��ل و ارش��م��ی��دس��ی اص��ل واق��ع در

م��ی�ك��ن��د. ب��ی��ان را ط��ب��ی��ع��ی اع��داد

�واه �خ� دل� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو a > ۰ و b �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ی). �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ی �دس� �ی� �م� ارش� �ل (اص� ١٠.۴.١ �ه �ی� �ض� ق�
. bn < a ك��ه اس��ت م��وج��ود n م��ان��ن��د ط��ب��ی��ع��ی ع��ددی ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د.
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�ه �ت� داش� n �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ه ك� �د �ن� �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو a > ۰ و b �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل��ف) خ� �رض (ف� اث��ب��ات.
ای��ن در ری��م. م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را A = {na : n ∈ N} م��ج��م��وع��ه .b ≥ na م��ع��ادل ط��ور ب��ه ی��ا و b

n ≥ a ب��اش��ی��م
ت��م��ام��ی��ت اص��ل ب��ه ب��ن��ا پ��س اس��ت. ك��ران��دار ب��الا از ك��ه اس��ت ح��ق��ی��ق��ی اع��داد از �رخ��ال��ی غ��ی� زی��رم��ج��م��وع��ه�ای A ص��ورت
�ه �ص� �خ� �ش� م� �ت �ی� �اص� خ� �ه ب� �ا �ن� ب� a > ۰ �ون چ� .supA = α �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ت. اس� �ود �وج� م� A �م �م� ری� � �وپ� س� ٧.۴.١
.α − a < n۰a ≤ α �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� (n۰ ∈ N)n۰a �د �ن� �ان� م� A از �وی �ض� ع� (ب)) ۴.۴.١) �م �م� ری� � �وپ� س�
از �ه ك� �ت، اس� A از �وی �ض� ع� (n۰ + ۱)a �س پ� .(n۰ + ۱)a ∈ A �ا �ام .α < (n۰ + ۱)a �ه �ج� �ی� �ت� درن�

اس��ت. ب��اط��ل خ��ل��ف ف��رض ك��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان ت��ن��اق��ض ای��ن اس��ت. ب��زرگ��ت��ـ��ر اك��ـ��ی��داً ،α ی��ع��ن��ی A ری��م��م س��ـ��وپ��ـ��

. ۱n < ϵ ك��ه اس��ت م��وج��ود n م��ان��ن��د ط��ب��ی��ع��ی ع��ددی ،ϵ > ۰ ه��ر ب��رای .١١.۴.١ ن��ت��ی��ج��ه

ری��م. ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در b = ۱ و a = ϵ اس��ت ك��اف��ی ١٠.۴.١ ق��ض��ی��ه در اث��ب��ات.

،x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه ت��رت��ی��ب ب��دی��ن م��ی�پ��ردازی��م ص��ح��ی��ح اع��داد و ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ب��ی��ن ارت��ب��اط ب��ه اك��ن��ون
�داد اع� در �ری �گ� دی� �ل اص� و �ی �دس� �ی� �م� ارش� �ل اص� از �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� �ه ك� �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �خ��ص �ش� م� را x �ی��ح �ح� ص� �م��ت �س� ق�
ه��ر ك��ه م��ی�دارد ب��ی��ان ص��ح��ی��ح اع��داد در خ��وش�ت��رت��ی��ب��ی اص��ل م��ی�ك��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده خ��وش�ت��رت��ی��ب��ی اص��ل ن��ام ب��ه ص��ح��ی��ح

اس��ت. م��ی�ن��ی��م��م دارای ب��اش��د ك��ران��دار پ��ای��ی��ن از ك��ه ص��ح��ی��ح اع��داد از �رخ��ال��ی غ��ی� م��ج��م��وع��ه زی��ر

ب��ه�ف��ردی م��ن��ح��ص��ر ص��ح��ی��ح ع��دد ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ی��ك x ك��ن��ی��د ف��رض .١٢.۴.١ ق��ض��ی��ه
.n ≤ x < n+ ۱ ك��ه اس��ت م��وج��ود n م��ان��ن��د

�ه ك� دارد �ود وج� p �د �ن� �ان� م� �ی �ع� �ی� �ـ� �ب� ط� �دد ع� �دس��ی، �ی� �م� �ـ� ارش� �ـ��ل اص� در a = ۱ و b = x �ت��ن �رف� گ� �ر �ظ� �ـ� ن� در �ا ب� اث��ب��ات.
ك��ه دارد وج��ود q م��ان��ن��د دی��گ��ری ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ،a = ۱ و b = −x م��ج��دد گ��رف��ت��ن ن��ظ��ر در ب��ا ه��م��چ��ن��ی��ن .x < p

ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در ح��ال .−q < x < p ری��م دا q و p ط��ب��ی��ع��ی اع��داد ب��رای ن��ت��ی��ج��ه در .−x < q

A = {r ∈ N, x < r − q} ⊆ N.

ری��م دا r = p+ q ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ب��رای زی��را A ̸= {} ص��ورت ای��ن در
r − q = p+ q − q = p > x.

�م ری� دا �ن �رای� �اب� �ن� ب� .minA = m �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ت. اس� �ود �وج� م� A �م �م� �ی� �ی�ن� م� �ی �ب� �ی� �رت� �وش�ت� خ� �ل اص� �ه ب� �ا �ن� ب�
�ت��ن �رف� گ� �ر �ظ� ن� در �ا ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در .m− ۱ − q ≤ x < m− q �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� .m− ۱̸∈A و m ∈ A

ری��م دا ه��س��ت��ن��د) ط��ب��ی��ع��ی اع��داد q و m (چ��ون اس��ت ص��ح��ی��ح ع��ددی ك��ه n = m− ۱ − q

n ≤ x < n+ ۱.

�م. �ردازی� �ی�پ� م� n �ردی �ه��ف� �ر��ب� �ص� �ح� �ن� م� �ات �ب� اث� �ه ب� �ون �ن� اك� �ت. اس� �ده ش� �ات �ب� اث� �ه �ی� �ض� ق� �ودی وج� �ت �م� �س� ق� �ب �ی� �رت� �ن�ت� �دی� ب� و
ب��اش��ی��م داش��ت��ه x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ب��رای ك��ه ب��اش��ن��د n۱ ̸= n۲ ص��ح��ی��ح ع��دد دو ك��ه خ��ل��ف) (ف��رض ك��ن��ی��د ف��رض

n۱ ≤ x < n۱ + ۱, n۲ ≤ x < n۲ + ۱.
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�م ری� دا �اوی �س� �ام� ن� دو �ن ای� �ردن ك� �ع �م� ج� �ا ب� .−۱ < n۲ − x ≤ ۰ و ۰ ≤ x − n۱ < ۱ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در
�ه ك� n۲ = n۱ �ا ی� n۲ − n۱ = ۰ پ��س اس��ت �ی��ح �ح� ص� ع��ددی n۲ − n۱ چ��ون .−۱ < n۲ − n۱ < ۱

ش��ده �ی��ل �م� ت��ك� �ه �ی� ق��ض� �ب��ات اث� �ی��ب ب��دی��ن�ت��رت� و اس��ت ب��اط��ل �ل��ف خ� ف��رض �اب��رای��ن �ن� ب� اس��ت. n۱ ̸= n۲ ف��رض خ��لاف
اس��ت.

[x] �اد �م� ن� �ا ب� را، x �ق��ی �ی� �ق� ح� ع��دد ب��رای ف��وق �ه�ی �ی� ق��ض� در �ده آم� �ه�دس��ت ب� �ای �ت� �ك� ی� �ی��ح �ح� ص� ع��دد .١٣.۴.١ �ری��ف �ع� ت�
م��ی�ن��ام��ی��م. x ص��ح��ی��ح ج��زء را آن و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش

x ك��ه اس��ت ب��رق��رار وق��ت��ی ت��ن��ه��ا ت��س��اوی و [x] ≤ x < [x] + ۱ ری��م دا x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ب��ن��اب��رای��ن
�ا �وش� پ� �ه ك� �د �ن� �ی�ك� م� ری��ف � �ع� ت� �ح �ی� �ح� ص� �داد اع� �ه ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از �ی �ع� �اب� ت� �ع واق� در [ ] �اد �م� ن� �د. �اش� ب� �ح �ی� �ح� ص� �ددی ع�
از اس��ت. �اب��ت ث� �ق��داری م� �ت��وال��ی م� �ی��ح ص��ح� ع��دد دو �ی��ن ب� �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد �م��ام ت� ب��رای و �ی��س��ت ن� �ه�ی��ك ی��ك�ب� ول��ی اس��ت
م��ه��م خ��واص از ب��ع��ض��ی ب��ه اك��ن��ون ك��رد. اس��ت��ف��اده م��ی�ت��وان ص��ح��ی��ح ج��زء دارای ت��واب��ع ن��م��ودار رس��م در م��وض��وع ای��ن

م��ی�ك��ن��ی��م. اش��اره ص��ح��ی��ح ج��زء

ص��ح��ی��ح). ج��زء (خ��واص ١۴.۴.١ ق��ض��ی��ه

.[m] = m ،m ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر ب��رای (١)

.[x+m] = [x] +m ،m ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر و ،x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (٢)

.m ≤ [x] آن��گ��اه m < x اگ��ر ،m ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر و x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (٣)

.[x] + ۱ ≤ m آن��گ��اه x < m اگ��ر ،m ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر و x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (۴)

.[x] ≤ [y] آن��گ��اه x < y اگ��ر ،y و x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (۵)

.
[
[x]
k

]
=
[
x
k

]
،k ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر و x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ب��رای (۶)

.[x] = max{n ∈ Z, n ≤ x} ،x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (٧)

م��ی�ك��ن��ی��م. واگ��ذار ع��لاق��م��ن��د خ��وان��ن��ده�ی ب��ه را ق��س��م��ت�ه��ا س��ای��ر ب��ره��ان و اث��ب��ات را (۶) ف��ق��ط اث��ب��ات.

ری��م دا
[
x
k

]
= n دادن ق��رار ب��ا ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. دل��خ��واه k ∈ N و x ∈ R ك��ن��ی��د ف��رض (۶)

n ≤ x

k
< n+ ۱.

م��ی�ش��ود ح��اص��ل زی��ر راب��ط��ه�ی k در ن��ام��س��اوی ط��رف��ی��ن ض��رب ب��ا و
kn ≤ x < kn+ k.

پ��س .[x] + ۱ ≤ kn+ k و kn ≤ [x] ری��م دا (۴) و (٣) ب��ه ب��ن��ا اك��ن��ون
kn ≤ [x] ≤ kn+ k − ۱ < kn+ k.
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ری��م دا k م��ث��ب��ت ع��دد ب��ر ن��ام��س��اوی ط��رف��ی��ن ت��ق��س��ی��م ب��ا و

n ≤ [x]

k
< n+ ۱.

م��ی�ش��ود. ك��ام��ل (۶) اث��ب��ات ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و
[
[x]
k

]
= n ،١٢.۴.١ ق��ض��ی��ه�ی ب��ه ب��ن��ا ن��ت��ی��ج��ه در

زی��ر ص��ورت ب��ه را آن و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش (x) ب��ا را x ك��س��ری ج��زء ،x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای .١۵.۴.١ ت��ع��ری��ف
م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع��

(x) = x− [x].

�داد اع� روی �ع �اب� ت� �ك ی� ( ) �ق��ت �ی� �ق� ح� در .x = [x] + (x) �ع واق� در و ۰ ≤ (x) < ۱ �م ری� دا �ن �رای� �اب� �ن� ب�
�ان �ش� ن� �م �ی� �وان� �ت� ب� �ه ك� �م ری� دا �رار ق� �ت��ی �ی� �ع� �وق� م� در �ون �ن� اك� اس��ت. �ع��روف م� �ه�ای) �دان� (دن� اره�ای �ع �اب� ت� �ه ب� �ه ك� اس��ت �ق��ی �ی� �ق� ح�
آن وج��ود ب��رای ك��ه اس��ت �ه�ف��رد ب� �ن��ح��ص��ر م� �ب��ت �ث� م� ج��واب ی��ك دارای �ی��ق��ی �ق� ح� اع��داد در x۲ = ۲ م��ع��ادل��ه ك��ه �ی��م ده�

ب��رد. خ��واه��ی��م ك��ار ب��ه را ت��م��ام��ی��ت اص��ل

اس��ت. رب��ه�ف��رد م��ن��ح��ص�� م��ث��ب��ت ج��واب دارای ح��ق��ی��ق��ی اع��داد در x۲ = ۲ م��ع��ادل��ه�ی .١۶.۴.١ ق��ض��ی��ه

�ی �ال� �رخ� �ی� غ� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ك ی� A �ورت ص� �ن ای� در .A = {x ∈ R : x۲ < ۲} �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در اث��ب��ات.
�م �م� ری� � �وپ� س� �ی��ت �ام� �م� ت� �ل اص� �ه ب� �ا �ن� ب� پ��س اس��ت). A �الای ب� �ران ك� ی��ك ٢ لا� �ث� (م� اس��ت �دار �ران� ک� �الا ب� از و (۱ ∈ A)

�م ری� دا �ورت �ن�ص� ای� �ر �ی� غ� در �را زی� α۲ = ۲ �ه ك� �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �ا ادع� .supA = α �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ت. اس� �ود �وج� م� A

�ورت ص� �ن ای� در .h = min
{

۱, ۲−α۲

۲α+۱

}
�م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در ،α۲ < ۲ �ر اگ� .α۲ > ۲ �ا ی� α۲ < ۲

ن��ت��ی��ج��ه در .h۲ ≤ h ری��م دا پ��س ۰ < h ≤ ۱

(α+ h)۲ = α۲ + ۲αh+ h۲ ≤ α۲ + h(۲α+ ۱) ≤ α۲ + (۲α+ ۱)
۲ − α۲

۲α+ ۱
= ۲.

در ،α۲ > ۲ اگ��ر اس��ت. �اق��ض �ن� ت� در α ب��ودن �م �رم� �وپ� س� ف��رض �ا ب� �ه ك� α < α+ h �ا �ام .α+ h ∈ A پ��س
ری��م دا و ۰ < h ≤ ۱ ص��ورت ای��ن در h = min{۱, α۲−۲

۲α } ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر

(a−h)۲ = α۲ −۲αh+h۲ > α۲ −۲αh ≥ α۲ −۲α.
α۲ − ۲

۲α
= α۲ −α۲ +۲ = ۲.

�م ری� دا �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ك ی� �ه ك� α < |α − h|< α �ه �ج� �ی� �ت� ن� در .(α − h)۲ > ۲ �ن �رای� �اب� �ن� ب�
م��ی�ك��ن��ی��م. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ری��ن ت��م�� ع��ن��وان ب��ه را �ف��ردی ب��ه م��ن��ح��ص��ر اث��ب��ات .α۲ = ۲

ب��ه م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش
√

۲ ن��م��اد ب��ا را آن و گ��وی��ی��م ۲ دوم ری��ش��ه�ی را ف��وق ق��ض��ی��ه در م��وج��ود م��ث��ب��ت ع��دد ت��ن��ه��ا
xn = b �ه �ادل� �ع� م� b �ب��ت �ث� م� �دد ع� �ر ه� �رای �ـ� ب� و n �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ه ك� داد �ان �ش� ن� �وان �ی�ت� م� �ب �ی� �رت� ت� �ن �ی� �م� ه�

اس��ت رب��ه�ف��رد م��ن��ح��ص�� م��ث��ب��ت ج��واب ی��ك دارای
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n
√
b ن��م��اد ب��ا و ن��ام��ی��ده b ع��دد n-ام ری��ش��ه�ی را xn = b م��ع��ادل��ه�ی ف��رد ب��ه م��ن��ح��ص��ر ج��واب .١٧.۴.١ ت��ع��ری��ف

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش

Q′ ب��ا را ن��ب��اش��ن��د گ��وی��ا ك��ه ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ت��م��ام م��ج��م��وع��ه�ی ن��ی��س��ت. گ��وی��ا ع��ددی
√

۲ ،٩.٣.١ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا
�ا �وی� گ� اع��داد از �ی��ش ب� �رات��ب م� �ه ب� �ن��گ گ� اع��داد �ع��داد ت� �ع واق� در �ن��د. �ام� ن� �ن��گ گ� �ا ی� �م اص� اع��داد را �ا �ه� آن� و داده �ای��ش �م� ن�
ن��ب��اش��د گ��ن��گ اس��ت م��م��ك��ن گ��ن��گ ع��دد دو ض��رب و م��ج��م��وع ی��ع��ن��ی ن��دارن��د ج��ب��ری س��اخ��ت��ار گ��ن��گ اع��داد ول��ی اس��ت
�ددی ع� �گ، �ن� گ� �دد ع� �ر ه� و �ر �ف� ص� �ر �ی� غ� �ای �وی� گ� �دد ع� �ر ه� �ع �م� �ل�ج� �اص� ح� و �رب �ض� �ل� �اص� ح� �ه ك� داد �ان �ش� ن� �وان �ی�ت� م� �ی ول�
�د. �ن� �ی�ده� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �رای ب� �راز اف� �ك ی� �ل �ی� �ك� �ش� ت� �ا �وی� گ� �داد اع� و �گ �ن� گ� �داد اع� �ه �وع� �م� �ج� م� �ع واق� در �ت اس� �گ �ن� گ�
روش �ه ك� �د دارن� �ود وج� �گ �ن� گ� �داد اع� �م ه� و �ا �وی� گ� �داد اع� �م ه� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو �ر ه� �ن �ی� ب� �ه ك� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ون �ن� اك�
�داد اع� و �ا �وی� گ� �داد اع� �ی��ت �اص� خ� �ن ای� �ه ب� �ت. اس� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ز �ی� ن� �ا �ه� آن� �داد �ع� ت� �ه ك� �ت اس� �ی��ت �ع� واق� �ن ای� �ر �گ� �ان� �ی� ب� �ات �ب� اث�

گ��وی��ن��د. ح��ق��ی��ق��ی اع��داد در آن��ه��ا ب��ودن چ��گ��ال خ��اص��ی��ت گ��ن��گ

ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو x < y ك��ن��ی��د ف��رض .١٨.۴.١ ق��ض��ی��ه

.x < r < y ك��ه اس��ت م��وج��ود r م��ان��ن��د گ��وی��ای��ی ع��دد ال��ف)

.x < z < y ك��ه اس��ت م��وج��ود z م��ان��ن��د گ��ن��گ��ی ع��دد ب)

ع��ددی (١٠.۴.١ (ق��ض��ی��ه ارش��م��ی��دس��ی اص��ل ط��ب��ق ب��ن��اب��رای��ن .y− x > ۰ پ��س ،x < y چ��ون ال��ف) اث��ب��ات.
�ن ای� در .m = [nx] �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ال ح� . ۱n < y − x �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� n �د �ن� �ان� م� �ی �ع� �ی� �ب� ط�
�ی��م ده� ق��رار اگ��ر .mn ≤ x < m+۱

n ی��ا m ≤ nx < m+ ۱ ری��م دا ١٢.۴.١ �ی��ه ق��ض� �ب��ق ط� ص��ورت
ری��م: دا و اس��ت گ��وی��ا ع��ددی r آن��گ��اه .r = m+۱

n

r =
m

n
+

۱

n
≤ x+

۱

n
< y

(
۱

n
< y − xچ��ون

)
اس��ت. ی��اف��ت��ه پ��ای��ان (ال��ف) ق��س��م��ت اث��ب��ات و x < r < y ن��ت��ی��ج��ه در

�ت �م� �س� ق� �ق �ب� ط� �ال ح� x√
۲
< y√

۲
�م ری� دا �س پ� �ت اس� �ت �ب� �ث� م� �ددی ع�

√
۲ �ون چ� .x < y �د �ی� �ن� ك� �رض ف� ب)

�ا �ام x < r
√

۲ < y �ا ی� و x√
۲
< r < y√

۲
�ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� r �ر �ف� ص� �ر �ی� غ� �ای �وی� گ� �دد ع� �ف) (ال�

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ن��ی��ز (ب) ق��س��م��ت اث��ب��ات ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و اس��ت گ��ن��گ ع��ددی z = r
√

۲

م��ب��دأ ك��ه ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب ك��رد. ب��رق��رار ح��ق��ی��ق��ی اع��داد م��ج��م��وع��ه و م��ح��ور ی��ك ن��ق��اط ب��ی��ن ب��ی��ك ی��ك ت��ن��اظ��ری م��ی�ت��وان
خ��ط��ی پ��اره ص��ورت ای��ن در م��ی�ده��ی��م. ق��رار ۱ ب��ا م��ت��ن��اظ��ر را ۰ راس��ت س��م��ت در ن��ق��ط��ه�ای و ۰ ب��ا م��ت��ن��اظ��ر را م��ح��ور
ب��ه س��ازی��م. م��ت��ن��اظ��ر ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ب��ق��ی��ه ب��ا را ن��ق��اط ب��ق��ی��ه م��ی�ت��وان��ی��م آن ك��م��ك ب��ه ك��ه ری��م دا اخ��ت��ی��ار در واح��د ط��ول ب��ه
�د �ده�ای� ش� �ا �ن� آش� �اف��ی ك� �دازه ان� �ه ب� �ان �ت� �رس� �ی� دب� در �ر �اظ� �ن� ت� �ن ای� �ا ب� �ود. �ی�ش� م� �ه �ت� �ف� گ� �ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� �ور �ح� م� �وری، �ح� م� �ی��ن �ن� چ�
ب��ا �ن��اظ��ر �ت� م� �ق��ط��ه ن� �ت��ن �ف� گ� ج��ای ب��ه ك��ه اس��ت ای��ن م��ع��م��ول م��ی�پ��ردازی��م م��ورد ای��ن در �ت��ه ن��ك� �ن��د چ� ذك��ر ب��ه �ا �ه� �ن� ت� �اب��رای��ن �ن� ب�
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در .۲ �ق��ی �ی� �ق� ح� ع��دد ب��ا �ر �ن��اظ� �ت� م� �ق��ط��ه ن� �ن��ی �ع� ی� ،۲ �ق��ط��ه ن� �اب��رای��ن �ن� ب� �ن��د �ن� م��ی�ك� ذك��ر را ع��دد آن خ��ود �ق��ی، �ی� �ق� ح� ع��دد ی��ك
آن چ��پ �م��ت س� در �ف��ی �ن� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� و �ر �ف� ص� راس��ت �م��ت س� در �ب��ت �ث� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ق��ی، �ی� �ق� ح� �داد اع� �ور �ح� م�
اس��ت. b و a آن ان��ت��ه��ای��ی ن��ق��اط ك��ه اس��ت پ��اره�خ��ط��ی ط��ول از ع��ب��ارت a− b ،b و a ع��دد دو ب��رای و دارن��د ق��رار
�ك��س، �ع� �ال� ب� و �ت اس� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ور �ح� م� از �ه�ای �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ا ب� ،R از �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ر ه� �وق ف� �ر �اظ� �ن� ت� در
ه��ن��دس��ی ت��ع��ب��ی��ر ی��ك دارد وج��ود م��ج��م��وع��ه�ه��ا ری��ه ن��ظ�� زب��ان ب��ه ك��ه ت��ع��ب��ی��ری از گ��ذش��ت��ه زی��رم��ج��م��وع��ه، ه��ر ب��رای ب��ن��اب��رای��ن

ه��س��ت��ن��د. ب��ازه�ه��ا زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ا، ای��ن ری��ن رای��ج�ت�� ی��اف��ت. م��ی�ت��وان ن��ی��ز

�دد ع� دو �اه �رگ� ه� �ه ك� �ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� از �ه��ی �رت� �ی� غ� �ه�ای �وع� �م� �ج� م� از اس��ت �ارت �ب� ع� �ازه ب� ی��ك �ازه�). (ب� ١٩.۴.١ �ری��ف �ع� ت�
ب��اش��ن��د. داش��ت��ه ت��ع��ل��ق آن ب��ه ن��ی��ز q و p ب��ی��ن ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ت��م��ام آن��گ��اه ب��اش��ن��د داش��ت��ه ت��ع��ل��ق آن ب��ه p < q ح��ق��ی��ق��ی
م��ی�پ��ردازی��م. آن��ه��ا ری��ن رای��ج�ت�� م��ع��رف��ی ب��ه اك��ن��ون ك��ه ش��ده�ان��د وض��ع م��خ��ت��ل��ف��ی ن��م��اده��ای ب��ازه�ه��ا، م��خ��ت��ل��ف ان��واع ب��رای

ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو a < b ك��ن��ی��د ف��رض

از اس��ت ع��ب��ارت b و a ب��از ب��ازه�ی
(a, b) = {x ∈ R : a < x < b}.

از اس��ت ع��ب��ارت م��ی�ن��ام��ن��د) ه��م ن��ی��م�ب��از ب��ازه خ��لاص��ه ط��ور ب��ه را آن گ��اه��ی (ك��ه b و a ب��از - ب��س��ت��ه ب��ازه�ی
[a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b}.

از اس��ت ع��ب��ارت b و a ب��از-ب��س��ت��ه�ی ب��ازه
(a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}.

از اس��ت ع��ب��ارت b و a ب��س��ت��ه�ی ب��ازه�ی
[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}.

ن��ق��اط ش��ام��ل اول��ی ك��ه اس��ت ح��ق��ی��ق��ی اع��داد م��ح��ور از پ��اره�خ��ط��ی ف��وق، ب��ازه�ه��ای از ری��ك ه�� ه��ن��دس��ی ل��ح��اظ از
ی��ك��ی ش��ام��ل ف��ق��ط ی��ك ه��ر دی��گ��ر خ��ط پ��اره دو و اس��ت ان��ت��ه��ای��ی ن��ق��اط ش��ام��ل چ��ه��ارم خ��ط پ��اره ول��ی ن��ی��س��ت ان��ت��ه��ای��ی
دی��گ��ری دس��ت��ه م��ق��اب��ل، در م��ی�ن��ام��ن��د. ك��ران��دار ب��ازه�ه��ای اص��ط��لاح��اً را ف��وق ب��ازه�ه��ای ه��س��ت��ن��د. خ��ود ان��ت��ه��ای��ی ن��ق��اط از
م��ی�ش��ون��د: م��ش��خ��ص زی��ر ن��م��ادگ��ذاری�ه��ای ب��وس��ی��ل��ه و م��ی�ش��ون��د ن��ام��ی��ده ب��ی��ك��ران ب��ازه�ه��ای ك��ه دارن��د وج��ود ب��ازه�ه��ا از

(a,∞) = {x ∈ R : x > a},

[a,∞) = {x ∈ R : x ≥ a},

(−∞, b] = {x ∈ R : x < b},

(−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b}.

�ن��د. �ت� ه��س� �ن��اظ��ر �ت� م� �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد م��ح��ور از خ��ط �ی��م ن� ی��ك �ا ب� ف��وق �ی��ك��ران ب� ب��ازه�ه��ای از ی��ك ه��ر ك��ه م��ی�ش��ود م��لاح��ظ��ه
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دو �ن��وان �ه�ع� ب� �ا �ه� �ن� ت� را −∞ و ∞ �ت��ه �ب� ال� ك��رده�ای��م. �ع��رف��ی م� ج��دی��دی �م��اده��ای ن� �ن��وان ع� ب��ه را −∞ و ∞ �ا �ن��ج� ای� در
از خ��اص��ی��ت�ه��ای��ی ب��ا ك��ه را ن��م��اده��ا ای��ن ب��ه رب��وط م�� خ��واص از ب��ع��ض��ی ری��م. م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در ح��ق��ی��ق��ی اع��دادی ن��ه و ن��م��اد
زی��ی ج�� ع��ن��وان ب��ه ب��ای��د را خ��اص��ی��ت�ه��ا ای��ن از ت��ع��دادی م��ی�ك��ن��ی��م. ذك��ر را دارن��د س��ازگ��اری و ش��ب��اه��ت ح��ق��ی��ق��ی اع��داد
�ر �ظ� �رف�ن� ص� �ا �ه� آن� �ن �ی� ب� �ز �ای� �م� ت� �اد �ج� ای� از �ا م� �ی ول� �د �ن� �ت� �س� ه� �ات �ب� اث� �ل �اب� ق� �ه �ی� �ق� ب� و �رد ك� �ی �ق� �ل� ت� �ا �اده� �م� ن� �ن ای� �ف ری� � �ع� ت� از
�ر ذك� خ��لاف �ه �ك� آن� �ر �گ� م� �د �ن� �ت� �س� ه� �اد �م� ن� ی��ك دو �ر ه� +∞ و ∞ �ا م� �ر �ظ� ن� (از از: �د �ن� �ارت� �ب� ع� �ور �ذك� م� خ��واص �م. �ی� �ن� �ی�ك� م�

a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ش��ود)
a+ (±∞) = (±∞) + a = (±∞)

a > ۰ ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای
a.(±∞) = (±∞).a = (±∞)

a < ۰ ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای
a.(±∞) = (±∞).a = (∓∞)

(±∞) + (±∞) = ±∞

(±∞).(±∞) = +∞

(±∞).(∓∞) = −∞

،a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای
−∞ < a < ∞

ری��ف ت��ع�� چ��ن��ان را آن��ه��ا ن��م��ی�ت��وان واق��ع در ن��ك��رده�ای��م. ری��ف ت��ع�� را ∞
∞ و ∞−∞ ،∞.۰ ،۰.∞ م��ی�ك��ن��ی��د م��لاح��ظ��ه

ه��س��ت��ن��د. ه��م��س��ای��گ��ی ،R زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای از دی��گ��ری دس��ت��ه ب��اش��ن��د. داش��ت��ه س��ازگ��اری ف��وق، خ��واص ب��ا ك��ه ن��م��ود

�رای��ن �اب� �ن� ب� م��ی�ش��ود. �ی��ده �ام� ن� c از �از) (ب� �ای��گ��ی �م��س� ه� ی��ك c �ام��ل ش� ب��از �ازه�ی ب� �ر ه� �ای��گ��ی). �م��س� (ه� ٢٠.۴.١ �ع��ری��ف ت�
.a < c < b اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت c از ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك (a, b) ب��ازه

ب��اش��ی��م. ب��رداش��ت��ه آن از را c ن��ق��ط��ه ك��ه c از ه��م��س��ای��گ��ی�ای ی��ع��ن��ی c م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی

،c �ه �ط� �ق� ن� �ر ه� �ود �ی�ش� م� �ه �ظ� �لاح� م� �ه �ك� �ان� �ن� �چ� �م� ه� �ت. اس� ۲ �ه �ت� �ف� س� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ك ی� (−۱,۲) ∪ (۲,۴) لا� �ث� م�
c �ط��ه �ق� ن� �ه ك� �د �ن� �ت� ه��س� �ی��ت خ��اص� ای��ن دارای �ا �گ��ی�ه� �ای� �م��س� ه� ای��ن از �ع��ض��ی ب� اس��ت. �م��اری �ی��ش� ب� �گ��ی�ه��ای �ای� �م��س� ه� دارای
�وع ن� �ن ای� از �اده �ف� �ت� اس� �واردی م� در �د. �ی� �ام� ن� �ارن �ق� �ت� م� �وان �ی�ت� م� را �ی �ای� �ی�ه� �گ� �ای� �س� �م� ه� �ن �ی� �ن� چ� �ت. اس� �ا �ه� آن� �ط وس� �ه �ط� �ق� ن�

دارن��د. وج��ود ن��ی��ز وی��ژه�ای ت��ع��اری��ف ه��م��س��ای��گ��ی�ه��ای��ی چ��ن��ی��ن ب��رای م��ی�ك��ن��د. آس��ان��ت��ر را ك��ار ه��م��س��ای��گ��ی�ه��ا

�ای �اده� �م� ن� �ا ب� �ه ك� را r > ۰ �اع �ع� ش� و a �ز �رك� م� �ه ب� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ك ی� �ا). �ی�ه� �گ� �ای� �س� �م� ه� �واع (ان� ٢١.۴.١ �ف �ری� �ع� ت�
از اس��ت ع��ب��ارت م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش (Sr(a) ی��ا و S(a, r) ی��ا Nr(a) ك��ت��اب��ه��ا ب��ع��ض��ی در (ی��ا N(a, r)

N(a, r) = {x ∈ R : |x− a|< r} = (a− r, a+ r).
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از اس��ت ع��ب��ارت r ش��ع��اع و a م��رك��ز ب��ه م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی
DN(a, r) = {x ∈ R : ۰ < |x− a|< r} = (a− r, a) ∪ (a, a+ r).

a
b) (b

a+ ra− r0

a
) (b

a+ ra− r0
bc

ح��ق��ی��ق��ی اع��داد م��ح��ور روی DN(a, r) و N(a, r) ن��م��ای��ش :١.١ ش��ک��ل

ع��دد ی��ك M آن در ك��ه م��ی�ش��ود ری��ف ت��ع�� {x : x > M} = (M,∞) ص��ورت ب��ه +∞ از ه��م��س��ای��گ��ی
اس��ت. م��ث��ب��ت

م��ث��ب��ت ع��دد ی��ك M آن در ك��ه {x : x < −M} = (−∞,−M) از اس��ت ع��ب��ارت −∞ از ه��م��س��ای��گ��ی
اس��ت.

�اب��ه م��ش� ری��ق ط�� ب��ه �ی��ز ن� �ه �ت� ب��س� �ای��گ��ی�ه��ای �م��س� ه� �ن��د. �ت� ه��س� ب��از �م��گ��ی ه� ف��وق �ای��گ��ی�ه��ای �م��س� ه� ك��ه م��ی�ش��ود م��لاح��ظ��ه
م��ی�ك��ن��ی��م. چ��ش��م�پ��وش��ی آن��ه��ا ری��ف ت��ع�� از ری��م ن��دا چ��ن��دان��ی ك��ار و س��ر آن��ه��ا ب��ا ای��ن��ك��ه ع��ل��ت ب��ه ك��ه ه��س��ت��ن��د ری��ف ت��ع�� ق��اب��ل

�ی �ن� �ع� ی� �ا �ه� آن� �وع �م� �ج� م� an, · · · , a۲, a۱ �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �رای ب� �ی). پ� و �ا �م� �ك� �ی� س� �ای �اده� �م� (ن� ٢٢.۴.١ �ف �ری� �ع� ت�

م��ی�خ��وان��ی��م. «n ت��ا ۱ i ،ai «س��ی��ك��م��ای ص��ورت ب��ه و داده ن��ش��ان
n∑

i=۱

ai ن��م��اد ب��ا را a۱ + a۲ + · · ·+ an

پ��ی» ص��ورت ب��ه را آن و داده ن��ش��ان
n∏

i=۱

ai �م��اد ن� �ا ب� را a۱, a۲, · · · , an �ن��ی �ع� ی� �ا �ه� آن� ض��رب �ی��ب �رت� ت� �ی��ن �م� ه� ب��ه

م��ی�خ��وان��ی��م. «n ت��ا ۱ از i ،ai

�ر �ذی� �ان�پ� �ك� ام� را �وق ف� �ف �اری� �ع� ت� �رب، ض� و �ع �م� ج� �ال �م� اع� در �ری �ذی� پ� �ت �رك� ش� �واص خ� �ود وج� �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت�
ش��ود. م��راج��ع��ه ان��ت��گ��رال ف��ص��ل ب��ه آن��ه��ا خ��واص ب��رای م��ی�ن��م��ای��ن��د.

ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ۵.١

�ش��ان ن� ،۰ < |a|< ϵ و ϵ > ۰ �ر ه� �رای ب� �ه ك� �د �اش� ب� �ان �ن� چ� a �اب��ت ث� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �د �ی� �ن� ك� ف��رض .١.۵.١ �ه �ال� �س� م�
.a = ۰ ده��ی��د

�ن ای� در .|a|> ۰ �م ری� دا (١) ١۵.٢.١ �ه �اب� �ن� ب� �ورت ص� �ن ای� در �ف). �ل� خ� �رض (ف� a ̸= ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
�ن��ی ی��ع� اس��ت ب��اط��ل �ل��ف خ� ف��رض پ��س اس��ت �ن��اق��ض ت� ی��ك ك��ه ۱ < ۱

۲ ی��ا و |a|< |a|
۲ ،ϵ = |a|

۲ ب��رای ص��ورت
.a = ۰
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ص��ورت ای��ن در �د. �اش� ب� �ح �ی� �ح� ص� ع��ددی ۰ ≤ k ≤ n و �ف��ی �ن� �ام� ن� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� n �ی��د �ن� ك� ف��رض .٢.۵.١ �ه �ال� �س� م�
ده��ی��د؛ ن��ش��ان م��ی�ش��ود). ن��ام��ی��ده k ب��ه k ح��رف n ت��رك��ی��ب

(
n
k

)
)
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع��

.
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
(١)

.
(
n
k

)
+
(

n
k+۱

)
=
(
n+۱
k+۱

)
(٢)

اس��ت. ص��ح��ی��ح ع��ددی
(
n
k

)
(٣)

ح��ل.

اس��ت. واض��ح
(
n
k

)
ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا (١)

ری��م دا ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا (٢)(
n

k

)
+

(
n

k + ۱

)
=

n!

k! (n− k)!
+

n!

(k + ۱)! (n− k − ۱)!

=
n!

k! (n− k + ۱)!
.

(
۱

k + ۱
+

۱

n− k

)
=

n!

k! (n− k + ۱)!
.

(
n− k + k + ۱

(k + ۱)(n− k)

)
=

n!

k! (n− k + ۱)!
.

n+ ۱

(k + ۱)(n− k)

=
(n+ ۱)!

(k + ۱)! (n− k)!
=

(
n+ ۱

k + ۱

)

�ی��م �ن� ك� ف��رض اس��ت. ب��رق��رار ح��ك��م وض��وح ب��ه n = ۱ ب��رای �ی��م. �ن� م��ی�ك� ث��اب��ت را ح��ك��م n روی �ت��ق��راء اس� ب��ا (٣)
�ح �ی� �ح� ص� �ددی ع�

(
n
k

)
،۰ ≤ k ≤ n �ه kك� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ی �ن� �ع� ی� �د �اش� ب� �رار �رق� ب� �م �ك� ح� n �رای ب�

ری��م دا (۲) ب��ه ت��وج��ه ب��ا .۰ ≤ k ≤ n+ ۱ ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر ب��رای م��ی�ك��ن��ی��م ث��اب��ت اك��ن��ون )ب��اش��د.
n+ ۱

k

)
=

(
n

k − ۱

)
+

(
n

k

)
�رای ب� �م �ك� ح� �راء �ق� �ت� اس� �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� پ��س اس��ت. �ح �ی� �ح� ص� �ددی ع�

(
n+۱
k

)
�راء، �ق� �ت� اس� ف��رض �ه �اب� �ن� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

اس��ت. ب��رق��رار n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد دو ه��ر

ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د. دل��خ��واه��ی ط��ب��ی��ع��ی ع��دد n و دل��خ��واه ط��ب��ی��ع��ی ع��دد دو b و a ك��ن��ی��د ف��رض .٣.۵.١ م��س��ال��ه

(a+ b)n =

n∑
k=o

(
n

k

)
akbn−k
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ری��م دا n = ۱ ازای ب��ه ح��ل.

(a+ b)۱ = b+ a+

(
۱

۰

)
a۰b۱−۰ +

(
۱

۱

)
a۱b۱−۱ =

۱∑
k=۰

(
۱

k

)
akb۱−k

،n �واه �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �رای ب� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ال ح� �راء). �ق� �ت� اس� �دای �ت� (اب� �ت اس� F �ی��ت �اص� خ� دارای ۱ �ی �ن� �ع� ی�

ن��ش��ان ح��ال .(a+ b)n =

n∑
k=۰

(
n

k

)
akbn−k ك��ن��ی��د ف��رض ی��ع��ن��ی اس��ت��ق��راء)، (ف��رض F (n) ب��اش��ی��م داش��ت��ه

�ب��ل ق� �ث��ال م� و �ق��راء �ت� اس� ف��رض ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �ن��ظ��ور م� ای��ن ب��رای اس��ت. F خ��اص��ی��ت دارای �ی��ز ن� n+ ۱ ك��ه �ی��م م��ی�ده�
ری��م دا

(a+ b)n+۱ = (a+ b)(a+ b)n

= (a+ b)

n∑
k=۰

(
n

k

)
akbn−k

=

n∑
k=۰

(
n

k

)
(a+ b)akbn−k

=

n∑
k=۰

(
n

k

)(
ak+۱bn−k + akbn−k+۱

)
=

n∑
k=۰

(
n

k

)
ak+۱bn−k +

n∑
k=۰

(
n

k

)
akbn−k+۱

=
n+۱∑
k=۰

(
n

k − ۱

)
akbn+۱−k +

n∑
k=۰

(
n

k

)
akbn−k+۱

=

(
n

n

)
an+۱bn−(n+۱)+۱ +

n∑
k=۱

(
n

k − ۱

)
akbn−k+۱

+
n∑

k=۱

(
n

k

)
akbn−k+۱ +

(
n

۰

)
a۰bn+۱−۰

= an+۱bn+۱−(n+۱) +

n∑
k=۱

((
n

k − ۱

)
+

(
n

k

))
akbn+۱−k

+a۰bn+۱−۰

=

(
n+ ۱

۰

)
an+۱bn+۱−(n+۱)

+
n∑

k=۱

(
n+ ۱

k

)
akbn+۱−k +

(
n+ ۱

n+ ۱

)
a۰bn+۱−۰
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=

n+۱∑
k=۰

(
n+ ۱

k

)
akbn+۱−k

ب��رق��رار n ط��ب��ی��ع��ی اع��داد ت��م��ام ب��رای (a+ b)n =
n∑

k=۰

(
n
k

)
akbn−k ت��س��اوی اس��ت��ق��راء ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه ن��ت��ی��ج��ه در

پ��س دارد ج��اب��ج��ای��ی خ��اص��ی��ت ج��م��ع ع��م��ل چ��ون و اس��ت

(a+ b)n = (b+ a)n =

n∑
k=۰

(
n

k

)
akbn−k

خ��ی��ام - ب��ی��ن��م ی��ا ن��ی��وت��ن - ب��ی��ن��م دوج��م��ل��ه�ای ب��س��ط ب��ه ف��وق ت��س��اوی اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��س��ئ��ل��ه ح��ل ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و
اس��ت. م��ع��روف

و (۱ + h)n ≥ ۱ + nh �اه �گ� آن� ۱ + h ≥ ۰ و �واه �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� n �ر اگ� .۴.۵.١ �ه �ال� �س� م�
.۱ + h

n ≥ n
√

۱ + h

ب��اش��د. ن��ام��س��اوی �ان��گ��ر �ی� ب� F (n) �ی��د �ن� ك� ف��رض �ی��م. �ن� م��ی�ك� ح��ل n روی ب��ر �ق��راء �ت� اس� ك��م��ك ب��ه را �ل��ه �ئ� م��س� ای��ن ح��ل.

ب��رق��راراس��ت). اس��ت��ق��راء (اب��ت��دای اس��ت F خ��اص��ی��ت دارای ۱ پ��س (۱ + h) = ۱ + h چ��ون ص��ورت ای��ن در
�د �اش� ب� �رار �رق� ب� (۱ + h)n ≥ ۱ + nh �اوی �س� �ام� ن� ،n �واه �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ال ح�
�رض ف� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت ص� �ن ای� در �ت. اس� F �ی��ت �اص� خ� دارای n+ ۱ �ه ك� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �راء)، �ق� �ت� اس� �رض (ف�

ری��م دا nh۲ ≥ ۰ ك��ه ای��ن و اس��ت��ق��راء

(۱ + h)n+۱ = (۱ + h)(۱ + h)n ≥ (۱ + h)(۱ + nh)

= ۱ + (n+ ۱)h+ nh۲ ≥ ۱ + (n+ ۱)h

�ت. اس� �رار �رق� ب� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �ام �م� ت� �رای ب� �ث �ح� ب� �ورد م� �اوی �س� �ام� ن� �م ری� دا �راء �ق� �ت� اس� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
ی��ا h = ۰ ك��ه اس��ت ب��رق��رار وق��ت��ی ف��ق��ط و ف��ق��ط ت��س��اوی و اس��ت م��ع��روف ب��رن��ول��ی ن��ام��س��اوی ب��ه ف��وق (ن��ام��س��اوی
ری��م دا ش��د م��لاح��ظ��ه ب��الا در ك��ه آن��چ��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س ،۱ + h

n ≥ ۰ آن��گ��اه ۱ + h ≥ ۰ اگ��ر چ��ون ح��ال .(n = ۱(
۱ +

h

n

)n

≥ ۱ + n

(
h

n

)
= ۱ + h

ی��ا و

۱ +
h

n
≥ n

√
۱ + h

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��س��ئ��ل��ه ح��ل ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و

�ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� a۱, a۲, · · · , anر� اگ� �ی). �دس� �ن� ه� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� و �ی �اب� �س� ح� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �اوی �س� �ام� (ن� ۵.۵.١ �ه �ال� �س� م�



ح��ق��ی��ق��ی اع��داد دس��ت��گ��اه .١ ف��ص��ل ٣٩

آن��گ��اه ب��اش��ن��د دل��خ��واه��ی ن��ام��ن��ف��ی
n
√
a۱a۲ · · · an ≥ a۱ + a۲ + · · ·+ an

n
.

،۱ ≤ i ≤ n �ا، aiه� �ام �م� ت� �ر اگ� .G = n
√
a۱a۲ · · · an و A = a۱+a۲+···+an

n �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
ك��ه ط��وری ب��ه م��وج��ودن��د ۱ ≤ l ≤ n و ۱ ≤ r ≤ n ان��دی��س�ه��ای �ی��م �ن� ك� ف��رض .G = A آن��گ��اه �ن��د ب��اش� ب��راب��ر
از (ك��م��ت��ر) ب��ی��ش��ت��ر ه��ا ai ت��م��ام اگ��ر چ��ون .ar < A < al ص��ورت ای��ن در ،ar < al ك��ن��ی��د .ف��رض ar ̸= al

�رض ف� �ا ب� �ض �اق� �ن� �ت� م� �ه ك� �ود ب� �د �واه� خ� A از �ر) �ت� �م� (ك� �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ز �ی� ن� a۱+a۲+···+an
n �دار �ق� م� �اه �گ� آن� �د �ن� �اش� ب� A

�ه ب� G و A در �ر اگ� و bl = A brو = ar + al − A �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ون �ن� اك� �ت. اس� ar < A < al

چ��ون ری��م ب��گ��ذا bl و br ت��رت��ی��ب ب��ه al و ar ج��ای
br + bl = (ar + al −A) +A = ar + al.

ط��رف��ی از ن��م��ی�ك��ن��د. ت��غ��ی��ی��ر A م��ق��دار پ��س
brbl − aral = A(ar + al −A)− aral = (A− ar)(−A+ al) > ۰.

ن��ت��ی��ج��ه در .aral < brbl پ��س
G = n

√
a۱ · · · ar · · · al · · · an < n

√
a۱ · · · br · · · bl · · · an = G۱

G۱ در و �د �ان� �ی�م� م� �ی �اق� ب� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �دون ب� A �دار �ق� م� �ی ول� �د �اب� �ی�ی� م� �زای��ش اف� G �دار �ق� م� �ذاری، �گ� �ای� ج� �ن ای� �ا ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
ك��ن��ی��م ت��ك��رار ت��رت��ی��ب ه��م��ی��ن ب��ه را ع��م��ل ای��ن اگ��ر .bl م��ث��لا اس��ت، A ب��راب��ر رادی��ك��ال زی��ر در ض��رب ع��وام��ل از ی��ك��ی

ی��ع��ن��ی ش��د، خ��واه��د ت��ب��دی��ل A ب��ه ه��ا ai ه��م��ه ب��ار n− ۱ از پ��س ح��داك��ث��ر
G < G۱ < · · · < n

√
A.A · · ·A =

n
√
An = A

.G < Aن��ت��ی��ج��ه در

ك��ن��ی��د. ح��ل را |x− ۱|−|x− ۲|< ۰ ن��ام��س��اوی .۶.۵.١ م��س��ال��ه

ری��م دا آن از و اس��ت −x|م��ع��ادل ۱|< |x− ۲| ن��ام��س��اوی ب��ا ف��وق ن��ام��س��اوی ح��ل.

(x− ۱)۲ < (x− ۲)۲ ⇒ ۲x < ۳ ⇒ x <
۳

۲

.x ∈ (−∞, ۳
۲) ی��ع��ن��ی

.|۳x+ ۲|< ۲ − ۲x ن��ام��س��اوی ح��ل اس��ت م��ط��ل��وب .٧.۵.١ م��س��ال��ه

ری��م دا ع��لام��ت ت��ع��ی��ی��ن ج��دول ب��ه ب��ن��ا اول) (روش ح��ل.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴٠

x −∞ −۲
۳ +∞

۳x+ ۲ − ۰ +

�ه ب� ب��ح��ث �ورد م� �اوی �ام��س� ن� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و |۳x+ ۲|= −(۳x+ ۲) �اه �گ� آن� x ∈ (−∞,−۲
۳) �ر اگ� �رای��ن �اب� �ن� ب�

�ال��ت ح� ای��ن در پ��س .x > −۴ �ا ب� اس��ت �ادل �ع� م� �ه ك� �ود؛ م��ی�ش� �دی��ل �ب� ت� −(۳x+ ۲) < ۲ − ۲x �ام��س��اوی ن�
از اس��ت ع��ب��ارت ج��واب م��ج��م��وع��ه�ی

P۱ = (−∞,−۲

۳
) ∩ (−۴,+∞) = (−۴,−۲

۳
).

ك��ه ش��د خ��واه��د ت��ب��دی��ل ۳x+ ۲ < ۲ − ۲xن��ام��س��اوی ب��ه ب��ح��ث م��ورد ن��ام��س��اوی آن��گ��اه x ∈ [−۲
۳ ,∞) اگ��ر

از اس��ت ع��ب��ارت ج��واب م��ج��م��وع��ه�ی ح��ال��ت ای��ن در پ��س .x < ۰ ب��ا اس��ت م��ع��ادل

P۲ = [−۲

۳
,−∞) ∩ (−∞, ۰) = [−۲

۳
, ۰).

از اس��ت ع��ب��ارت ج��واب م��ج��م��وع��ه�ی ن��ت��ی��ج��ه در

P = P۱ ∪ P۲ = (−۴,−۲

۳
∪ [−۲

۳
, ۰) = (−۴, ۰).

�ا ی� و ۲ − ۲x > ۰ �ه ك� �ت اس� آن |۳x + ۲|< ۲ − ۲x �راری �رق� ب� �رای ب� لازم �رط ش� �ون چ� دوم) (روش
ط��رف��ی از .x ∈ (−∞,۱) ب��ای��د ل��زوم��ا |۳x+ ۲|< ۲ − ۲x ن��ام��س��اوی ب��رق��راری ب��رای پ��س x < ۱

|۳x+ ۲|< ۲ − ۲x ⇒ (۳x+ ۲)۲ < (۲ − ۲x)۲

⇒ ۵x۲ + ۲۰x < ۰.

ع��لام��ت، ت��ع��ی��ی��ن ج��دول از اس��ت��ف��اده ب��ا

x −∞ −۴ ۰ +∞
۵x۲ + ۲۰x + ۰ - ۰ +

م��ی�آی��د دس��ت ب��ه زی��ر ص��ورت ب��ه ج��واب م��ج��م��وع��ه�ی
P = (−۴, ۰) ∩ (−∞,۱) = (−۴, ۰)

ن��م��ای��ی��د. ح��ل را
√

۲x+ ۱ < x− ۲ ن��ام��ع��ادل��ه�ی .٨.۵.١ م��س��ال��ه

ك��ه اس��ت لازم ب��اش��د ب��رق��رار
√

۲x+ ۱ < x− ۲ ك��ه ای��ن ب��رای ح��ل.
۲x+ ۱ ≥ ۰ و x− ۲ > ۰,



ح��ق��ی��ق��ی اع��داد دس��ت��گ��اه .١ ف��ص��ل ۴١

ری��م دا ح��ال .x ∈ [−۱
۲ ,∞) ∩ (۲,∞) = (۲,∞) ن��ت��ی��ج��ه در .x− ۲ > ۰ و x ≥ −۱

۲ ی��ا √و
۲x+ ۱ < x− ۲ ⇒ ۲x+ ۱ < (x− ۲)۲ ⇒ x۲ − ۶x+ ۳ > ۰

زی��ر ع��لام��ت ت��ع��ی��ی��ن ج��دول از اس��ت��ف��اده ب��ا و

x −∞ ۳ −
√

۶ ۳ +
√

۶ +∞
x۲ − ۶x+ ۳ + ۰ − ۰ +

م��ی�ش��ود ح��اص��ل زی��ر ص��ورت ب��ه ج��واب م��ج��م��وع��ه�ی

P =
((

−∞,۳
√

۶
)
∪
(
۳ +

√
۶,+∞

))
∩ (۲,+∞) =

(
۳ +

√
۶,+∞

)
.

ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� اگ��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. دل��خ��واه��ی ح��ق��ی��ق��ی ع��دد b و A ⊆ R ك��ن��ی��د ف��رض .٩.۵.١ م��س��ال��ه
b+A = {a+ b : a ∈ A},

ده��ی��د ن��ش��ان آن��گ��اه
inf(b+A) = b+ inf A, sup(b+A) = b+ supA.

آن در �ه ك� b + a �د �ن� �ان� م� b + A �ه�ی �وع� �م� �ج� م� از �واه �خ� دل� �و �ض� ع� �ر ه� �رای ب� .supA = α �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
اس��ت. b+A م��ج��م��وع��ه�ی ب��الای ك��ران ی��ك b+α پ��س .(a ≤ α (چ��ون b+ a ≤ b+α ری��م دا ،a ∈ A

�ن��د م��ان� A از ع��ض��وی (ب) ۴.۴.١ �ی��ه ق��ض� �ن��اب��ه ب� پ��س supA = α چ��ون اس��ت. ش��ده داده ϵ > ۰ �ی��م �ن� ك� ف��رض
ك��ه اس��ت م��وج��ود a۰

α− ϵ < a۰ ≤ α.

ن��ت��ی��ج��ه در
b+ α− ϵ < b+ a۰ ≤ b+ α.

�ه ب� .sup(b + A) = b + α �م ری� دا (ب) ۴.۴.١ �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .b + a۰ ∈ b + A �ی �رف� ط� از
.inf(b+A) = b+ inf A ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان م��ش��اب��ه ری��ق ط��

م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� ب��اش��ن��د، ح��ق��ی��ق��ی اع��داد از م��ج��م��وع��ه دو B و A ك��ن��ی��د ف��رض .١٠.۵.١ م��س��ال��ه
A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

.sup(A+B) = supA+ supB ده��ی��د ن��ش��ان

،b ∈ B ه��ر و a ∈ A ه��ر ب��رای چ��ون ص��ورت ای��ن در .supB = β و supA = α ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴٢

a+ b �ك��ل ش� �ه ب� A+ B �ه �وع� �م� �ج� م� �واه �خ� دل� �و �ض� ع� �ر ه� �ون چ� و a+ b ≤ α + β پ��س b ≤ β و a ≤ α

ص��ورت ای��ن در �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� ف��رض �ال ح� اس��ت. A+ B �الای ب� �ران ك� ی��ك α+ β پ��س اس��ت
ك��ه دارن��د وج��ود b۰ م��ان��ن��د B از ع��ض��وی و a۰ م��ان��ن��د A از ع��ض��وی ۴.۴.١(ب) ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه

α− ϵ

۲
< a۰ ≤ α, β − ϵ

۲
< b۰ ≤ β,

ی��ا و
α+ β − ϵ < a۰ + b۰ ≤ α+ β.

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��س��ئ��ل��ه ح��ل ،۴.۴.١ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه پ��س اس��ت A+B از ع��ض��وی a۰ + b۰ چ��ون

م��س��ای��ل ۶.١

.۰ < ۲ و ۱ < ۲ ده��ی��د ن��ش��ان .١

x ≤ y و y ≤ x �ر اگ� �ط �ق� ف� و �ر اگ� x = y �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �د. �ن� �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو y و x �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٢
اس��ت.) پ��ادم��ت��ق��ارن راب��ط��ه ی��ك «≤» (ی��ع��ن��ی

a ≤ b ≤ a+ c
n ن��ام��س��اوی ،n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��ن��د ح��ق��ی��ق��ی ع��دد س��ه c و b ،a ك��ن��ی��د ف��رض .٣

.a = b ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ب��رق��رار

ن��دارد. ج��واب R در x۲ + ۱ = ۰ م��ع��ادل��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۴

. yx > t
z آن��گ��اه x

y < z
t و ب��اش��ن��د م��ث��ب��ت t و z ،y ،x اگ��ر ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵

.xt < yz اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر x
y < z

t ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��ن��د. م��ث��ب��ت اع��دادی t و y ك��ن��ی��د ف��رض .۶

.x < y اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر x۲ < y۲ آن��گ��اه ب��اش��ن��د م��ث��ب��ت y و x اگ��ر .٧

را x+y
۲ ) دارد. ق��رار y xو ب��ی��ن x+y

۲ ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��ن��د. دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو x ̸= y ك��ن��ی��د ف��رض .٨
ن��ام��ن��د.) y و x ح��س��اب��ی م��ی��ان��گ��ی��ن

�د. دارن� �ود وج� maxB و maxA �ه ك� �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از �ی �ای� �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� B Aو �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٩
ده��ی��د ن��ش��ان

max(A ∪B) = max{maxA,maxB}.

ن��دارد. م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� A = {x : ۰ < x < ۱} ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١٠

.−|a|≤ a ≤ |a| ،a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ده��ی��د ن��ش��ان .١١



ح��ق��ی��ق��ی اع��داد دس��ت��گ��اه .١ ف��ص��ل ۴٣

|b|≤ max{|a|, |c|} آن��گ��اه ب��اش��د c و a ب��ی��ن b اگ��ر ده��ی��د ن��ش��ان .١٢

ی��ك��دی��گ��رن��د. ری��ن��ه�ی ق�� x− a = b و x+ a = b م��ع��ادل��ه دو ری��ش��ه�ه��ای ده��ی��د ن��ش��ان .١٣

�ا ی� |a|= ۱ �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� |a − b|= |۱ − ab| ،b و a �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو �ر ه� �رای ب� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �ت �اب� ث� .١۴
ك��ن��ی��د. ح��ل را |x۲ − x|= |۱ − x۳| م��ع��ادل��ه�ی آن از اس��ت��ف��اده ب��ا س��پ��س و .|b|= ۱

ب��ن��وی��س��ی��د. ق��درم��ط��ل��ق ب��دون را A = |a+ b|+|a− b| ع��ب��ارت .١۵

ری��م دا b و a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای ده��ی��د ن��ش��ان .١۶

max{a, b} =
a+ b

۲
+

|a− b|
۲

,

min{a, b} =
a+ b

۲
− |a− b|

۲
.

آن��گ��اه ب��اش��ن��د دل��خ��واه��ی ح��ق��ی��ق��ی اع��داد an, · · · , a۲, a۱ اگ��ر .١٧∣∣∣∣∣
n∑

k=۱

ak

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=۱

|ak|,∣∣∣∣∣
n∏

k=۱

ak

∣∣∣∣∣ =
n∏

k=۱

|ak|.

آن��گ��اه ب��اش��ن��د ص��ح��ی��ح ع��دد دو n و m اگ��ر .١٨
m < n ⇔ m ≤ n− ۱.

ری��م دا n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر و b ̸= a ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای ده��ی��د ن��ش��ان .١٩

(ال��ف)

(a− b)n =

n∑
k=۰

(
n

k

)
(−۱)n−kakbn−k,

(ب)
an+۱ − bn+۱

a− b
=

n∑
k=۰

akbn−k.

ب��ن��وی��س��ی��د.
(
x+ ۱

x

)۱۰ ب��س��ط در را x−۸ و x۶ ض��رای��ب .٢٠



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴۴

.[x] + [−x] =

۰ x ∈ Z

−۱ x̸∈Z
ده��ی��د ن��ش��ان .٢١

ده��ی��د ن��ش��ان ،n ∈ N ك��ن��ی��د ف��رض .٢٢
[x+ [x+ [x+ · · ·+ [x]]] · · ·]︸ ︷︷ ︸

ت��ا n

= n[x].

ك��ن��ی��د ث��اب��ت را ص��ح��ی��ح ج��زء از زی��ر خ��اص��ی��ت .٢٣
[x] + [y] ≤ [x+ y].

�ف��ی �ن� �ام� ن� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ه ك� اس��ت آن �د �اش� ب� �دار �ران� ك� A ⊆ R �ه ك� آن �رای ب� �ی �اف� ك� و لازم �رط ش� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .٢۴
.|x|≤ M ،A ع��ض��و x ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود M

.supA = maxA آن��گ��اه supA ∈ A اگ��ر ده��ی��د ن��ش��ان .٢۵

ب��ه ش��ب��ی��ه (ب) .supA = maxA و اس��ت م��وج��ود supA آن��گ��اه ب��اش��د م��وج��ود maxA اگ��ر (ال��ف) .٢۶
ن��م��ای��ی��د. اث��ب��ات و ب��ی��ان ای��ن��ف��ی��م��م و م��ی�ن��ی��م��م ب��رای (ال��ف) ح��ك��م

ص��ورت ای��ن در ،A ̸= {} و A ⊆ B ك��ن��ی��د ف��رض .٢٧
،supA ≤ supB و اس��ت م��وج��ود supA آن��گ��اه ب��اش��د م��وج��ود supB اگ��ر (ال��ف)

.inf B ≤ inf A و اس��ت م��وج��ود inf B آن��گ��اه ب��اش��د م��وج��ود inf B اگ��ر (ب)

.۰ < n
√
a < ۱ آن��گ��اه ۰ < a < ۱ اگ��ر و ۱ < n

√
a آن��گ��اه a > ۱ اگ��ر ده��ی��د ن��ش��ان .٢٨

.۱ < n
√
a <

n
√
b آن��گ��اه ۱ < a < b اگ��ر ده��ی��د ن��ش��ان .٢٩

ن��ی��س��ت. ج��واب دارای Q در x۲ = ۵ م��ع��ادل��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٣٠

گ��ن��گ ی��ا و گ��وی��ا اس��ت م��م��ك��ن αβ و α
β ،α+ β اع��داد از ی��ك ه��ر β و α گ��ن��گ اع��داد ب��رای ده��ی��د ن��ش��ان .٣١

ب��اش��ن��د.

�ی �ع� رب� � م� �ن��گ گ� �داد اع� را �د �ن� �اش� ب� �ا �وی� گ� �داد اع� t و s ،r آن در �ه ك� α = r + s
√
t �ك��ل ش� �ه ب� �ن��گ گ� �داد اع� .٣٢

ه��س��ت��ن��د. ب��س��ت��ه ت��ق��س��ی��م و ض��رب ری��ق، ت��ف�� ج��م��ع، اع��م��ال ت��ح��ت رب��ع��ی م�� گ��ن��گ اع��داد ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ن��ام��ن��د.

ك��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر ن��ام��ع��ادلات .٣٣

.٢
(x۲ + ۳x+ ۳)(x۲ − x− ۱) ≥ ۰

.١
x(۲x− ۱)(x+ ۲)(۱ − ۳x) < ۰



ح��ق��ی��ق��ی اع��داد دس��ت��گ��اه .١ ف��ص��ل ۴۵

.١٠√
۱ − x > x

.١١√
۲x+ ۶ <

√
۳ − ۵x

.١٢
۲x−

√
x− ۱ < ۰

.١٣√
x۲ − ۳x+ ۲ > x+ ۳

.١۴
√
x+

√
۲x− ۱ ≥

√
۳x− ۲

.١۵∣∣∣√x۲ − ۳ − ۱
∣∣∣ < ۱

۲

.١۶√
x+ ۱ + |x− ۲|> ۴

.١٧
(|x|−۵)(|x|−۳) > ۰

.٣
x۴ − ۳x۳ + x− ۳ ≥ ۰

.۴
|۳x− ۲|> x

.۵
|x+ ۱|>

∣∣∣∣۱x − ۱

∣∣∣∣
.۶

۴x− ۵

|x− ۲|
≥ ۵

.٧
|x+ ۱|+|x− ۱|< ۴

.٨
x

x(x+ ۳)
≤ ۲x+ ۳

x۲ + x+ ۱

.٩
(x۲ + x+ ۱)(x− ۱)۲

۱ − ۳x
> ۰
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٢ ف��ص��ل

م��خ��ت��ل��ط اع��داد

م��خ��ت��ل��ط اع��داد ت��اری��خ��چ��ه ١.٢

�ن ای� �ه�ی �ع� �وس� ت� �ه�ی �ن� �ی� زم� �ه �چ� آن� �ه ك� �م �دی� دی� �م. �دی� ش� �ا �ن� آش� آن �ه�ی �وع� �وض� م� �ول اص� و �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ا ب� �ل �ب� ق� �ل �ص� ف� در
�دای �ت� اب� در �ه ك� �ود ب� �دادی اع� �اً �وص� �ص� �خ� م� و �داد اع� �ت �ی� �اه� م� �ه ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� و �ی �ع� واق� �رش �گ� ن� آورد �م �راه� ف� را �داد اع�
ری��ف ت��ع�� و ب��خ��ش��ی��دن م��ع��ن��ی ج��ه��ت در ت��لاش ن��ب��ودن��د. م��ع��ی��ن��ی ك��ارب��رد ب��ا ه��م��راه و م��ش��خ��ص م��ف��ه��وم دارای پ��ی��دای��ش،
ق��ب��ل��ی م��وج��ود اع��داد در ش��ده ری��ف ت��ع�� ج��ب��ری اع��م��ال ب��ا اع��م��ال ای��ن س��ازگ��اری و آن��ه��ا روی ج��ب��ری اع��م��ال م��ن��اس��ب
�رف��ی �ع� م� �ن��ی �ع� ی� �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد �ر �ت� �ی��ش� ب� �ه�ی �ع� ت��وس� �ب��ال دن� �ه ب� اس��اس، �ی��ن �م� ه� ب��ر ش��د. �ل��ی �ب� ق� �م �ی� �اه� �ف� م� �ت��رش گ��س� م��وج��ب
�ع��ت �ی� �ب� ط� از �م��وس �ل� م� �ای��ی �زه� �ی� چ� �ه ب� �ی��ش ب� و �م ك� �ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� از �ا م� �ورات ت��ص� ولا� �م� �ع� م� �م. �ی� �اش� �ی�ب� م� �ل��ط �ت� �خ� م� �داد اع�
زم��ان و ط��ول ج��رم، ی��ع��ن��ی آن اص��ل��ی ك��م��ی��ت س��ه ان��دازه�گ��ی��ری ب��رای زی��ك ف��ی�� در م��ث��ال ط��ور ب��ه م��ی�ك��ن��د. پ��ی��دا ارت��ب��اط
او �د �رزن� ف� �ر �م� ع� �ر �گ� دی� �ه �ی� �ان� ث� ۳ در �ه ك� �ود ش� �دع��ی م� �خ��ص��ی ش� �ر اگ� �ه ك� �وری ط� �ه ب� �م �وی� �ی�ش� م� �وس��ل �ت� م� �ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� �ه ب�
e)eπ و �ت��ر م�

√
۱۰ �ب��ارات ع� �اب��ه م��ش� ط��ور ب��ه �ز �ی� ن� و اس��ت ن��زده �ت��ی ن��ادرس� ح��رف ش��د خ��واه��د �ی��ه �ان� ث�

√
۳ × ۱۰۸

ای��ن �ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� �ه ك� اس��ت �ا �ی��ت�ه� �م� ك� �ن ای� �ودن ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ل��ت ع� �ه ب� �ن ای� و �د �ن� �ت� �س� �ی� ن� �ی �ن� �ع� �ی�م� ب� �رم �وگ� �ل� �ی� ك� �ر) �پ� ن� �دد ع�
وح��دت ری��ن �ی��ع�ت�� وس� ام��ك��ان خ��ود �ن��دی س��ام��ان�ب� ب��ه �ن��ك��ه ای� ب��رای ری��اض��ی اص��ولا دارن��د. �ب��ای��ی زی� ط��رز ب��ه را �ی��ت خ��اص�
س��اخ��ت اب��ت��دای در ك��ارب��ردی ه��ی��چ چ��ه اگ��ر ن��و ان��دی��ش��ه�ه��ای خ��ل��ق ب��ه ت��ع��ص��ب��ی ه��ی��چ ب��دون ب��ای��د ب��ده��د را م��ن��ط��ق��ی ن��ظ��ر
ی��ك �ذر ج� �ه ك� اس��ت �م��ی �دی� ق� �ای �ده�ه� ای� از �ف��ی» �ن� م� �داد اع� ج��ذر ب��ودن �ن��ی �ع� م� «ب��ی ادع��ای �ردازد. �پ� ب� �د �اش� ب� �ه �ت� ن��داش� آن
ل��غ��ت ب��ردن ك��ار ب��ه آی��ا ك��ه ده��ی��م پ��اس��خ س��ئ��وال�ه��ا ای��ن ب��ه ب��ی��ای��ی��د ح��ال م��ی�ش��م��ردن��د. م��ح��ال ی��ا م��م��ت��ن��ع را م��ن��ف��ی ع��دد
را
√
−۲ �د �ای� ب� �ت �ل� ع� �ه چ� �ه ب� �ت؟ �س� �ی� ن� �ه�دار �ش� ری� و �ل �ی� اص� �ات �ی� �اض� ری� �م �ی� �اه� �ف� م� در �ری �ی� �ت�گ� �خ� س� �ی �وع� ن� �ال» �ح� «م�

ان��دی��ش��ه�ای چ��ن��ی��ن ب��ه ورود از را م��ا م��ی�ت��وان��د آن، ب��رای رب��ی ت��ج�� م��ع��ادل ن��وع��ی ن��ب��ودن ص��رف آی��ا ب��دان��ی��م؟ ب��ی�م��ع��ن��ی
را چ��ش��م و گ��رف��ت پ��ی��ش در را خ��ود راه رب��ه ت��ج�� ب��ه اع��ت��م��اد ب��ا ن��م��ی�ت��وان ی��ع��ن��ی اس��ت، م��ن��ف��ی پ��اس��خ م��س��ل��م��ا دارد؟ ب��از
و ن��دارد خ��اص��ی م��ف��ه��وم �ی��چ ه� ف��ع��لا ك��ه چ��ی��زی �ن��وان ع� ب��ه را

√
−۲ �ن��اب��رای��ن ب� ب��س��ت. �ل��م م��س� �ی��ق��ت ح��ق� ی��ك ب��راب��ر در

م��ی�دان��ی��م اك��ن��ون �رچ��ه اگ� ری��م. م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در س��ازد خ��ش��ن��ود را x۲ + ۲ = ۰ م��ع��ادل��ه م��ی�ت��وان��د ك��ه اس��ت ن��م��ادی ت��ن��ه��ا

۴٧
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در ك��ه اس��ت م��ط��ل��ب ای��ن ب��ه اش��اره ه��دف ول��ی م��ی�ب��اش��د ن��وی��ن م��ه��ن��دس��ی در وس��ی��ع��ی رب��رده��ای ك��ا دارای
√
−۲ ک��ه

م��ی�ش��ود ب��اع��ث ج��دی��د ب��ی��ن��ش��ه��ای ای��ج��اد و زم��ان گ��ذش��ت زی��را ب��ود ج��دی��دی ری��ف ت��ع�� ك��ارب��رد ن��گ��ران ن��ب��ای��د ری��اض��ی��ات
�ر �ه� ش� �دان �ی� �اض� ری� �ی��لادی م� �م �زده� �ان� ش� �رن ق� �ل اوای� در �د. �ن� ك� �از ب� �ی رب� � �ج� ت� �م �ل� ع� در را �ود خ� راه �ه �ول� �ق� م� و ری��ف � �ع� ت� آن �ه ك�
�ه ب� را �وب �ل� �ط� م� �داد اع� �د �اش� �ی�ب� م� ۴۰ �ا �ه� آن� �رب �ض� �ل� �اص� ح� �ه ك� �زء ج� دو �ه ب� ۱۰ �دد ع� �م �ی� �س� �ق� ت� در �اردان١، ك� �ی، �ای� �ی� �ال� �ت� ای�
ب��ك��ار �ن��ف��ی» م� ع��دد ی��ك «ج��ذر ك��ه ب��ود ب��اری �ی��ن �ت� ن��خ��س� ای��ن ك��رد. ب��ی��ان ۵ −

√
−۱۵ و ۵ +

√
−۱۵ ص��ورت

ن��وش��ت زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان را (a > ۰) −a م��ن��ف��ی ع��دد ه��ر ج��ذر ك��ه ش��د م��ت��وج��ه ك��اردان ش��د. ب��رده
√
−a =

√
−۱

√
a.

�وان �ن� �ه�ع� ب�
√
−۱ ری��ف � �ع� ت� �ا ب� �ا �ه� �ن� ت� �ه ك� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �راوان، ف� �رد �ارب� ك� دارای ول��ی �ی��ت �م� اه� �م ك� �ر �اه� ظ� �ه ب� �ده ای� �ن ای�

�ه ب� �ه ك� �ت �س� �ی� ن� �ت �ب� �اس� �ن� �ی�م� ب� �ال ح� داد. �ای��ش �م� ن� آن �ه �ل� �ی� وس� �ه ب� را �ی �ف� �ن� م� �ای �ذره� ج� �ام �م� ت� �وان �ی�ت� م� �د، �دی� ج� �دد ع� �ك ی�
م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش «i» ب��ا را ن��م��اد ای��ن ب��اش��د. آن ب��ارز ه��وی��ت ن��م��ای��ان��گ��ر ت��ا داد ن��س��ب��ت اخ��ت��ص��اص��ی ن��م��اد ی��ك

√
−۱

م��ی�گ��ی��رن��د ن��ظ��ر در
√
−۱ ب��رای را j ع��لام��ت و ن��م��ی�ك��ن��ن��د اس��ت��ف��اده i ن��م��اد از م��ع��م��ولا ب��رق م��ه��ن��دس��ان ك��ن��ی��د (دق��ت

ك��ن��ی��د ت��وج��ه زی��ر اع��داد ب��ه ن��ی��ای��د). پ��ی��ش اس��ت ری��ك��ی ال��ك��ت�� ری��ان ج�� ن��ش��ان��ه ك��ه i ن��م��اد ب��رای ت��ع��ب��ی��ری س��وء ت��ا
۲i,

√
۳i+ ۱, πi+ e, ai+ b

�ت��ار رف� �ی��ق��ی ح��ق� اع��داد ه��م��ان��ن��د اع��داد ای��ن ب��ا اگ��ر ك��ه پ��ی�ب��رد ك��اردان �ن��د. م��ی�ب��اش� �ت��ل��ط م��خ� اع��داد ف��وق، اع��داد ه��م��گ��ی
ح��ل ب��رای �ی��ازش ن� پ��اس��خ��گ��وی �ن��د ك� �اف��ه اض� آن ب��ه را ( i۲ = (ی��ا۱−

√
−۱.

√
−۱ = −۱ ق��اع��ده�ی و ش��ود

�رف��ی �ع� م� و �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد �ه �ع� ت��وس� در �ه��م م� و �اس��ی اس� �ل��ل ع� از �ك��ی ی� �ود. ب� �د �واه� خ� �ق��ی �ی� �ق� ح� �ه ری��ش� ب��دون �ه�ه��ای �ادل� �ع� م�
�ا ب� �ه�ای �ل� �م� �ن��دج� چ� ی��ك p(x) = ۰ �ه ك� �د �اش� �ی�ب� م� p(x) = ۰ �ه�ص��ورت ب� �ای �ه�ه� �ادل� �ع� م� ح��ل �ه�ی �ل� �ئ� �س� م� �ل��ط �ت� �خ� م� �داد اع�

م��ی�ب��اش��د زی��ر ص��ورت ب��ه� n ∈ N درج��ه از ح��ق��ی��ق��ی ض��رای��ب
p(x) = a۰ + a۱x+ a۲x+ · · ·+ anx, ai ∈ R, i = ۱, . . . , n.

را �ا �ه�ه� �ادل� �ع� م� ای��ن �ه �اب� م��ش� و ن��دارد ج��واب �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد �ی��دان م� در x۲ + ۱ �ادل��ه �ع� م� �د ش� �ی��ان ب� �ه ك� ط��وری �م��ان ه�
�ط �ل� �ت� �خ� م� �داد اع� �ت �ی� �م� اه� �ه ب� �ال ح� �د. �ن� �ت� �س� �ی� ن� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ای �ه�ه� �ش� ری� دارای �ه ك� داد �ان �ش� ن� �اری �ی� �س� ب� �وارد م� در �وان �ی�ت� م�
ج��واب دارای p(x) = ۰ �ادل��ه �ع� م� �ر ه� �ل��ط �ت� م��خ� اع��داد �ی��دان م� در ك��ه ك��رد �اره اش� �ی��ز ن� �ر دی��گ� �اه دی��دگ� ای��ن از م��ی�ت��وان
ص��ورت ب��ه م��ع��ادل��ه ه��ر ری��ش��ه دارای ك��ه م��ی��دان��ی چ��ن��ی��ن م��ی�ك��ن��د. ث��اب��ت را ادع��ا ای��ن ج��ب��ر اس��اس��ی ق��ض��ی��ه و م��ی�ب��اش��د
اس��ت. �ام��ل ك� �ی��دان م� ی��ك �ل��ط �ت� م��خ� اع��داد �ی��دان م� �ی��ث ح� ای��ن از �ی��م. �ام� م��ی�ن� �ام��ل ك� �ی��دان م� ی��ك را �اش��د ب� p(x) = ۰

م��وج��ب ام��ر ه��م��ی��ن و ن��ب��ودن��د ق��ائ��ل آن ب��رای م��ف��ه��وم��ی گ��ون��ه ه��ی��چ i ی��ا
√
−۱ پ��ی��دای��ش در ش��د ب��ی��ان ك��ه ه��م��ان�ط��ور

�ای ج� �ه �ش� �دی� ان� در
√
−۱ �ه ك� �د ش� �ب��ب س� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� و �د �ن� �ن� ك� �اب �خ� �ت� ان� آن �رای ب� را �ی» �وم� �وه� «م� �ام ن� �ه ك� �د ش�

در �ی��ز ن� �ن��ون اك� اس��اس ای��ن ب��ر و ش��ود �اه ن��گ� ب��دان ش��ك ب��ه �ه �ت� �ی��خ� آم� ت��رس��ی �ا ب� و ب��اش��د �ه �ت� داش�
√

۲ از �ام��س��اع��دت��ری ن�
م��ن��اس��ب��ی زب��ان و گ��ردی��ده ن��وی��ن م��ه��ن��دس��ی در م��ه��م��ی ت��ح��ول س��ب��ب اع��داد ای��ن ای��ن��ك��ه ع��ل��ی��رغ��م م��خ��ت��ل��ط اع��داد م��ط��ال��ع��ه
آورده ب��وج��ود را �ره �ی� غ� و �ن��اوب �ت� م� �ه��ای �ان� ری� � ج� و �را �ی� م� �اش��ات �ع� ارت� �ن��گ، �اه� �م� ه� �ان��ات ن��وس� �اش��ی، �ع� ارت� �رك��ات ح� ب��رای
�ه �ن� �ی� زم� در �ده آم� �ل �م� ع� �ه ب� �ای �ه� �لاش� ت� �ن ری� � �ت� �ش� �ی� ب� �ی�رود. م� �ار ك� �ه ب� i =

√
−۱ �رای ب� �ی �وم� �وه� م� واژه �م ه� �از ب� �ت اس�

1Kardan
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ك��ه ب��ود ك��س��ی ن��خ��س��ت��ی��ن او و دان��س��ت م��ی��لادی ه��ج��ده��م ق��رن در اول��ر١ ل��ئ��ون��ارد ك��ار ن��ت��ی��ج��ه م��ی�ت��وان را م��خ��ت��ل��ط اع��داد
ای��ده ای��ن ه��ام��ی��ل��ت��ون٣ وی��ل��ی��ام و گ��اوس٢ ری��دری��ش ك��ارل��ف�� ن��وزده��م ق��رن در س��اخ��ت م��ت��داول

√
−۱ ب��رای را i ن��م��اد

ك��ه م��ی�ك��ن��ی��م اش��اره ن��ی��ز ن��ك��ت��ه ای��ن ب��ه خ��ات��م��ه در ش��د. خ��واه��ی��م آش��ن��ا آن��ه��ا ب��ا ف��ص��ل ای��ن ادام��ه در ك��ه دادن��د گ��س��ت��رش را
اع��داد ری��ه ن��ظ�� ك��م��ك ب��ه ك��رد ح��ل را آن��ه��ا ن��م��ی�ت��وان ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش��ه��ای از ب��ااس��ت��ف��اده ك��ه را ان��ت��گ��رال��ه��ای��ی از ب��رخ��ی

ك��رد اش��اره زی��ر م��ورد دو ب��ه م��ی�ت��وان ج��م��ل��ه از ك��ه ن��م��ود ح��ل را آن��ه��ا م��ی�ت��وان ∫م��خ��ت��ل��ط ∞

۰

sin۲ x

x۲
dx =

π

۲
,

∫ ∞

۰

xα−۱

۱ + x
dx =

π

sinαπ
۰ < α < ۱

ك��ه م��ی�ب��اش��د م��خ��ت��ل��ط آن��ال��ی��ز زم��ی��ن��ه در ب��ی��ش��ت��ری اط��لاع��ات م��س��ت��ل��زم ف��وق رواب��ط اث��ب��ات ك��ه داش��ت ت��وج��ه ب��ای��د ال��ب��ت��ه
اس��ت. خ��ارج ب��ح��ث ای��ن ح��وص��ل��ه از

م��خ��ت��ل��ط اع��داد دس��ت��گ��اه ٢.٢

خ��واه��ی��م ت��ق��س��ی��م و ض��رب ری��ق، ت��ف�� ج��م��ع، ی��ع��ن��ی آن��ه��ا ب��ی��ن ج��ب��ری اع��م��ال و م��خ��ت��ل��ط اع��داد ری��ف ت��ع�� ب��ه ق��س��م��ت ای��ن در
ی��ع��ن��ی ص��ف��ح��ه در ن��ق��ط��ه ی��ك �ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان را م��خ��ت��ل��ط ع��دد ی��ك ك��ه ن��م��ود خ��واه��ی��م م��لاح��ظ��ه ه��م��چ��ن��ی��ن پ��رداخ��ت.

.x, y ∈ R آن در ك��ه اس��ت (x, y) م��رت��ب زوج��ه��ای ك��ل��ی��ه ش��ام��ل ك��ه داد ن��م��ای��ش xy م��خ��ت��ص��ات دس��ت��گ��اه

ك��ن��ی��م ف��رض .١.٢.٢ ت��ع��ری��ف
R۲ = R× R = {(x, y)|x ∈ R, y ∈ R},

R۲ از �ت اس� �ارت �ب� ع� �ط �ل� �ت� �خ� م� �داد اع� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ی �ارت� دك� �رب �ض� �ل� �اص� ح�
ج��م��ع ع��م��ل زی��ر ج��ب��ری اع��م��ال ب��ا ه��م��راه

(x۱, y۱) + (x۲, y۲) = (x۱ + x۲, y۱ + y۲),

ض��رب ع��م��ل
(x۱, y۱)(x۲, y۲) = (x۱x۲ − y۱y۲, x۱y۲ + x۲y۱),

اس��ک��ال��ر ض��رب ع��م��ل و
a(x, y) = (ax, ay) a ∈ R.

�اده �ف� �ت� اس� �ط �ل� �ت� �خ� م� �داد اع� �ان �ی� ب� · · · و w ،z �روف ح� از و �م �ی� �ی�ده� م� �ای��ش �م� ن� C �ا ب� را �ط �ل� �ت� �خ� م� �داد اع� �ه�ی �وع� �م� �ج� م�
م��ی�ك��ن��ی��م.

را x �ن��ی �ع� ی� آن اول �ف��ه �ؤل� م� ای��ن�ص��ورت در �اش��د ب� �ل��ط �ت� �خ� م� ع��دد ی��ك z = (x, y) �ی��م �ن� ك� ف��رض .٢.٢.٢ �ع��ری��ف ت�

1L. Euler
2F. Gaus
3N. Hamilton
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م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش زی��ر ص��ورت ب��ه و م��ی�ن��ام��ی��م z م��وه��وم��ی ق��س��م��ت را y ی��ع��ن��ی آن دوم م��ؤل��ف��ه و z ح��ق��ی��ق��ی ق��س��م��ت

z ح��ق��ی��ق��ی ق��س��م��ت = Re(z), z م��وه��وم��ی ق��س��م��ت = Im(z)

اس��ت. ش��رك��ت�پ��ذی��ری و ج��اب��ج��ای��ی خ��اص��ی��ت�ه��ای دارای C م��خ��ت��ل��ط اع��داد م��ج��م��وع��ه�ی .٣.٢.٢ ن��ت��ی��ج��ه

�واه �خ� دل� �ط �ل� �ت� �خ� م� �داد اع� z۳ = (x۳, y۳) و z۲ = (x۲, y۲) و z۱ = (x۱, y۱) �م �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
ری��م دا ای��ن�ص��ورت در ب��اش��ن��د.

z۱ + z۲ = (x۱, x۲) + (x۲, y۲) = (x۱ + x۲, y۱ + y۲) = (x۲ + x۱, y۲ + y۱)

= (x۲, y۲) + (x۱, y۱) = z۲ + z۱ ج��اب��ج��ای��ی) (خ��اص��ی��ت

(z۱ + z۲) + z۳ = (x۱ + x۲, y۱ + y۲) + (x۳, y۳)

= (x۱ + x۲ + x۳, y۱ + y۲ + y۳)

= (x۱, y۱) + (x۲ + x۳, y۲ + y۳)

= z۱ + (z۲ + z۳) پ��ذی��ری) ش��رک��ت (خ��اص��ی��ت

و z۱z۲ = z۲z۱ �ی �ن� �ع� ی� �رد ك� �ت �اب� ث� �رب ض� �ل �م� ع� �رای ب� را �ا �ت�ه� �ی� �اص� خ� �ن ای� �وان �ی�ت� م� �ه �اب� �ش� م� �ور �ه�ط� ب�
.(z۱z۲)z۳ = z۱(z۲z۳)

و ۰̄ = (۰, ۰) �داد اع� �ورت �ن�ص� ای� در �د �اش� ب� �ط �ل� �ت� �خ� م� �داد اع� �ه �وع� �م� �ج� م� C �م �ی� �ن� ك� �رض ف� .۴.٢.٢ �ه �ج� �ی� �ت� ن�
م��خ��ت��ل��ط اع��داد در ش��ده ری��ف ت��ع�� ض��رب و ج��م��ع اع��م��ال ب��ه ن��س��ب��ت (خ��ن��ث��ی) ب��ی�اث��ر ع��ن��اص��ر �ت��رت��ی��ب ب��ه ۱̄ = (۱, ۰)

م��ی�ب��اش��ن��د.

�م��ال اع� ری��ف � �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ای��ن�ص��ورت در �اش��د. ب� �واه �خ� دل� �ل��ط �ت� �خ� م� ع��دد ی��ك z = (x, y) �ی��م �ن� ك� ف��رض اث��ب��ات.
ری��م دا م��خ��ت��ل��ط اع��داد در ض��رب و ج��م��ع

z + ۰̄ = (x, y) + (۰, ۰) = (x+ ۰, y + ۰) = (x, y) = z

ن��ی��ز و z + ۰̄ = ۰̄ + z = z پ��س ۰̄ + z = z ه��م��چ��ن��ی��ن
z۱̄ = (x, y)(۱, ۰) = ((x× ۱)− (y × ۰), (x× ۰) + (y × ۱)) = (x, y) = z

.z۱̄ = ۱̄z = z ب��ن��اب��رای��ن ۱̄z = z م��ش��اب��ه ب��ه�ط��ور

�وس �ك� �ع� م� و z �ه �ن� ری� � ق� �ورت �ن�ص� ای� در �د. �اش� ب� �ط �ل� �ت� �خ� م� �دد ع� �ك ی� z = (x, y) �م �ی� �ن� ك� �رض ف� .۵.٢.٢ �ه �ج� �ی� �ت� ن�



م��خ��ت��ل��ط اع��داد .٢ ف��ص��ل ۵١

م��ی�ب��اش��ن��د زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش z−۱ و −z ب��ا �ت��رت��ی��ب ب��ه ك��ه را z (وارون)

−z = (−x,−y),

z−۱ =

(
x

x۲ + y۲
,

−y

x۲ + y۲

)
.

�ت داش� �م �ی� �واه� خ� �ورت �ن�ص� ای� در �د. �اش� ب� z �ه �ن� ری� � ق� w = (x۱, y۱) �م �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
y۱ = −y, x۱ = −x ل��ذا z+w = (x+ x۱, y+ y۱) = (۰, ۰) چ��ون .z+w = w+ z = ۰̄

�اه �گ� آن� �د �اش� ب� z وارون V = (x۲, y۲) �ر اگ� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� .w = (−x,−y) = −(x, y) = −z �رای��ن �اب� �ن� ب�
ب��ن��اب��رای��ن zV = V z = ۱̄ داش��ت خ��واه��ی��م وارون ع��ن��ص��ر ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا

zV = (x, y)(x۲, y۲) = (xx۲ − yy۲, xy۲ + x۲y) = (۱, ۰).

م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه ف��وق دس��ت��گ��اه ح��ل ب��ا .xy۲ + x۲y = ۰ و xx۲ − yy۲ = ۱ ی��ع��ن��ی

y۲ =
−y

x۲ + y۲
, x۲ =

x

x۲ + y۲
.

ب��ن��اب��رای��ن

z−۱ = V =

(
x

x۲ + y۲
,

−y

x۲ + y۲

)

در �د �ن� �اش� ب� �واه �خ� دل� �ط �ل� �ت� �خ� م� �دد ع� دو z۲ = (x۲, y۲) و z۱ = (x۱, y۱) �م �ی� �ن� ك� �رض ف� .۶.٢.٢ �ه �ج� �ی� �ت� ن�
ك��رد ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان را ت��ق��س��ی��م و ری��ق ت��ف�� اع��م��ال ای��ن�ص��ورت

z۱ − z۲ = (x۱, y۱)− (x۲, y۲) = (x۱ − x۲, y۱ − y۲)

z۱

z۲
= z۱z

−۱
۲ = (x۱, y۱)

(
x۲

x۲
۱ + y۲

۲

,
−y۲

x۲
۲ + y۲

۲

)
=

(
x۱x۲ + y۱y۲

x۲
۲ + y۲

۲

,
x۲y۱ − x۱y۲

x۲
۲ + y۲

۲

)
در ش��ده ری��ف � �ع� ت� �ر �ال� �ك� اس� ض��رب و ض��رب و �م��ع ج� �م��ال اع� �ا ب� �راه �م� ه� C �ل��ط �ت� �خ� م� اع��داد �ه �م��وع� م��ج� .٧.٢.٢ �ی��ه ق��ض�

اس��ت. م��ی��دان١ ١.٢.٢

ری��ف � �ع� ت� �ه ب� �ا �ن� ب� �ذا ل� �ت اس� �ی �ع� �م� ج� �ی �ل� آب� �روه گ� �ك ی� (C,+) ،۴.٢.٢ و ٣.٢.٢ �ای �ه�ه� �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� اث��ب��ات.
z۳ و z۲ ،z۱ ه��ر ازای ب��ه ن��ی��ز و اس��ت وارون�پ��ذی��ر ص��ف��ر غ��ی��ر م��خ��ت��ل��ط ع��دد ه��ر ك��ه ك��ن��ی��م ث��اب��ت اس��ت ك��اف��ی م��ی��دان
ح��داق��ل z = (x, y) م��ان��ن��د ص��ف��ر غ��ی��ر م��خ��ت��ل��ط ع��دد ه��ر در چ��ون .z۱(z۲ + z۳) = z۱z۲ + z۱z۳ ری��م دا

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه دان��ش��گ��اه��ی ج��ب��ر ک��ت��اب��ه��ای ب��ه ج��م��ع��ی، گ��روه م��ی��دان، زی��ر م��ی��دان، ری��ف ت��ع�� ١ب��رای
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�ر �ف� �رص� �ی� غ� �ط �ل� �ت� �خ� م� �دد ع� �ر ه� وارون ۶.٢.٢ �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ا �ن� ب� �ذا ل� �د �اش� ب� �ر �ف� �رص� �ی� غ� �د �ای� ب� y �ا ی� x �ای �ه�ه� �ف� �ؤل� م� از �ی �ك� ی�
�اب��رای��ن �ن� ب� �م��ود ن� �اب��ت ث� را z۱(z۲ + z۳) = z۱z۲ + z۱z۳ راب��ط��ه م��ی�ت��وان س��ادگ��ی ب��ه �ی��ن �ن� �م��چ� ه� دارد. وج��ود

اس��ت. م��ی��دان ی��ك (C,+, ۰)

اس��ت. C م��ی��دان زی��ر ی��ك ی��ك S = {(x, ۰) ∈ C|x ∈ R} م��ج��م��وع��ه�ی .٨.٢.٢ ق��ض��ی��ه

م��ی��دان خ��واص ك��ل��ی��ه ل��ذا ۰̄, ۱̄ ∈ S و اس��ت ب��س��ت��ه ض��رب و ج��م��ع اع��م��ال ب��ه ن��س��ب��ت S ك��ه اس��ت واض��ح اث��ب��ات.
اس��ت. C م��ی��دان زی��ر ی��ك S ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ب��اش��د ب��رق��رار S ب��رای

دارد. وج��ود R ح��ق��ی��ق��ی اع��داد و S م��ج��م��وع��ه ب��ی��ن ی��ك�ب��ه�ی��ك ت��ن��اظ��ر ی��ك .٩.٢.٢ ق��ض��ی��ه

�وان �ی�ت� م� �ی �ادگ� س� �ه ب� �م. �ی� �ن� �ی�ك� م� �ف ری� � �ع� ت� ϕ(x) = (x, ۰) �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� را ϕ : R −→ S �ت �اش� �گ� ن� اث��ب��ات.
�داد اع� �ب��اط ارت� �وان �ی�ت� م� ٨.٢.٢ �ی��ه ق��ض� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� اس��ت. �ا �وش� پ� و �ه�ی��ك١ �ب� �ك� ی� ری��ف، � �ع� خ��وش�ت� ϕ �ه ك� �ود �م� ن� �ی��ق �ق� �ح� ت�
م��ج��م��وع��ه�ای زی��ر ع��ن��وان ب��ه ف��وق ت��ن��اظ��ر ب��ا ح��ق��ی��ق��ی اع��داد م��ی��دان ك��ه ن��م��ود ب��ی��ان ب��دی��ن�ص��ورت را م��خ��ت��ل��ط و ح��ق��ی��ق��ی
را م��خ��ت��ل��ط اع��داد پ��س اس��ت ب��رق��رار ن��ی��ز R در C در ش��ده ری��ف ت��ع�� اع��م��ال ه��م��ان ك��ه م��ی�ب��اش��د C م��خ��ت��ل��ط اع��داد از

گ��رف��ت. درن��ظ��ر ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ت��وس��ی��ع ع��ن��وان ب��ه م��ی�ت��وان

م��خ��ت��ل��ط اع��داد ن��م��ای��ش�ه��ای ٣.٢

ع��ن��وان ب��ه م��ی�ت��وان را م��خ��ت��ل��ط ع��دد ی��ك ش��د ب��ی��ان ف��ص��ل ای��ن اب��ت��دای در ك��ه ه��م��ان�ط��وری دك��ارت��ی ن��م��ای��ش ال��ف)
�ای��ش �م� ن� را �ش �ای� �م� ن� �وع ن� �ن ای� داد �ای��ش �م� ن� z = (x, y) �ورت ص� �ه ب� �ی �ارت� دك� �ات �ص� �ت� �خ� م� �اه �گ� �ت� دس� در �ه �ط� �ق� ن� �ك ی�
�ا ه� y �ور �ح� م� و �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ور �ح� م� �ا ه� x �ور �ح� م� �ای��ش �م� ن� �ن ای� در �ه ك� �م ری� دا �ه �وج� ت� �م. �ی� �وی� �ی�گ� م� z �ل��ط �ت� �خ� م� �دد ع� �ی �ارت� دك�

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده م��وه��وم��ی م��ح��ور

�رح��ق��ی��ق��ی غ��ی� و م��خ��ت��ل��ط ع��دد ن��خ��س��ت��ی��ن پ��ی��دای��ش و م��خ��ت��ل��ط اع��داد ری��خ��چ��ه ت��ا ب��ه ت��وج��ه ب��ا اس��ت��ان��دارد ن��م��ای��ش ب)
i۲ = −۱ �ه ك� �د �اش� ب� �ی��ت �اص� خ� �ن ای� دارای و i = (x, y) �ر اگ� �ه ك� �ود �م� ن� �ه �ب� �اس� �ح� م� �ی �ادگ� �س� �ه ب� �وان �ی�ت� م� i �ن��ی �ع� ی�

ب��اش��ی��م داش��ت��ه ب��ای��د آن��گ��اه
i۲ = ii = (x, y)(x, y) = (x۲ − y۲,۲xy) = (−۱, ۰).

�ن �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در �ا ب� �ذا ل� و y = ∓۱ و x = ۰ �ه ك� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن�

x۲ − y۲ = −۱

۲xy = ۰
�اه �گ� �ت� دس� �ل ح� �ا ب�

از �ر �گ� دی� �ای��ش �م� ن� �ك ی� �ه ب� �وان �ی�ت� م� �ف ری� � �ع� ت� �ن ای� �ا ب� �ردد. �ی�گ� م� �ل �اص� ح� i = (x, y) �ای��ش �م� ن� y = ۱ و x = ۰

رس��ی��د زی��ر ص��ورت ب��ه م��خ��ت��ل��ط اع��داد
z = (x, y) = (x, ۰) + (۰, y) = (x, ۰) + (۰,۱)(y, ۰).

ش��د. خ��واه��د ب��ی��ان س��وم ف��ص��ل در پ��وش��ا و ی��ك�ب��ه�ی��ك و ت��اب��ع ١ت��ع��اری��ف
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و (x, ۰) ∼= x �رد �رض�ك� �وان�ف� �ی�ت� م� ٩.٢.٢ �ه �ی� �ض� ق� Rدر و S �ه �وع� �م� �ج� م� �ن �ی� ب� �ده ش� �اد �ج� ای� �ر �اظ� �ن� ت� �ه ب� �ا �ن� ب�
م��ی�آی��د ب��ه�دس��ت z = x+ iy ن��م��ای��ش ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ب��اش��د) ب��ی��ك ی��ك ت��ن��اظ��ر م��ع��ن��ی ب��ه ∼= (ع��لام��ت (y, ۰) ∼= y

�ل �ام� ش� z �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ت �م� �س� ق� �ش �ای� �م� ن� �ن ای� �ا ب� �م. �ی� �وی� �ی�گ� م� z �ط �ل� �ت� �خ� م� �دد ع� �دارد �ان� �ت� اس� �ش �ای� �م� ن� را �ش �ای� �م� ن� �ن ای� �ه ك�
i ری��ب ض�� ع��ب��ارت z م��وه��وم��ی ق��س��م��ت و اس��ت ش��ده ظ��اه��ر م��س��ت��ق��ل ص��ورت ب��ه ك��ه اس��ت ف��وق ن��م��ای��ش از ق��س��م��ت��ی
و �ع �م� ج� �ال �م� اع� �ا ب� ١.٢.٢ در �ده ش� �ف ری� � �ع� ت� �رب ض� و �ع �م� ج� �ال �م� اع� �ه ك� �ت اس� �ن ای� �ه �وج� ت� �ل �اب� ق� �ه �ت� �ك� ن� �د. �اش� �ی�ب� م�
�ار �ازگ� س� و �گ �ن� �اه� �م� ه� لا� �ام� ك� �دارد �ان� �ت� اس� �ش �ای� �م� ن� در i۲ = −۱ ف��رض �ا ب� و �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� در �ی �ول� �م� �ع� م� �رب ض�

داش��ت خ��واه��ی��م آن��گ��اه z۲ = x۲ + iy۲ و z۱ = x۱ + iy۱ اگ��ر ی��ع��ن��ی م��ی�ب��اش��د

z۱ + z۲ = x۱ + iy۱ + x۲ + iy۲ = (x۱ + x۲) + i(y۱ + y۲),

z۱z۲ = (x۱ + iy۱)(x۲ + iy۲) = x۱x۲ + ix۱y۲ + ix۲y۱ + i۲y۱y۲

= (x۱x۲ − y۱y۲) + i(x۱y۲ + x۲y۱).

�ال �م� اع� �ان �م� ه� �وان �ت� ب� را �ط �ل� �ت� �خ� م� �داد اع� در �رب ض� و �ع �م� ج� �ال �م� اع� �ه ك� �ود �ی�ش� م� �ب �وج� م� �ش �ای� �م� ن� �ن ای� از �اده �ف� �ت� اس�
ه��م��ی��ن ب��ه ش��د. خ��واه��د م��ل��م��وس�ت��ر و س��اده�ت��ر م��ح��اس��ب��ه�ه��ا ب��ن��اب��رای��ن و گ��رف��ت ن��ظ��ر در ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ض��رب و ج��م��ع

م��ی�ب��اش��د. اس��ت��ف��اده و ت��وج��ه م��ورد ب��ی��ش��ت��ر م��خ��ت��ل��ط اع��داد اس��ت��ان��دارد ن��م��ای��ش ج��ه��ت

ب��ه م��خ��ت��ص��ات ای��ن در p م��ان��ن��د ن��ق��ط��ه ی��ك ن��م��ای��ش و ق��ط��ب��ی م��خ��ت��ص��ات دس��ت��گ��اه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ق��ط��ب��ی ن��م��ای��ش ج)
و op �اره�خ��ط پ� از �ل �ك� �ش� �ت� م� �ه زاوی� θ و �ات �ص� �ت� �خ� م� �دأ �ب� م� �ا ت� p از �ت�دار �ه� ج� �ه �ل� �اص� ف� r آن در �ه ك� (r, θ) �ورت ص�

رواب��ط ك��ه ن��م��ود م��لاح��ظ��ه م��ی�ت��وان زی��ر ش��ك��ل م��ط��اب��ق م��ی�ب��اش��د ox ی��ع��ن��ی ه��ا x م��ح��ور م��ث��ب��ت xج��ه��ت = r cos θ

y = r sin θ
,

r =
√

x۲ + y۲

θ = tan−۱( yx)

y

x p

O

θ

م��خ��ت��ل��ط اع��داد ق��ط��ب��ی ن��م��ای��ش :١.٢ ش��ک��ل
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ری��م دا z م��خ��ت��ل��ط ع��دد اس��ت��ان��دارد ن��م��ای��ش در ل��ذا اس��ت ب��رق��رار دك��ارت��ی م��خ��ت��ص��ات و م��خ��ت��ص��ات ای��ن م��ی��ان
z = x+ iy = r cos θ + ir sin θ = r(cos θ + i sin θ).

ای��ن �ود �ی�ش� م� �ل �اص� ح� z = r cis(θ) �رای��ن �اب� �ن� ب� و �م �ی� �ی�ده� م� �ای��ش �م� ن� cis(θ) �ا ب� را cos θ + i sin θ �ارت �ب� ع�
�اه �گ� آن� �ود ش� �ار �ی� �ت� اخ� ۰ ≤ θ < ۲π �ه �چ� �ان� �ن� چ� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ی �ب� �ط� ق� �ش �ای� �م� ن� �ك ی� را z �ط �ل� �ت� �خ� م� �دد ع� �ش �ای� �م� ن� �وع ن�

گ��وی��ی��م. z ش��ن��اس��ه ی��ا آرگ��م��ان را آن و م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� arg(z) = θ

رواب��ط از م��ی�ت��وان اس��ت��ان��دارد ی��ا دك��ارت��ی ن��م��ای��ش ب��ه م��خ��ت��ل��ط ع��دد ی��ك ق��ط��ب��ی ن��م��ای��ش ت��ب��دی��ل ب��رای .١.٣.٢ ت��ذک��ر

x = r cos θ,

y = r sin θ,

�ل �دی� �ب� ت� �رای ب� �ود. �ی�ش� م� �ل �اص� ح� y و x �ر �ادی� �ق� م� �وق ف� �ط رواب� در θ و r �ر �ادی� �ق� م� �ی �ن� زی� � �گ� �ای� ج� �ا ب� و �ود �م� ن� �اده �ف� �ت� اس�
رواب��ط از دك��ارت��ی ن��م��ای��ش ب��ه م��خ��ت��ل��ط ع��دد ی��ك اس��ت��ان��دار ی��ا دك��ارت��ی ن��م��ای��ش

r =
√

x۲ + y۲,

θ = tan−۱
(y
x

)
,

�ود �ی�ش� م� �ل �اص� ح� θ �رای ب� �واب ج� دو �ون چ� �ه ك� �ت اس� �روری ض� �ه �ت� �ك� ن� �ن ای� �ر ذك� �ی ول� �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �اده �ف� �ت� اس�
�ه�ای �ی� �اح� ن� در آن �ان �م� ك� �ای �ه� �ت� ان� �ه ك� �رد ك� �ار �ی� �ت� اخ� θ �وان �ن� ع� �ه ب� را �ه�ای زاوی� �د �ای� ب� �ذا ل� (π + α و α �ای �ه�ه� (زاوی�
و tan−۱(۱) = π

۴ �م �ی� �ی�دان� م� �ال �ث� م� �ور ط� �ه ب� �ت اس� �ه �ت� �رف� گ� �رار ق� آن در (x, y) �ه �ط� �ق� ن� �ه ك� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �رار ق�
(۱,۱) �ه �ط� �ق� ن� �را زی� �ود �ی�ش� م� �ار �ی� �ت� اخ� θ = π

۴ �ه زاوی� �د �اش� ب� (x, y) = (۱,۱) �ر اگ� �ذا ل� tan−۱(۱) = ۵π
۴

�ه زاوی� �اه �گ� آن� (x, y) = (−۱,−۱) �ر اگ� و �د دارن� �رار ق� اول �ه �ی� �اح� ن� در دو �ر ه� π
۴ �ه زاوی� �ان �م� ك� �ای �ه� �ت� ان� �ز �ی� ن� و

م��ی�پ��ردازی��م. م��ث��ال چ��ن��د ذك��ر ب��ه� ح��ال ش��ود. اخ��ت��ی��ار ب��ای��د θ = ۵π
۴

دس��ت ب��ه را z۳ = −۱ + i و z۲ = ۱ − i و z۱ = ۱ + i م��خ��ت��ل��ط اع��داد ق��ط��ب��ی ن��م��ای��ش .٢.٣.٢ م��ث��ال
آوری��د.

و θ = π
۴ �ذا ل� دارد �رار ق� اول �ه �ی� �اح� ن� در (۱,۱) �ه �ط� �ق� ن� و x۱ = y۱ = ۱ پ��س z۱ = ۱ + i چ��ون ح��ل.

z۳ =
√

۲ cis
(

۳π
۴

)
و z۲ =

√
۲ cis

(−π
۴

)
م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه z۱ =

√
۲ cis

(
π
۴

)
ب��ن��اب��رای��ن r =

√
۲

م��ی�آی��ن��د. ب��ه�دس��ت

z۳ = ۴ cis
(
π
۳

)
و z۲ = cis

(
π
۲

)
و z۱ = cis(π۴ ) �ل��ط �ت� �خ� م� �داد اع� �دارد �ان� �ت� اس� �ای��ش �م� ن� .٣.٣.٢ �ال �ث� م�

ك��ن��ی��د. رس��م م��خ��ت��ص��ات دس��ت��گ��اه در را آن��ه��ا و آوری��د ب��ه�دس��ت را



م��خ��ت��ل��ط اع��داد .٢ ف��ص��ل ۵۵

ب��ن��اب��رای��ن θ = π
۴ و r =

√
۲ پ��س z۱ =

√
۲ cis

(
π
۴

)
ری��م دا ح��ل.

y = r sin θ =
√

۲ sin
(π

۴

)
= ۱, x = r cos θ =

√
۲ cos

π

۴
=

√
۲

(√
۲

۲

)
= ۱

اس��ت ع��ب��ارت z۱ م��خ��ت��ل��ط ع��دد اس��ت��ان��دارد ن��م��ای��ش پ��س
z۱ = ۱ + i

ری��م دا م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه
z۲ = i, z۲ = ۲ + ۲

√
۳i

اس��ت. آم��ده ٢.٢ ش��ک��ل در م��خ��ت��ص��ات دس��ت��گ��اه در اع��داد ای��ن اس��ت��ان��دارد ن��م��ای��ش

b b

b z3 = 2 + 2
√
3i

z1 = 1 + iz2 = i

O

z3 و z2 ،z1 اع��داد اس��ت��ان��دارد ن��م��ای��ش :٢.٢ ش��ک��ل

ب��ه و داده ن��م��ای��ش z ب��ا را z م��خ��ت��ل��ط ع��دد م��زدوج ای��ن�ص��ورت در z = x+ iy ك��ن��ی��م ف��رض .۴.٣.٢ ت��ع��ری��ف
م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� زی��ر �ص��ورت

z = x− iy.

م��ی�ش��ود. ری��ف ت��ع�� |z|=
√

x۲ + y۲ ص��ورت ب��ه z م��دول) (ی��ا ق��درم��ط��ل��ق ه��م��چ��ن��ی��ن

ری��م دا ای��ن�ص��ورت در ب��اش��ن��د م��خ��ت��ل��ط اع��داد z۲ و z۱ ،z ك��ن��ی��م ف��رض .۵.٣.٢ ق��ض��ی��ه

.z۱ + z۲ = z۱ + z۲ (١)

.z۱z۲ = z۱z۲ (٢)

|z|= |−z|= |z|≥ ۰ (٣)

.|z|۲= zz, z = z (۴)



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۵۶

.|Re(z)|≤ |z|, |Im(z)|≤ |z|, Re(z) = z+z
۲ , Im(z) = z−z

۲i (۵)

.|z۱z۲|= |z۱||z۲| (۶)

.|z۱ + z۲|≤ |z۱|+|z۲|, |z۱ − z۲|≥ ||z۱|−|z۲|| (٧)

.arg(z۱z۲) = arg(z۱) + arg(z۲) (٨)

.n ∈ N ∪ {۰} ه��ر ب��رای (r cis θ)n = rn cis(nθ) (٩)

.z۲ = x۲ + iy۲ و z۱ = x۱ + iy۱ ،z = x+ iy ك��ن��ی��م ف��رض اث��ب��ات.

z۱ + z۲ = (x۱ + x۲)− i(y۱ + y۲) ل��ذا z۱ + z۲ = (x۱ + x۲) + i(y۱ + y۲) چ��ون (١)
�م �ك� ح� و z۱ + z۲ = (x۱ − iy۱) + (x۲ − iy۲) = (x۱ + x۲) − i(y۱ + y۲) �ی �رف� ط� از

اس��ت. ث��اب��ت

(٢)

z۱z۲ = (x۱ + iy۱)(x۲ + iy۲) = (x۱x۲ − y۱y۲) + i(x۱y۲ + x۲y۱)

= (x۱x۲ − y۱y۲)− i(x۱y۲ + x۲y۱).

دی��گ��ر ط��رف از

z۱z۲ = (x۱ − iy۱)(x۲ − iy۲) = (x۱x۲ − y۱y۲) + i(−x۱y۲ − x۲y۱)

= (x۱x۲ − y۱y۲)− i(x۱y۲ + x۲y۱).

اس��ت. ث��اب��ت ح��ك��م و

ل��ذا z = x− iy و −z = −x− iy چ��ون (٣)

|z|=
√

x۲ + y۲ =
√

x۲ + (−y)۲ =
√

(−x)۲ + (−y)۲ = |z|= |−z|≥ ۰.

ری��م دا (۴)
zz = (x+ iy)(x− iy) = x۲ − i۲y۲ = x۲ + y۲ = |z|۲,

و
z = x− iy = x+ iy = z.
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پ��س Im(z) = y و Re(z) = x چ��ون (۵)

z + z

۲
=

x+ iy + x− iy

۲
= x

z − z̄

۲i
=

x+ iy − x+ iy

۲i
= y.

Re(z) = x ≤
√

x۲ + y۲ = |z| �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� .Im(z) = z−z̄
۲i و Re(z) = z+z̄

۲ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در
.Im(z) = y ≤

√
x۲ + y۲ = |z| و

(۶)

|z۱z۲|۲ = |(x۱x۲ − y۱y۲) + i(x۱y۲ + x۲y۱)|۲

= (x۱x۲ − y۱y۲)
۲ + (x۱y۲ + x۲y۱)

۲

= x۲
۱(x

۲
۱ + y۲

۲) + y۲
۱(x

۲
۲ + y۲

۲)

= (x۲
۱ + y۲

۱)(x
۲
۱ + y۲

۲) = |z۱|۲|z۲|۲

.|z۱z۲|= |z۱||z۲| ن��ت��ی��ج��ه در

(٧)

|z۱ + z۲|۲ = (z۱ + z۲)(z۱ + z۲)

= (z۱ + z۲)(z۱ + z۲)

= |z۱|۲+|z۲|۲+z۱z۲ + z۱z۲

= |z۱|۲+|z۲|۲+۲Re(z۱z۲)

≤ |z۱|۲+|z۲|۲+۲|Re(z۱z۲)|

≤ |z۱|۲+|z۲|۲+۲|z۱z۲|

= |z۱|۲+|z۲|۲+۲|z۱||z۲|

= |z۱|۲+|z۲|۲+۲|z۱||z۲|

= (|z۱|+|z۲|)۲.

ری��م دا اول ق��س��م��ت ب��ه�ك��م��ك دوم ق��س��م��ت اث��ب��ات ب��رای .|z۱ + z۲|≤ |z۱|+|z۲| ب��ن��اب��رای��ن
|z۱|= |z۲ + (z۱ − z۲)|≤ |z۲|+|z۱ − z۲|.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۵٨

راب��ط��ه�ی از م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه .|z۱|−|z۲|≤ |z۱ − z۲| پ��س
|z۲|= |z۱ + (z۲ − z۱)|≤ |z۱|+|z۲ − z۱|= |z۱|+|z۱ − z۲|,

ب��ن��اب��راي��ن .|z۲|−|z۱|≤ |z۱ − z۲| م��ی�ش��ود ن��ت��ي��ج��ه
−|z۱ − z۲|≤ |z۱|−|z۲|≤ |z۱ − z۲|.

پ��س
||z۱|−|z۲||≤ |z۱ − z۲|.

ری��م دا آن��گ��اه z۲ = r۲ cis θ۲ و z۱ = cis θ۱ اگ��ر (٨)

z۱z۲ = (r۱ cis θ۱)(r۲ cis θ۲) = r۱r۲ cis θ۱ cis θ۲

= r۱r۲(cos θ۱ + i sin θ۱)(cos θ۲ + i sin θ۲)

= r۱r۲[(cos θ۱ cos θ۲ − sin θ۱ sin θ۲) + i(cos θ۱ sin θ۲ + cos θ۲ sin θ۱)]

= r۱r۲[cos(θ۱ + θ۲) + i sin(θ۱ + θ۲)].

ب��ن��اب��رای��ن
arg(z۱z۲) = θ۱ + θ۲ = arg(z۱) arg(z۲).

�م �ی� �ن� ك� �رض ف� �ت اس� �ی �ه� �دی� ب� �م �ك� ح� �ه ك� n = ۱ �ا ی� n = ۰ �ر اگ� �د. �اش� �ی�ب� م� n روی �راء �ق� �ت� اس� �ك �م� ك� �ه ب� �ات �ب� اث� (٩)
ب��اش��ی��م داش��ت��ه ی��ع��ن��ی ب��اش��د ب��رق��رار n− ۱ ب��رای راب��ط��ه

(r cis θ)n−۱ = rn−۱ cis((n− ۱)θ).

داش��ت خ��واه��ی��م r cis θ در ت��س��اوی ط��رف��ی��ن ض��رب ب��ا ای��ن�ص��ورت در

(r cis θ)n = (r cis θ)(r cis θ)n−۱

= (r cis θ)[rn−۱ cis((n− ۱)θ)]

= rn cis θ cis((n− ۱)θ)

= rn cis(θ + (n− ۱)θ)

= rn cisnθ.

اس��ت. ب��رق��رار n ∈ N ∪ {۰} ه��ر ب��رای ح��ك��م ب��ن��اب��رای��ن



م��خ��ت��ل��ط اع��داد .٢ ف��ص��ل ۵٩

ك��ن��ی��د. م��ش��خ��ص را زی��ر ع��ب��ارت��ه��ای از ی��ك ه��ر م��وه��وم��ی و ح��ق��ی��ق��ی ق��س��م��ت .۶.٣.٢ م��ث��ال
۱ + i

۱ − i
ب) (i− ۱)(i− ۲)(i− ۳) ال��ف)

(۱ − ۲i)۳ د)
۱

i
ج)

ح��ل.

داش��ت خ��واه��ی��م ض��رب م��ح��اس��ب��ه ب��ا ال��ف)

z = (i− ۱)(i− ۲)(i− ۳) = (i۲ − ۳i+ ۲)(i− ۳)

= (۱ − ۳i)(i− ۳)

= i− ۳ − ۳i۲ + ۹i = ۱۰i.

.Im(z) = ۱۰ و Re(z) = ۰ ن��ت��ی��ج��ه در

ری��م دا م��خ��رج م��زدوج در ف��وق ع��ب��ارت ض��رب ب��ا ب)

z =
۱ + i

۱ − i
=

(۱ + i)۲

(۱ − i)(۱ + i)
=

۲i

۱ + ۱
= i.

.Im(z) = ۱ و Re(z) = ۰ پ��س

داش��ت خ��واه��ی��م i در ۱
i ک��س��ر م��خ��رج و ص��ورت ض��رب ب��ا ج)

z =
۱

i
=

i

i۲
=

i

−۱
= −i.

.Im(z) = −۱ و Re(z) = ۰ ب��ن��اب��رای��ن

ری��م دا ۱ − ۲i ع��ب��ارت س��وم ت��وان م��ح��اس��ب��ه ب��ا د)
z = (۱ − ۲i)۳ = −۱۱ + ۲i.

.Im(z) = ۲ و Re(z) = −۱ پ��س

ك��ن��ی��د. ث��اب��ت .٧.٣.٢ )م��ث��ال
(۳ + ۷i)۲

(۸ + ۶i)

)
=

(۳ − ۷i)۲

(۸ − ۶i)
.

)ح��ل.
(۳ + ۷i)۲

(۸ + ۶i)

)
=

(۳ + ۷i)۲

(۸ + ۶i)



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۶٠

=
(۳ + ۷i)(۳ + ۷i)

۸ − ۶i

=
(۳ − ۷i)(۳ − ۷i)

۸ − ۶i

=
(۳ − ۷i)۲

(۸ − ۶i)
.

ری��م دا b و a م��خ��ت��ل��ط ع��دد دو ه��ر ازای ب��ه ای��ن�ص��ورت در .z = ۱ ك��ن��ی��د ف��رض .٨.٣.٢ az∣∣∣∣م��ث��ال + b

bz + a

∣∣∣∣ = ۱.

ب��ن��اب��رای��ن و z = ۱
z پ��س .zz = ۱ ل��ذا z = ۱ چ��ون و |z|۲= zz م��ی�دان��ی��م ح��ل.
az + b

bz + a
=

az + b

b+ az

۱

z
.

az∣∣∣∣پ��س + b

bz + a

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣az + b

b+ az

∣∣∣∣ ∣∣∣∣۱z
∣∣∣∣ = |az + b|

|b+ az|
=

|az + b|
|az + b|

= ۱.

م��خ��ت��ل��ط م��ع��ادلات ۴.٢

،z۲ + z + ۱ = ۰ �ن��د �ان� م� ب��اش��د z �ن��ی �ع� ی� �ل��ط �ت� م��خ� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ا �ه� آن� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ه ك� �ن��د �ت� ه��س� �ع��ادلات��ی م� �ل��ط �ت� م��خ� �ع��ادلات م�
�ال��ت ح� در �ل��ط �ت� �خ� م� �ادلات �ع� م� �ل ح� �ره. �ی� غ� و z۴ + z۳ + z۲ + z۲ + ۱ = ۰ ،(z۲ + ۱)۴ − z۳ = ۱

دارای ۵ از �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ای �ه�ه� درج� �ا ب� �ای �ه�ه� �ادل� �ع� م� �وص �ص� �خ� ب� و اس��ت �وار دش� �اری ك� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ادلات �ع� م� �د �ن� �ان� �م� ه� �ی �ل� ك�
ع��وام��ل ب��ه آن��ه��ا زی��ه ت��ج�� ب��ا م��ی�ت��وان را خ��اص ح��الات �رخ��ی ب� ول��ی ن��ی��س��ت��ن��د م��خ��ت��ل��ط) چ��ه و ح��ق��ی��ق��ی (چ��ه ك��ل��ی راه�ح��ل
n درج��ه از م��خ��ت��ل��ط م��ع��ادل��ه ه��ر ك��ه اس��ت ای��ن م��خ��ت��ل��ط م��ع��ادلات ح��ل در ت��وج��ه ق��اب��ل ن��ك��ت��ه ن��م��ود ح��ل زی��ه�ن��اپ��ذی��ر ت��ج��
ق��س��م��ت ای��ن در م��ی�ش��ود. ث��اب��ت ج��ب��ر اس��اس��ی ق��ض��ی��ه ع��ن��وان ت��ح��ت م��ط��ل��ب ای��ن ك��ه م��ی�ب��اش��د ج��واب n دق��ی��ق��ا دارای
در ك��ه پ��رداخ��ت خ��واه��ی��م zn = w ب��ه�ص��ورت م��خ��ت��ل��ط م��ع��ادلات ح��ل ب��ه اث��ب��ات) (ب��دون ف��وق ق��ض��ی��ه ب��ی��ان ض��م��ن

ه��س��ت��ن��د. م��خ��ت��ل��ط م��ت��غ��ی��ره��ای w و z آن

ج��ب��ر اس��اس��ی ق��ض��ی��ه ١.۴.٢

اگ��ر an ̸= ۰̄ و n ≥ ۱ و ب��اش��ن��د م��خ��ت��ل��ط اع��داد an, · · · , a۲, a۱, a۰ ك��ن��ی��م ف��رض
p(z) = a۰ + a۱z + a۲z

۲ + · · ·+ anz
n

و �م ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را p(z)
z−z۰

ف��وق �ه �ی� �ض� ق� در �ر اگ� .p(z۰) = ۰ �ه �وری�ك� ط� �ه ب� دارد �ود وج� z۰ �ل��ط �ت� �خ� م� �دد ع� �اه �گ� آن�
�ر ه� �ون چ� و �ت اس� �ه �ش� ری� n دارای p(z) = ۰ �ه ك� �رد ك� �م �ی� �واه� خ� �ه �ظ� �لاح� م� �م ری� � �ب� ب� �ار �ه�ك� ب� آن �رای ب� را �ه �ی� �ض� ق�
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ری��ش��ه n دق��ی��ق��ا دارای p(z) = ۰ م��ع��ادل��ه پ��س ب��اش��د داش��ت��ه ری��ش��ه n از ب��ی��ش ن��م��ی�ت��وان��د n درج��ه از چ��ن��دج��م��ل��ه�ای
اس��ت.

zn = w ص��ورت ب��ه م��خ��ت��ل��ط م��ع��ادلات ٢.۴.٢

w nام ری��ش��ه را z = ρ cisϕ ص��ورت درای��ن ب��اش��د. ش��ده داده �ل��ط �ت� م��خ� ع��دد ی��ك w = r cis θ �ی��م �ن� ك� ف��رض
(۹) ق��س��م��ت ۵.٣.٢ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا w م��خ��ت��ل��ط ع��دد ام n ری��ش��ه�ای م��ح��اس��ب��ه ب��رای .zn = w ه��رگ��اه گ��وی��ی��م

ری��م: دا

zn = ρn cis(nϕ) = r cis θ ⇔ ρ = r
۱
n , nϕ = ۲kπ + θ

�ز �ای� �م� �ت� م� �ه�ای �ش� ری� �اه �گ� آن� ۰ ≤ k ≤ n − ۱ �ر اگ� .z = r
۱
n cis

(
۲kπ+θ

n

)
�ن �رای� �اب� �ن� ب�

�ه ب� �ز �ای� �م� �ت� م� �ه �ش� ری� n دارای zn = w �ل��ط �ت� �خ� م� �ه �ادل� �ع� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ود. �ی�ش� م� �ل �اص� ح� zk = r
۱
n cis

(
۲kπ+θ

n

)
اس��ت: زی��ر ص��ورت

z۰ = r
۱
n cis

(
θ

n

)
, z۱ = r

۱
n cis

(
۲π + θ

n

)
z۲ = r

۱
n cis

(
۴π + θ

n

)
, · · ·

zn−۲ = r
۱
n cis

(
۲(n− ۲)π + θ

n

)
, zn−۱ = r

۱
n cis

(
۲(n− ۱)π + θ

n

)

آوری��د. دس��ت ب��ه را w = ۱ + i پ��ن��ج��م ری��ش��ه�ه��ای .١.۴.٢ م��ث��ال

.θ = tan−۱(۱) = π
۴ ,

۵π
۴ و r =

√
۲ ل��ذا x = ۱ و y = ۱ پ��س ۱ + i = x+ iy ری��م دا ح��ل.

�ر زی� �ورت ب��ص� w �م �ج� �ن� پ� �ای �ه�ه� �ش� ری� �ذا ل� θ = π
۴ پ��س اس��ت �ده ش� �ع واق� اول �ه �ی� �اح� ن� در y = ۱ و x = ۱ چ��ون

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل

zk =
(√

۲
)۱/۵

cis

(
۲kπ + π/۴

۵

)
= ۲

۱
۱۰

cis( ۸kπ+π
۲۰ ) k = ۰,۱,۲,۳,۴

از ع��ب��ارت��ن��د ری��ش��ه�ه��ا ب��ن��اب��رای��ن

z۰ = ۲
۱
۱۰ cis

( π

۲۰

)
z۱ = ۲

۱
۱۰ cis

(
۹π

۲۰

)
z۲ = ۲

۱
۱۰ cis

(
۱۷π

۲۰

)
z۳ = ۲

۱
۱۰ cis

(
۲۵π

۲۰

)
z۴ = ۲

۱
۱۰ cis

(
۳۳π

۲۰

)
آوری��د. ب��ه�دس��ت را z۳ + z۲ + z + ۱ = ۰ م��خ��ت��ل��ط م��ع��ادل��ه ری��ش��ه�ه��ای ت��م��ام��ی .٢.۴.٢ م��ث��ال



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۶٢

ری��ش��ه�ه��ای اب��ت��دا پ��س z−۱ ̸= ۰ و z۴ −۱ = ۰ ل��ذا z۳ + z۲ + z+۱ = z۴−۱
z−۱ = ۰ م��ی�دان��ی��م ح��ل.

ری��ش��ه س��ه و ری��م م��ی�گ��ذا ك��ن��ار را z = ۱ ری��ش��ه ش��ده ح��اص��ل ری��ش��ه چ��ه��ار از س��پ��س و ك��رده م��ح��اس��ب��ه را z۴ = ۱

م��ی�ب��اش��ن��د. ف��وق م��ع��ادل��ه ج��واب��ه��ای ب��اق��ی��م��ان��ده

zk = ۱
۱
۴ cis

(
۲kπ + ۰

۴

)
= cis

(
kπ

۲

)
, k = ۰,۱,۲,۳

z۰ = cis(۰) = ۱ غ��ی��ر ق��اب��ل ق��ب��ول , z۱ = cis
(π

۲

)
= i

z۲ = cis(π) = −۱ , z۳ = cis

(
۳π

۲

)
= −i

ه��س��ت��ن��د م��ن��ت��ظ��م ض��ل��ع��ی n ی��ك رئ��وس w = r cis(θ) م��خ��ت��ل��ط ع��دد ه��ر ام n ری��ش��ه�ه��ای (i) .٣.۴.٢ ت��ذک��ر
م��ی�ب��اش��ن��د. ۲π

n آن م��رك��زی زاوی��ه و r
۱
n آن م��ح��ی��ط��ی دای��ره ش��ع��اع ك��ه

ل��ذا م��ی�ب��اش��د. w ام n ری��ش��ه ی��ك ن��ی��ز z آن��گ��اه ب��اش��د w = r cis θ م��خ��ت��ل��ط ع��دد ام n ری��ش��ه ی��ك z اگ��ر (ii)
اس��ت. زوج ع��ددی ه��م��ی��ش��ه �رح��ق��ی��ق��ی غ��ی� ری��ش��ه�ه��ای ت��ع��داد

�ی �ن� �ع� �ی�م� ب� �ه��ت ج� �ن ای� از �ا �ه� آن� �ه �س� �ای� �ق� م� و �دارد ن� �ود وج� �ر �ت� �زرگ� ب� �ا ی� �ر �ت� �ك� �وچ� ك� �ه �ط� راب� �چ �ی� ه� �ل��ط �ت� �خ� م� �داد اع� در (iii)
ن��ی��س��ت��ن��د. م��ع��ن��ی دارای ك��وچ��ك��ت��ر م��خ��ت��ل��ط ع��دد ی��ا ب��زرگ��ت��ر م��خ��ت��ل��ط ع��دد ل��ذا اس��ت

�داد اع� از �ق��ض ن� �ال �ث� م� ی��ك i۲ = −۱ < ۰ و اس��ت �رار �رق� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �رای ب� �ط �ق� ف� a ≥ ۰ �ه �ط� راب� (iv)
. اس��ت ح��ق��ی��ق��ی غ��ی��ر

ك��ن��ن��د. ص��دق زی��ر ن��ام��س��اوی در ك��ه ب��ی��اب��ی��د را z = (x, y) م��ان��ن��د ن��ق��اط��ی ه��ن��دس��ی م��ك��ان .۴.۴.٢ م��ث��ال
|z − i|≤ |z + i|.

ری��م دا ح��ل.

|z − i|= |x+ (y − ۱)i|=
√

x۲ + (y − ۱)۲,

|z + i|= |x+ (y + ۱)i|=
√

x۲ + (y + ۱)۲.



م��خ��ت��ل��ط اع��داد .٢ ف��ص��ل ۶٣

√ب��ن��اب��رای��ن
x۲ + (y − ۱)۲ ≤

√
x۲ + (y + ۱)۲ ⇔ (y − ۱)۲ ≤ (y + ۱)۲

⇔ y۲ − ۲y + ۱ ≤ y۲ + ۲y + ۱

⇔ ۴y ≥ ۰

⇔ y ≥ ۰

�خ��ص �ش� م� ٣.٢ �ل �ك� ش� در �ه ك� �ا xه� �ور �ح� م� �ی �الای� ب� �ت �م� �س� ق� و �ا ه� x �ور �ح� م� از �ت اس� �ارت �ب� ع� �ی �دس� �ن� ه� �ان �ك� م� �س پ�
اس��ت. ش��ده

O
x

y

م��ی�ك��ن��ن��د. ص��دق زی��ر |z − i|≤ |z + i| راب��ط��ه�ی در ك��ه ص��ف��ح��ه از ن��ق��اط��ی ه��ن��دس��ی م��ك��ان :٣.٢ ش��ک��ل

ده��ی��د. ن��ش��ان ن��م��ودار ی��ك روی را آن��ه��ا و آوری��د دس��ت ب��ه را i ش��ش��م ری��ش��ه�ه��ای .۵.۴.٢ م��ث��ال

ل��ذا (x, y) = (۰,۱) م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه i = x+ iy از پ��س z۶ = i ری��م دا ح��ل.

θ = tan−۱

(
۱

۰

)
=

π

۲
,
۳π

۲
, r =

√
x۲ + y۲ = ۱

ه��ای ری��ش��ه ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ك��ن��ی��م اخ��ت��ی��ار را θ = π
۲ پ��س اس��ت ش��ده واق��ع ه��ا y م��ح��ور م��ث��ب��ت ج��ه��ت در ن��ق��ط��ه چ��ون

از ع��ب��ارت��ن��د i ش��ش��م

zk = cis

(
۲kπ + π/۲

۶

)
, k = ۰,۱,۲,۳,۴,۵



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۶۴

پ��س

z۰ = cis
( π

۱۲

)
z۱ = cis

(
۵π

۱۲

)
z۲ = cis

(
۹π

۱۲

)
z۳ = cis

(
۱۳π

۱۲

)
z۴ = cis

(
۱۷π

۱۲

)
z۵ = cis

(
۲۱π

۱۲

)
�ع��ی �ل� ض� ش��ش ی��ك �وس رئ� �ر �ق�ت� �ی� دق� �ارت �ب� ع� �ه ب� و �د �ن� �اش� �ی�ب� م� �ع واق� �د واح� �اع �ع� ش� �ه ب� �ره�ای دای� روی �وق ف� �ای �ه�ه� �ش� ری�

ب��ب��ي��ن��ي��د). را ۴.٢ ش��ك��ل ) م��ی�ده��ن��د ت��ش��ك��ی��ل را م��ن��ت��ظ��م

z1

z0

z5

z4

z3

z2

b

b

b

b

b

b

۵.۴.٢ م��ث��ال ب��ه رب��وط م�� ش��ك��ل :۴.٢ ش��ک��ل

ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ۵.٢

�ر ب� را ۱
۳z+۲ �ط �ل� �ت� �خ� م� �دد ع� �ی �وم� �وه� م� و �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ای �ت�ه� �م� �س� ق� .z = x + iy �م �ی� �ن� ك� �رض ف� .١.۵.٢ �ه �ال� �س� م�

آوری��د. دس��ت ب��ه y و x ح��س��ب



م��خ��ت��ل��ط اع��داد .٢ ف��ص��ل ۶۵

ح��ل.

۱

۳z + ۲
=

۱

۳(x+ iy) + ۲

=
۱

(۳x+ ۲) + ۳yi

=
(۳x+ ۲)− ۳yi

(۳x+ ۲)۲ + ۹y۲

=
۳x+ ۲

(۳x+ ۲)۲ + ۹y۲
+ i

−۳y

(۳x+ ۲)۲ + ۹y۲

ن��ت��ی��ج��ه در

Re

(
۱

۳z + ۲

)
=

۳x+ ۲

(۳x+ ۲)۲ + ۹y۲
, Im

(
۱

۳z + ۲

)
=

−۳y

(۳x+ ۲)۲ + ۹y۲
.

ب��رق��رارن��د. زی��ر رواب��ط z م��خ��ت��ل��ط ع��دد ه��ر ازای ب��ه ك��ه ك��ن��ی��د ث��اب��ت .٢.۵.٢ م��س��ال��ه
Im(iz) = Re(z) ب) Re(iz) = − Im(z) ال��ف)

ب��ن��اب��رای��ن iz = i(x+ iy) = −y + ix ص��ورت ای��ن در z = x+ iy ك��ن��ی��م ف��رض ح��ل.

ال��ف)
Re(iz) = Re(−y + ix) = −y = − Im(z).

ب)
Im(iz) = Im(−y + ix) = x = Re(z).

.a۲ + b۲ = ۱ ده��ی��د ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در x−iy
x+iy = a+ ib ك��ن��ی��د ف��رض .٣.۵.٢ م��س��ال��ه

ری��م دا ح��ل.

a+ ib =
x− iy

x+ iy
=

(x− iy)۲

x۲ + y۲
=

x۲ − y۲

x۲ + y۲
+ i

−۲xy

x۲ + y۲

ل��ذا .b = −۲xy
x۲+y۲ و a = x۲−y۲

x۲+y۲ پ��س

a۲ + b۲ =

(
x۲ − y۲

x۲ + y۲

)۲

+

(
−۲xy

x۲ + y۲

)۲

=
x۴ + y۴ − ۲x۲y۲ + ۴x۲y۲

x۴ + y۴ + ۲x۲y۲
= ۱.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۶۶

ده��ی��د. ن��م��ای��ش م��خ��ت��ل��ط م��ع��ادل��ه ی��ك ص��ورت ب��ه را ب��ی��ض��ی و دای��ره خ��ط، م��ع��ادلات از ی��ك ه��ر .۴.۵.٢ م��س��ال��ه

.t ∈ R آن در �ه ك� �د �اش� �ی�ب� م�

x = x۰ + at

y = y۰ + bt
ص��ورت �ه ب� خ��ط ی��ك �ری �ت� �ارام� پ� �ادلات �ع� م� �م �ی� �ی�دان� م� ح��ل.

�ه �ادل� �ع� م� و w, v, z ∈ C �ورت ص� �ن ای� در .w = (x۰, y۰) و z = (x, y) ،v = (a, b) �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق�
�ورت ص� �ه ب� w �ز �رک� م� و r �اع �ع� ش� �ه ب� �ره دای� �ك ی� �ه �ادل� �ع� م� �ود. �ی�ش� م� �ل �اص� ح� z = w + tv �ورت �ه�ص� ب� �وق ف� �ط خ�
را ۲a ث��اب��ت �ق��دار م� �ا ب� و F ′ = (d′, ۰) و F = (d, ۰) �ان��ون�ه��ای ك� �ا ب� �ی��ض��ی ب� ی��ك م��ع��ادل��ه و |z − w|= r

داد. ن��م��ای��ش |z − F |+|z + F ′|= ۲a ب��ه�ص��ورت م��ی�ت��وان

ك��ن��ی��د ث��اب��ت را زی��ر ات��ح��اد ص��ورت ای��ن در a, b ∈ C ك��ن��ی��د ف��رض .۵.۵.٢ م��س��ال��ه
|a− b|۲+|a+ b|۲= ۲(|a|۲+|b|۲) ق��ان��ون�م��ت��وازی�الاض��لاع) )

ری��م دا ح��ل.

|a− b|۲+|a+ b|۲ = (a− b)(a− b) + (a+ b)(a+ b)

= (a− b)(a− b) + (a+ b)(a+ b)

= |a|۲−ab− ba+ |b|۲+|a|۲+ab+ ba+ |b|۲

= ۲(|a|۲+|b|۲).

.Im(z + ۵) = ۰ ب��اش��ی��م داش��ت��ه ك��ه ب��ی��اب��ی��د را z = (x, y) م��ان��ن��د ن��ق��اط��ی ه��ن��دس��ی م��ك��ان .۶.۵.٢ م��س��ال��ه

و �ر اگ� Im(z + ۵) = ۰ �ن �رای� �اب� �ن� ب� Im(z + ۵) = y �ذا ل� و z + ۵ = (x + ۵) + iy �م ری� دا �ل. ح�
اس��ت. ه��ا x م��ح��ور ه��ن��دس��ی م��ك��ان پ��س y = ۰ اگ��ر ف��ق��ط

ك��ن��ی��د. ث��اب��ت را م��ی�ب��اش��د م��ع��روف لاگ��ران��ژ ات��ح��اد ن��ام ب��ه ك��ه زی��ر م��ث��ل��ث��ات��ی ات��ح��اد .٧.۵.٢ م��س��ال��ه

1 + cos θ + cos 2θ + · · ·+ cosnθ =
1

2
+

sin(n+ 1
2)θ

2 sin θ
2

, θ
2 ̸= kπ, k = 0, 1, . . .

ب��ن��اب��رای��ن .۱ + w + w۲ + · · ·+ wn = ۱−wn+۱

۱−w ری��م دا w ̸= ۱ ه��ر ب��رای م��ی�دان��ی��م ح��ل.

۱ + cos θ + cos۲θ + · · ·+ cosnθ =

n∑
k=۰

cos kθ



م��خ��ت��ل��ط اع��داد .٢ ف��ص��ل ۶٧

= Re

[
n∑

k=۰

(cos θ + i sin θ)k

]
= Re

[
۱ − cos θ + i sin θ)n+۱

۱ − cos θ − i sin θ

]
= Re

[
۱ − cos(n+ ۱)θ − i sin(n+ ۱)θ

۱ − cos θ − i sin θ

]
=

۱ − cos θ − cos(n+ ۱)θ + cos(n+ ۱)θ cos θ + sin(n+ ۱)θ sin θ

۲ − ۲ cos θ

=
۱

۲
+

cosnθ − cos(n+ ۱)θ

۲(۱ − cos θ)

=
۱

۲
+

۲ sin( θ۲) sin
(
n+ ۱

۲

)
θ

۲(۱ − cos θ)

=
۱

۲
+

sin
(
n+ ۱

۲

)
θ

۲ sin( θ۲)
.

اس��ت. ش��ده ن��ت��ی��ج��ه دم��وآو ق��ان��ون از دوم ت��س��اوی ك��ه ك��ن��ی��د ت��وج��ه

ده��ی��د ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در ب��اش��د واح��د ح��ق��ی��ق��ی غ��ی��ر ام n ری��ش��ه�ه��ای از ی��ك��ی w ك��ن��ی��د ف��رض .٨.۵.٢ م��س��ال��ه
۱ + w + w۲ + · · ·+ wn−۱ = ۰.

م��ی�دان��ی��م دی��گ��ر ط��رف از .wn = ۱ ل��ذا اس��ت واح��د ام n ری��ش��ه w چ��ون ح��ل.
(wn − ۱) = (w − ۱)(۱ + w + w۲ + · · ·+ wn−۱).

ب��ن��اب��رای��ن

۱ + w + w۲ + · · ·+ wn−۱ =
wn − ۱

w − ۱
.

ب��ن��اب��رای��ن wn − ۱ = ۰ و w ̸= ۱ ل��ذا اس��ت �رح��ق��ی��ق��ی غ��ی� ری��ش��ه w چ��ون
۱ + w + w۲ + · · ·+ wn−۱ = ۰.

ط��ور ب��ه و اس��ت ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ی��ك (۱+ i)n + (۱− i)n ،n ∈ N ه��ر ازای ب��ه ك��ن��ی��د ث��اب��ت .٩.۵.٢ م��س��ال��ه
اس��ت. ح��ق��ی��ق��ی ع��ددی zn + zn ،z م��خ��ت��ل��ط ع��دد ه��ر ازای ب��ه ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ك��ل��ی
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ری��م دا ح��ل.

(۱ + i)n + (۱ − i)n =

[√
۲

(
۱√
۲
+

i√
۲

)]n
+

[√
۲

(
۱√
۲
− i√

۲

)]n
=

[
√

۲

(√
۲

۲
+ i

√
۲

۲

)]n
+

[
√

۲

(√
۲

۲
− i

√
۲

۲

)]n
=
[√

۲
(
cos

π

۴
+ i sin

π

۴

)]n
+
[√

۲
(
cos

π

۴
+ i sin

π

۴

)]n
= (

√
۲)n

[
cos

nπ

۴
+ i sin

nπ

۴

]
+ (

√
۲)n

[
cos

nπ

۴
− i sin

nπ

۴

]
= (

√
۲
n
)
[
۲ cos

nπ

۴

]
∈ R.

ص��ورت ای��ن در z = r cis θ = r(cos θ + i sin θ) ك��ن��ی��م ف��رض ك��ل��ی ح��ال��ت در
z = r(cos θ − i sin θ).

ب��ن��اب��رای��ن

zn + zn = rn(cosnθ + i sinnθ) + rn(cosnθ − i sinnθ)

= ۲rn cosnθ ∈ R.

پ��س z + z = ۲Re(z) ك��ه م��ی�دان��ی��م ك��رد. ح��ل ن��ی��ز زی��ر روش ب��ه م��ی�ت��وان را م��س��أل��ه ای��ن .١٠.۵.٢ ت��ذک��ر

(۱+ i)n+(۱− i)n = (۱+ i)n+(۱ + i)n = (۱+ i)n(۱ + i)n = ۲Re(۱+ i)n ∈ R

ری��م دا ن��ی��ز ك��ل��ی ح��ال��ت در و
zn + z = zn + zn = ۲Re(zn) ∈ R.

و z۱ + z۲ + z۳ = ۰ ش��رط دو در ك��ه ب��اش��ن��د م��خ��ت��ل��ط ع��دد س��ه z۳ و z۲ ،z۱ ك��ن��ی��د ف��رض .١١.۵.٢ م��س��ال��ه
�اوی �س� �ت� م� �ث �ل� �ث� م� �ك ی� �وس رئ� �ط، �ل� �ت� �خ� م� �دد ع� �ه س� �ن ای� �د �ی� �ن� ك� �ت �اب� ث� �د. �ن� �ن� �ی�ك� م� �دق ص� |z۱|= |z۲|= |z۳|= ۱

ه��س��ت��ن��د. م��ب��دأ) م��رك��ز و واح��د ش��ع��اع ب��ه دای��ره�ای در (م��ح��اط الاض��لاع

ك��ه ك��ن��ی��م ث��اب��ت اس��ت ك��اف��ی ح��ل.
|z۲ − z۳|= |z۱ − z۲|= |z۱ − z۳|



م��خ��ت��ل��ط اع��داد .٢ ف��ص��ل ۶٩

�ور ط� �ه ب� �ه �ی� �ق� ب� �م، �ی� �ن� �ی�ك� م� �ت �اب� ث� را |z۱ − z۳|= |z۱ − z۲| �ال �ث� م� �ور ط� �ه ب� �ا �اوی�ه� �س� ت� از �ی �ك� ی� �ور �ظ� �ن� م� �ن �دی� ب�
ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن و z۱ = −z۲ − z۳ ل��ذا z۱ + z۲ + z۳ = ۰ چ��ون م��ی�ش��ود. ث��اب��ت م��ش��اب��ه

|z۱ − z۳| = |z۱ − z۲|

⇔ |−z۲ − z۳ − z۳|= |−z۳ − z۲ − z۲|

⇔ |−۲z۲ − z۳|= |−z۲ − ۲z۳|

⇔ |۲z۲ + z۳|= |z۲ + ۲z۳|

⇔ |۲z۲ + z۳|۲= |z۲ + ۲z۳|۲

⇔ (۲z۲ + z۳)(۲z۲ + z۳) = (z۲ + ۲z۳)(۲z۳ + z۲)

⇔ (۲z۲ + z۳)(۲z۲ + z۳) = (z۲ + ۲z۳)(۲z۳ + z۲)

b

b

b

b

z2

z1

z3

|z1 − z2|

|z1 − z3|

|z2 − z3| |z1|

|z3|

|z2|

١١.۵.٢ م��س��أل��ه�ی ب��ه رب��وط م�� ش��ك��ل :۵.٢ ش��ک��ل

م��ی�ت��وان ن��ی��ز ه��ن��دس��ی ری��ق ط�� از م��ی�ب��اش��د. ب��رق��رار ه��م��واره اخ��ی��ر ت��س��اوی ل��ذا |z۲|= |z۳|= ۱ ف��رض ب��ه ب��ن��ا چ��ون
م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ج��زئ��ی��ات داد. ن��ش��ان را آن درس��ت��ی ۵.٢ ش��ك��ل ك��م��ك ب��ه

|z− z۱|= |z− z۲| ك��ه ك��ن��ی��د ت��ع��ی��ی��ن ط��وری را ص��ف��ح��ه در z م��خ��ت��ل��ط اع��داد ه��ن��دس��ی م��ك��ان .١٢.۵.٢ م��س��ال��ه
.z۲ = ۱ + ۲i و z۱ = ۳ + ۴i آن در ك��ه

ری��م دا ص��ورت ای��ن در z = x+ iy ك��ن��ی��م ف��رض
z − z۱ = (x+ iy)− (۳ + ۴i) = (x− ۳) + i(y − ۴)



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٧٠

z − z۲ = (x+ iy)− (۱ + ۲i) = (x− ۱) + i(y − ۲)

ك��ه م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه |z − z۱|= |z − z۲| از √پ��س
(x− ۳)۲ + (y − ۴)۲ =

√
(x− ۱)۲ + (y − ۲)۲

ری��م دا ت��س��اوی ط��رف��ی��ن ك��ردن رب��ع م�� ب��ا
(x− ۳)۲ + (y − ۴)۲ = (x− ۱)۲ + (y − ۲)۲

ی��ا و
x۲ − ۶x+ ۹ − y۲ − ۸y + ۱۶ = x۲ − ۲x+ y۲ − ۴y + ۴

م��ی�ب��اش��د. خ��ط ی��ك م��ع��ادل��ه ك��ه x+ y = ۵ م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه اخ��ت��ص��ار از پ��س ك��ه

آوری��د. دس��ت ب��ه cosnθ و sinnθ ب��س��ط ب��رای ف��رم��ول��ی دم��وآو ق��ان��ون ك��م��ك ب��ه .١٣.۵.٢ م��س��ال��ه

چ��پ �م��ت س� �ر اگ� �ال ح� .(cos θ + i sin θ)n = (cosnθ + i sinnθ) �م ری� دا �وآو دم� �ون �ان� ق� �ر �اب� �ن� ب� ح��ل.
داش��ت خ��واه��ی��م آن��گ��اه ده��ی��م ب��س��ط ج��م��ل��ه�ای، دو ب��س��ط ط��ب��ق را ت��س��اوی ای��ن

(cos θ + i sin θ)n = cosn θ + (n cosn−۱ θ sin θ)i +

(
n(n− ۱)

۲!
cosn−۲ θ sin۲ θ

)
i۲

+

(
n(n− ۱)(n− ۲)

۳!
cosn−۳ θ sin۳ θ

)
i۳ + · · ·+ in sinn θ

=

(
cosn θ − n(n− ۱)

۲!
cosn−۲ θ sin۲ θ + · · ·

)
+ i

(
n cosn−۱ θ sin θ − n(n− ۱)(n− ۲)

۳!
cosn−۳ θ sin۳ θ + · · ·

)
م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه ح��ك��م ط��رف دو م��وه��وم��ی و ح��ق��ی��ق��ی ق��س��م��ت�ه��ای دادن ق��رار م��س��اوی ب��ا ح��ال

cosnθ = cosn θ − n(n− ۱)

۲!
cosn−۲ θ sin۲ θ

+
n(n− ۱)(n− ۲)(n− ۳)

۴!
cosn−۴ θ sin۴ θ + · · ·

sinnθ = n cosn−۱ θ sin θ − n(n− ۱)(n− ۲)

۳!
cosn−۳ θ sin۳ θ + · · ·

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در z = cosθ + i sin θ ك��ن��ی��د ف��رض .١۴.۵.٢ م��س��ال��ه

cosnθ =
۱

۲i

(
zn +

۱

zn

)
, sinnθ =

۱

۲

(
zn − ۱

zn

)
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م��ی�دان��ی��م ح��ل.
۱

z
= z−۱ = cos(−θ) + i sin(−θ) = cos θ − i sin θ

ل��ذا

zn +
۱

zn
= (cos θ + i sin θ)n + (cos θ − i sin θ)n

= cosnθ + i sinnθ + cosnθ − i sinnθ = ۲ cosnθ

�ن �رای� �اب� �ن� ب� .zn − ۱
zn = ۲i sinnθ �م ری� دا �ه �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� .cosnθ = ۱

۲

(
zn + ۱

zn

)
�س پ�

.sinnθ = ۱
۲i

(
zn + ۱

zn

)
م��س��ای��ل ۶.٢

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر م��خ��ت��ل��ط اع��داد از ی��ك ه��ر م��وه��وم��ی و ح��ق��ی��ق��ی ق��س��م��ت .١

.۶
۱ + i+ i۲ + i۳

.٧
(۲ + ۳i)۲(۳ − ۴i)۳

.٨
i− ۱

i+ ۱

.٩
(i− ۱)(i+ ۱)(i+ ۴)

(i− ۳)(۲i+ ۵)

.١
۱ + i√

۲

.٢
۱ + i+ i۲ + · · ·+ in

.٣
۱

۱ + i

.۴(
۱ + i√

۲

)۴

+

(
۱ − i√

۲

)۴

.۵
(۱ + i)(۱ − i−۸)

n �ادی��ر �ق� م� �رح��س��ب ب� و آوری��د دس��ت ب��ه را in ص��ورت ای��ن در �اش��د ب� �ی��ح �ح� ص� ع��دد ی��ك n ∈ Z �ی��د �ن� ك� ف��رض .٢
ك��ن��ی��د. ب��ح��ث

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر م��خ��ت��ل��ط اع��داد از ی��ك ه��ر ق��ط��ب��ی ن��م��ای��ش .٣
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.۴
۱ + i√

۲

.۵
۱ + i

۱ − i

.۶√
۳ − i

.١
۲ + i

.٢
۱

(۱ + i)۲

.٣
−۱ +

√
۳

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر م��خ��ت��ل��ط اع��داد از ی��ك ه��ر (اس��ت��ان��دارد) دك��ارت��ی ن��م��ای��ش .۴

.٧
۳ cis (۲π)

.٨
۷ cis

(
۴π

۳

)
.٩

cis (۲۶۰)

.١٠
cis (−۲۱۰)

.١١
۳(cos θ + i sin θ)

.١٢
cos۲ θ − sin۲ θ + ۲i sin θ cos θ

.١
cis
(π

۴

)
.٢

۳ cis
(π

۶

)
.٣

۲ cis
(π

۲

)
.۴

cis (−π)

.۵
۵ cis

(
−π

۴

)
.۶

۳ cis

(
۳π

۴

)
م��خ��ت��ص��ات دس��ت��گ��اه در را ه��ا آن و آوری��د دس��ت ب��ه را ۱

z۳ و z۳ ،z۲ ،۱
z ع��دده��ای آن��گ��اه z = ۱+۴i اگ��ر .۵

ده��ی��د. ن��م��ای��ش

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر م��خ��ت��ل��ط اع��داد از ی��ك ه��ر ق��درم��ط��ل��ق .۶
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.۴
cis
(
−π

۴

)
.۵

cis

(
۷π

۴

)
.۶

۳ cis

(
۳π

۴

)

.١
۱ +

√
۳

۱ −
√

۳

.٢
(۱ + i)(۱ − i)

۱ + ۲i

.٣
(۱ + i)۲(۱ − i)۳

.
∣∣∣ ۲z−i
−۱+zi

∣∣∣ = ۱ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در z = cos θ + (۱ + sin θ)i ك��ن��ی��د ف��رض .٧

�رار �رق� ب� �ر زی� �ده ش� داده �ط رواب� �ه ك� �د آوری� �ت دس� �ه ب� �وری ط� را y و x �ر �ادی� �ق� م� �ر زی� �ای �ارت�ه� �ب� ع� از �ك ری� � ه� در .٨
ب��اش��ن��د.

.٣
x+ iy

x− iy
= x− iy

.۴
۱۰۰∑
k=۰

ik = x+ iy

.١
|x+ iy|= |x− iy|

.٢
x+ iy = (x− iy)۲

ك��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه زوج ه��ای n ب��رای را
(

۱+i√
۲

)n
+
(

۱−i√
۲

)n
ع��ب��ارت م��ق��دار .٩

ح��س��اب را |۱ + z|۲+|۱ − z|۲ �ق��دار م� |z|= ۱ �ك��ه �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ل��ط �ت� �خ� م� ع��دد ی��ك z �ی��د �ن� ك� ف��رض .١٠
ك��ن��ی��د.

.|۱ + az|≥ ۱| ری��م دا a ≥ ۱ ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای آی��ا ب��اش��د. م��خ��ت��ل��ط ع��دد ی��ك z ك��ن��ی��د ف��رض .١١

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را زی��ر رواب��ط از ی��ك ه��ر درس��ت��ی

.١
(۱ + cos θ + i sin θ)n + (۱ + cos θ − i sin θ)n = ۲n + ۱ cos

nθ

۲
cosn

(
θ

۲

)
.٢

cos۵θ + i sin۵θ

cos۳θ − i sin۳θ
= cos۱۹θ + i sin۱۹θ
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.٣
cos

۲π

n
+ cos

۴π

n
+ · · ·+ cos

۲(n− ۱)π

n
= −۱ n = ۲,۳, · · ·

.۴
sin

۲π

n
+ sin

۴π

n
+ · · ·+ sin

۲(n− ۱)π

n
= ۰ n = ۲,۳, · · ·

.۵
sin

π

n
+ sin

۲π

n
+ · · ·+ sin

(n− ۱)π

n
=

n

۲n−۱ n = ۲,۳, · · ·

.۶
cosnθ = cosn θ

(
۱ −

(
n

۲

)
tan۲ θ +

(
n

۴

)
tan۴ θ · · ·

)
(n ∈ N)

.٧
sinnθ = cosn θ

(
۱ −

(
n

۲

)
tan θ +

(
n

۳

)
tan۴ θ · · ·

)
(n ∈ N)

.٨

tan(nθ) =

(
n
۱

)
tan θ −

(
n
۳

)
tan۳ θ + · · ·

۱ −
(
n
۲

)
tan۲ θ +

(
n
۴

)
tan۲ θ − · · ·

(n ∈ N)

�ره دای� روی P �ر اگ� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� z + ۱
z �ه �ط� �ق� ن� �ش �ای� �م� ن� Q و z �ه �ط� �ق� ن� �ش �ای� �م� ن� P �ر اگ� .١٢

آوری��د. دس��ت ب��ه را ب��ی��ض��ی م��ع��ادل��ه و ك��رد خ��واه��د ح��رك��ت ب��ی��ض��ی ی��ك روی Q آن��گ��اه ك��ن��د ح��رك��ت |z|= ۲

�دد ع� �ك ی� z �ه ك� f(z) = ۰ و �د �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ب �رای� ض� �ا ب� n �ه درج� از �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ك ی� f �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١٣
.f(z) = ۰ ك��ن��ی��د ث��اب��ت اس��ت. م��خ��ت��ل��ط

ك��ن��ی��د. رس��م را ه��ا آن و ت��وص��ی��ف را زی��ر ه��ای ع��ب��ارت از ی��ك ه��ر ه��ن��دس��ی م��ك��ان .١۴

.۴
|z − ۱|≤ ۲|z + ۱|

.۵
|z + ۱|= |z − ۱|

.۶
|z + i|= |z − ۱|

.١
|z + ۱|= i

.٢
|z|≤ |۲z + ۱|

.٣
|z − i|≤ |z + i|



م��خ��ت��ل��ط اع��داد .٢ ف��ص��ل ٧۵

�ت��ظ��م �ن� م� �ع��ی �ل� ض� �ن��ج پ� ی��ك رئ��وس روی �ا ه� آن �ه ك� �د �ی� ده� ن��ش��ان و آوری��د دس��ت ب��ه را واح��د �ن��ج��م پ� �ای ه� �ه ری��ش� .١۵
دارن��د. ق��رار

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر م��خ��ت��ل��ط م��ع��ادلات ه��ای ری��ش��ه .١۶

.٧
(z + ۱)۴ = z۴

.٨
z۴ − z۳ + z۲ − z + ۱ = ۰

.٩
z۳ − (۱ + i)z + i = ۰

.١٠
z۴ + ۴z۲ + ۱۶ = ۰

.١١
z۴−(۱+

√
۳)z+(

√
۳+i)(۱−i) = ۰

.١٢
(z − ۱)۵(z + ۱)۵ = ۰

.١
z۶ + ۲z۳ + ۲ = ۰

.٢
z۴ + ۱ = ۰

.٣
(۱ − z)۳i+ ۱ − i

√
۲ = ۰

.۴
z۳ − ۸z = ۰

.۵
z۲ + z + ۱ = ۰

.۶
z۴ + ۱ + i

√
۳ = ۰

آوری��د. دس��ت ب��ه را
۵

√
−۳

۲
− ۳

√
۳

۲
i م��خ��ت��ل��ط ع��دد ش��ش��م ری��ش��ه�ه��ای .١٧

را آن ن��م��ودار و آوری��د دس��ت ب��ه را �ن��د م��ی�ك� ص��دق
∣∣∣ z−۱
z+۲

∣∣∣ = ۱
۲ م��ع��ادل��ه در ك��ه را z ن��ق��ط��ه �ن��دس��ی ه� م��ك��ان .١٨

ك��ن��ی��د. رس��م

.
∣∣∣ z−۱
z+۲i

∣∣∣ = ۵ ب��اش��ی��م داش��ت��ه ك��ه ص��ورت��ی در ب��ی��اب��ی��د را P م��ك��ان ب��اش��د z م��خ��ت��ل��ط ع��دد ن��م��ای��ش P اگ��ر .١٩
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٣ ف��ص��ل

ت��اب��ع

«ت��واب��ع» اس��ت، گ��رف��ت��ه ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد ری��اض��ی ش��اخ��ه�ه��ای ب��ی��ش��ت��ر در ك��ه ری��اض��ی��ات در م��ه��م اب��زاره��ای از ی��ك��ی
ش��ی ت��غ��ی��ی��رات ی��ع��ن��ی اس��ت دی��گ��ر ش��ی از ت��اب��ع��ی ش��ی ی��ك م��ی�گ��وي��ی��م وق��ت��ی ع��ام��ی��ان��ه اص��ط��لاح در اص��ولا م��ی�ب��اش��ن��د.
م��س��اح��ت ،A ی��ع��ن��ی اس��ت آن ش��ع��اع از ت��اب��ع��ی دای��ره ی��ك م��س��اح��ت م��ث��ال ط��ور ب��ه م��ی�گ��ذارد. اث��ر اول ش��ی در دوم
�ه�ی �ادل� �ع� م� �ط �وس� ت� �ازد �ی�س� م� �ن �ی� �ع� م� را r و A �اط �ب� ارت� �ه ك� �ده�ای �اع� ق� �ت. اس� �ه �ت� �س� واب� ،r �ره، دای� �اع �ع� ش� �ه ب� �ره، دای�
از ت��اب��ع��ی A ك��ه م��ی�گ��وی��ی��م و اس��ت واب��س��ت��ه A ع��ددم��ق��دار ی��ك r م��ث��ب��ت ع��دد ه��ر ب��ه اس��ت. ش��ده داده A = πr۲

ح��م��ل زی��ن��ه�ی ه�� ،B گ��ف��ت م��ی�ت��وان ل��ذا و دارد ك��الا آن وزن ب��ه ب��س��ت��گ��ی ك��الا ی��ك ح��م��ل زی��ن��ه�ی ه�� ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت. r
اس��ت. w آن وزن از ت��اب��ع��ی ك��الا،

�ارت �ب� ع� �ه ب� اس��ت �گ��ری دی� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ه ب� �ه �ت� �س� واب� �ا �ره� �ی� �غ� �ت� م� از �ك��ی ی� �ه ك� �د �ن� �ت� �س� ه� �ر �ی� �غ� �ت� م� دو �ود وج� �ر �گ� �ان� �ی� ب� �ا �ال�ه� �ث� م� �ن ای�
�ث��ال�ه��اي م� در �ی��م. م��ی�گ��وی� �ت��ق��ل م��س� �ی��ر �ت��غ� م� آن ب��ه ك��ه ری��م دا ع��م��ل آزادی �ی��ر �ت��غ� م� ی��ك ب��رای م��ق��ادی��ر �ت��خ��اب ان� در دی��گ��ر
دادن ق��رار از پ��س دوم م��ت��غ��ی��ر و ه��س��ت��ن��د م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ره��ای ك��الا، وزن ،w و دای��ره، ش��ع��اع ،r م��ت��غ��ی��ره��ای اخ��ي��ر
ای��ن ك��ه ك��الا، ح��م��ل زی��ن��ه�ی ه�� ،B و دای��ره، م��س��اح��ت ،A م��ان��ن��د م��ی�ش��ود م��ق��دار دارای م��ت��غ��ی��رم��س��ت��ق��ل، ب��رای م��ق��دار
�ك ی� �ه �ل� �ی� وس� �ه ب� �ه �ت� �س� واب� و �ل �ق� �ت� �س� م� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� �ن �ی� ب� �اط �ب� ارت� ولا� �م� �ع� م� �م. �ی� �وی� �ی�گ� م� �ه �ت� �س� واب� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� را �ا �ره� �ی� �غ� �ت� م�
خ��واص �رخ��ی ب� ب��ه آن ض��اب��ط��ه و ق��ان��ون و ت��اب��ع ری��ف ت��ع�� ض��م��ن ف��ص��ل ای��ن در ك��ه م��ی�ش��ود م��ش��خ��ص ق��ان��ون ی��ا ض��اب��ط��ه

پ��رداخ��ت. خ��واه��ی��م م��ه��م ت��واب��ع ن��ی��زم��ع��رف��ی و آن��ه��ا ن��م��ودار ج��م��ل��ه از

آن وم��ش��خ��ص��ات ت��اب��ع ١.٣

�اد �م� ن� �ا ب� �ه ك� را B �ه ب� A از f �د �ن� �ان� م� �ع �اب� ت� �ك ی� �د. �ن� �اش� ب� �ه �وع� �م� �ج� م� دو B و A �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١.١.٣ �ف �ری� �ع� ت�
دارای آن �ز �ای� �م� �ت� م� �ای �ض� اع� �ه ك� B در A از �ه�ای �ط� راب� از �ت اس� �ارت �ب� ع� �م �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� f : A −→ B

ی��ع��ن��ی ن��ب��اش��ن��د م��س��اوی اول م��ؤل��ف��ه�ه��ای
f ⊆ A×B = {(x, y)|x ∈ A, y ∈ B}

٧٧
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�ارت �ب� ع� �ه ب� .y۱ = yn �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �اه �گ� آن� x۱ = xn و (x۱, y۱), (xn, yn) ∈ f �ر اگ� �ه ك� �وری ط� �ه ب�
�ا �ه� آن� دوم �ای �ه�ه� �ف� �ؤل� م� و �اوی �س� م� �ا �ه� آن� اول �ای �ه�ه� �ف� �ؤل� م� �ه ك� �ت �اف� ی� �وان �ت� ن� f در را �ی �ب� �رت� م� زوج دو �چ �ی� ه� �ر �اده�ت� س�

ب��اش��ن��د. ن��ام��س��اوی

�ف ری� � �ع� ت� �ه�ی �ن� دام� �د �اش� ب� �ع �اب� ت� �ك ی� f : A −→ B و �ه �وع� �م� �ج� م� دو B و A �م �ی� �ن� ك� �رض ف� .٢.١.٣ �ف �ری� �ع� ت�
م��ی�ش��ود ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش Df ب��ا ك��ه را f ت��اب��ع (ق��ل��م��رو)
Df = {x ∈ A|∃y ∈ B, (x, y) ∈ f}.

از اس��ت ع��ب��ارت م��ی�ش��ود داده ن��م��ای��ش Rf ب��ا ك��ه f ت��اب��ع ب��رد
Rf = {y ∈ B|∃x ∈ A, (x, y) ∈ f}.

�ه�ی �ن� دام� f در �ع واق� �ب �رت� م� �ای زوج�ه� اول �ای �ه�ه� �ف� �ؤل� م� �ه �م� ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ه ك� �ت �ف� گ� �وان �ی�ت� م� �ر �گ� دی� �ان �ی� ب� �ه ب�
ه��س��ت��ن��د. f ت��اب��ع ب��رد آن دوم م��ؤل��ف��ه�ه��ای ه��م��ه م��ج��م��وع��ه�ی و f ری��ف ت��ع��

.٣.١.٣ م��ث��ال

�ع �اب� ت� �ورت �ن�ص� ای� در B = �ا} �د,رض� �م� �ح� ,م� �ی �ل� ع� } و A = {۱,۲,۳,۴,۵} �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (i)
داد ن��م��ای��ش زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان را f : A −→ B

f = {(۱, ,(ع��ل��ی (۲, ,(رض��ا {(ع��ل��ی,۴)

. Rf = رض��ا} , ع��ل��ی } و Df = {۱,۲,۴} ⊆ A ك��ه ری��م دا ت��وج��ه

و �ن��د ب��اش� �ق��ی) �ی� �ق� ح� اع��داد �م��وع��ه�ی (م��ج� B = R و �ی��ع��ی) �ب� ط� اع��داد �م��وع��ه�ی (م��ج� A = N �ی��د �ن� ك� ف��رض (ii)
ب��اش��د ش��ده ب��ی��ان زی��ر ص��ورت ب��ه f : N −→ R

f = {(x, y)|x ∈ N, y ∈ R, y = x۲}

از ع��ب��ارت��ن��د f اع��ض��ای ای��ن�ص��ورت در
f = {(۱,۱), (۲,۴), (۳,۹), (۴,۱۶), (۵,۲۵), · · ·}

ل��ذا م��ی�س��ازد م��رت��ب��ط B م��ج��م��وع��ه اع��ض��ای ب��ه خ��اص��ی ض��اب��ط��ه ت��ح��ت را A م��ج��م��وع��ه�ی اع��ض��ای f چ��ون
در �ع �واب� ت� �ه �ون� �گ� �ن� ای� ولا� �م� �ع� م� و �ود �م� ن� �ان �ی� ب� f(x) = x۲ �اد �م� ن� �ا ب� �ر �اده�ت� س� �ورت ص� �ه ب� را f �ع �اب� ت� �وان �ی�ت� م�
ب��رد و f ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه م��ث��ال ای��ن در م��ی�گ��وي��ی��م. ح��ق��ی��ق��ی ت��واب��ع آن��ه��ا ب��ه ك��ه ه��س��ت��ن��د ت��وج��ه م��ورد ری��اض��ی��ات

اس��ت زی��ر ص��ورت ب��ه f
Df = N, Rf = {۱,۴,۹,۱۶,۲۵, ...} ⊆ R.

از ع��ب��ارت��ن��د f ب��رد و ری��ف ت��ع�� ی دام��ن��ه ص��ورت ای��ن f(x)در =
√
x و A = B = R ك��ن��ی��د ف��رض (iii)

Df = {x ∈ R|x ≥ ۰}, Rf = {y ∈ R|y ≥ ۰}.
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�ه �چ� �ان� �ن� چ� �م �ی� �وي� گ� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ع �اب� ت� �ك ی� را f �ع �اب� ت� �د �اش� ب� �ع �اب� ت� �ك ی� f : A −→ B �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .۴.١.٣ �ف �ری� �ع� ت�
.Rf ⊆ R و Df ⊆ R

ری��ف ت��ع�� چ��ن��ی��ن f ن��م��ودار ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع ی��ك f : A −→ B ك��ن��ی��د ف��رض .۵.١.٣ ت��ع��ری��ف
ش��ود م��ی

f ن��م��ودار = {(x, y) ∈ R× R|x ∈ A, y = f(x)}

y = f(x) �ن��ی �ع� ی� f �اب��ع ت� �ه �ط� �اب� ض� در �ه ك� اس��ت �ه �ح� �ف� ص� در �اط��ی �ق� ن� �ی �دس� �ن� ه� �ان �ك� م� f �ودار �م� ن� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب�
ك��ن��ن��د. م��ی ص��دق

.۶.١.٣ م��ث��ال

ن��م��ودار ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ش��ده ری��ف ت��ع�� f(x) = x �اب��ط��ه ض� ب��ا f : R −→ R �اب��ع ت� �ی��د �ن� ك� ف��رض (i)
راب��ب��ی��ن��ی��د). ١.٣ (ش��ك��ل س��وم و اول ن��اح��ی��ه اول ن��اح��ی��ه ن��ی��م��س��از خ��ط از اس��ت ع��ب��ارت f

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

f(x) = x ت��اب��ع ن��م��ودار :١.٣ ش��ک��ل

ب��اش��د ش��ده ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه S ع��ه�ی م��ج��م��و ك��ن��ی��د ف��رض (ii)
S = {(x, y) ∈ R× R|x۲ + y۲ = ۱}

ش��ع��اع و �ت��ص��ات م��خ� �ب��داء م� م��رك��ز ب��ه دای��ره�ای از اس��ت �ب��ارت ع� S �ق��اط ن� �ن��دس��ی ه� م��ك��ان ص��ورت ای��ن در
در �ب��ی �رت� م� �ای زوج�ه� �وان �ی�ت� م� �را زی� �ازد �ی�س� �م� ن� �خ��ص �ش� م� را �ع �اب� ت� ی��ك S �ه�ی �وع� �م� �ج� م� (٢.٣ �ک��ل (ش� �د واح�
�ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �د �ـ� �ن� �اش� ب� �اوی �ـ� �س� �ام� ن� آن دوم �ای �ه�ه� �ف� �ؤل� م� و �اوی �ـ� �س� م� آن اول �ای �ه�ه� �ف� �ؤل� م� �ه ك� �ت �اف� ی� آن
م��ی�گ��وي��ی��م م��ن��ح��ن��ی را ص��ف��ح��ه در ه��ن��دس��ی م��ك��ان گ��ون��ه ای��ن ه��س��ت��ن��د. S ب��ه م��ت��ع��ل��ق ك��ه (۰,۱) و (۰,−۱)

اس��ت. ن��ظ��ر م��ورد ش��رط واج��د ك��ه اس��ت م��ن��ح��ن��ی از خ��اص��ی ح��ال��ت ت��اب��ع ب��ن��اب��رای��ن و
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0 1

1

−1

−1

دك��ارت��ی م��خ��ت��ص��ات دس��ت��گ��اه در S م��ج��م��وع��ه�ی ن��م��اي��ش :٢.٣ ش��ک��ل

ت��اب��ع ی��ك ن��م��ودار ك��ه ك��رد ب��ی��ان آن ن��م��ودار ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��دی��ن�ص��ورت م��ی�ت��وان را ب��ودن ت��اب��ع خ��اص��ی��ت .٧.١.٣ ت��ذک��ر
ق��ط��ع ن��ق��ط��ه ی��ك در �ث��ر ح��داك� را آن ن��م��ودار �ی��م �ن� ك� رس��م ه��ا y م��ح��ور م��وازی دل��خ��واه خ��ط��ی اگ��ر ك��ه اس��ت �ن��ح��ن��ی م� ی��ك

ك��ن��د.
ه��ا y م��ح��ور م��وازات ب��ه خ��ط��ی زی��را ن��ی��س��ت��ن��د ت��اب��ع ن��م��ودار ه��ی��چ��ك��دام ه��ذل��ول��ی و ب��ی��ض��ی دای��ره، م��ن��ح��ن��ی��ه��ای ب��ن��اب��رای��ن

زی��ر ش��ك��ل م��ط��اب��ق م��ی�ك��ن��د ق��ط��ع را م��ن��ح��ن��ی��ه��ا ن��ق��ط��ه ی��ك از ب��ی��ش در

b

b

b

b

b

b

ن��ي��س��ت��ن��د ت��اب��ع ه��ي��چ��ك��دام داي��ره و ب��ي��ض��ی ه��ذل��ول��ی، :٣.٣ ش��ک��ل

ت��واب��ع ج��ب��ر ٢.٣

�ا �ه� آن� �ب �ی� �رك� ت� و �م �ی� �س� �ق� ت� و �رب ض� �ق، ری� � �ف� ت� �ع، �م� ج� �ی �ن� �ع� ی� �ع �واب� ت� �ان �ی� م� �ری �ب� ج� �ال �م� اع� �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ت �م� �س� ق� �ن ای� در
پ��رداخ��ت. خ��واه��ی��م

Dg ⊆ A و Df ⊆ A �ع، �اب� ت� دو g : A −→ R و f : A −→ R �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١.٢.٣ �ف �ری� �ع� ت�
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اس��ت. �ق��ی �ي� �ق� ح� ع��دد ي��ك c �ي��م �ن� ك� ف��رض �ي��ن �ن� �م��چ� ه� �ن��د. ب��اش� �ا �ه� آن� ب��رد Rg ⊆ R و Rf ⊆ R و ری��ف � �ع� ت� �ه�ی �ن� دام�
م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه را cf و f

g ،f.g ،f + g ،f − g ای��ن�ص��ورت در

(i)

f + g : A −→ R

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(ii)

f − g : A −→ R

(f − g)(x) = f(x)− g(x)

(iii)

f.g : A −→ R

(f.g)(x) = f(x)g(x)

(iv)

(
f

g
) : A −→ R

(
f

g
)(x) =

f(x)

g(x)
(g(x) ̸= ۰)

(v)

(cf) : A −→ R

(cf)(x) = cf(x) (c ∈ R)

و Df+g = Df−g = Df.g = Df ∩Dg و Dcf = Df ک��ه ری��م دا ت��وج��ه
Df/g = (Df ∩Dg)− {x ∈ Dg|g(x) = ۰}
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Dg = R و Df = R ص��ورت ای��ن در g(x) = xn و f(x) = x+ ۱ ك��ن��ی��د ف��رض .٢.٢.٣ م��ث��ال

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = x+ ۱ + xn ; Df+g = R

(f − g)(x) = f(x)− g(x) = x+ ۱ − xn ; Df−g = R

(f.g)(x) = f(x)g(x) = (x+ ۱)xn ; Df.g = R

(
f

g
)(x) =

f(x)

g(x)
=

x+ ۱

xn
; D f

g
= R− {۰}

(cf)(x) = c(x+ ۱) ; Dcf = R

�ن ای� در B ⊆ C و �د �ن� �اش� ب� �ع �اب� ت� دو g : C −→ D و f : A −→ B �م �ی� �ن� ك� �رض ف� .٣.٢.٣ �ف �ری� �ع� ت�
م��ی�ش��ود ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان g ◦ f ن��م��اد ب��ا ك��ه را g و f ت��اب��ع دو ت��رك��ی��ب ت��رت��ی��ب ب��ه ص��ورت

(g ◦ f)(x) = g(f(x)).

ك��ه ری��م دا ت��وج��ه
Dg◦f = {x ∈ Df |f(x) ∈ Dg}.

ك��ه داد ن��ش��ان س��ادگ��ی ب��ه م��ی�ت��وان
g ◦ f = {(x, y)|∃z ∈ Dg ∩Rf , (x, z) ∈ f, (z, y) ∈ g}

ن��م��ود. ری��ف ت��ع�� م��ی�ت��وان را f ◦ g م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه

ای��ن�ص��ورت در g(x) = ۱
x و f(x) = x۲ ك��ن��ی��د ف��رض .۴.٢.٣ م��ث��ال

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(x۲) =
۱

x۲
, (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f

(
۱

x

)
=

۱

x۲

و

Dg◦f = {x ∈ R|x۲ ∈ R− {۰}} = R− {۰}

Df◦g = {x ∈ R− {۰}|۱
x
∈ R} = R− {۰}

آورد. دس��ت ب��ه ن��ی��ز را f ◦ f ◦ f و f ◦ g ◦ f ت��واب��ع و ك��رد ت��ك��رار رام��ج��دد ت��اب��ع دو ت��رك��ی��ب ع��م��ل ت��وان م��ی

f ◦ g ◦ f(x) = f(g ◦ f(x)) = f(g(f(x)) = f(g(x۲)) = f(
۱

x۲
) =

۱

x۴

f ◦ f ◦ f(x) = f(f(◦f(x)) = f(f(f(x))) = f(f(x۲)) = f(x۴) = x۸

و f ◦ g �رك��ب م� �ع �واب� ت� �ف ری� � �ع� ت� �ه �ن� دام� دارد �ی �زوم� ل� �ه چ� �ه ك� �د آی� �ش �ی� پ� �ؤال س� �ن ای� �ت اس� �ن �ك� �م� م� .۵.٢.٣ �ر �ذک� ت�
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�ا ب� �ا �م� �ی� �ق� �ت� م��س� م��ی�ت��وان g ◦ f و f ◦ g ت��واب��ع �ه �ب� م��ح��اس� از پ��س �ا آی� و �ون��د ش� �ب��ه م��ح��اس� ف��وق ری��ف � �ع� ت� �ب��ق ط� g ◦ f
�ه �ب� �اس� �ح� م� �ه ك� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ر زی� �ال �ث� م� �ود؟ �م� ن� �ه �ب� �اس� �ح� م� را �ا �ه� آن� �ف ری� � �ع� ت� �ه �ن� دام� �ده آم� �ت دس� �ه ب� �ه �ط� �اب� ض� �ه ب� �ه �وج� ت�
�ك��ن �م� م� �ادی زی� �وارد م� در �ه چ� �ر اگ� �د �ن� �اش� �ی�ب� م� �اوت �ف� �ت� م� ری��ف � �ع� ت� �م��ك ك� �ه ب� �ز �ی� ن� و �م �ی� �ق� �ت� �س� م� �ور ط� �ه ب� Df◦g و f ◦ g

گ��ردد. ح��اص��ل ری��ق ط�� دو ه��ر از ی��ك��س��ان ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه اس��ت

ص��ورت ای��ن در g(x) =
√
x و f(x) = x۲ + ۱ ك��ن��ی��د ف��رض .۶.٢.٣ م��ث��ال

Df = R, Rf = [۱,+∞), Dg = [۰,+∞), Rg = [۰,+∞)

�ی ول� �ت اس� R �ر �راب� ب� f ◦ g ری��ف � �ع� ت� �ه �ن� دام� �م �ی� �ق� �ت� �س� م� �ور ط� �ه ب� �ه ك� (f ◦ g)(x) = f(
√
x) = x+ ۱ پ��س
ری��م دا ری��ف ت��ع�� ط��ب��ق

Df◦g = {x|x ∈ Dg, g(x) ∈ Df} = {x ∈ [۰,+∞),
√
x ∈ R} = [۰,+∞)

ش��ود م��ی� ح��اص��ل ن��ت��ی��ج��ه ی��ك ری��ق ط�� دو ه��ر از g ◦ f ب��رای ال��ب��ت��ه

(g ◦ f)(x) = g(x۲ + ۱) =
√

x۲ + ۱

ری��م دا ری��ف ت��ع�� ب��ن��اب��ه و اس��ت R ب��راب��ر g ◦ f ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه م��س��ت��ق��ی��م ط��ور ب��ه ك��ه
Dg◦f = {x ∈ Df |f(x) ∈ Dg} = {x ∈ R, xn + ۱ ∈ [۰,+∞)} = R

ح��ق��ی��ق��ی ت��واب��ع ٣.٣

اس��ت ح��ق��ی��ق��ی ب��ردش��ان و ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه ك��ه ه��س��ت��ن��د ت��واب��ع��ی ح��ق��ی��ق��ی ت��واب��ع ش��د ب��ی��ان ق��ب��ل ق��س��م��ت در ك��ه ه��م��ان��گ��ون��ه
م��ی�پ��ردازی��م. آن��ه��ا از �رخ��ی ب� ب��ی��ان ب��ه ق��س��م��ت ای��ن در

k ∈ R �اب��ت ث� �دار �ق� م� �ر اگ� �م �ی� �وي� گ� R روی �اب��ت ث� �ع �اب� ت� �ك ی� را f : R −→ R �ق��ی �ی� �ق� ح� �ع �اب� ت� .١.٣.٣ �ری��ف �ع� ت�
.f(x) = k ،x ∈ R ه��ر ازای ب��ه ك��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود

دارد �ام ن� �ی �ط� خ� �ع �اب� ت� �ك f(x)ی� = ax + b �ه�ی �ط� �اب� ض� �ا fب� : R −→ R �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ع �اب� ت� .٢.٣.٣ �ف �ری� �ع� ت�
�ات �ص� �ت� �خ� م� �ه �ح� �ف� ص� در �ط خ� �ك ی� �ی �ط� خ� �ع �اب� ت� �ودار �م� ن� �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ت �اب� ث� �ر �ادی� �ق� م� b و a آن در �ه ك�
�اه �رگ� ه� �د �ن� �ام� ن� �ی �ط� خ� �ع �اب� ت� �ك ی� را f �ع �اب� ت� �ی �ل� ك� �ت �ال� ح� (در �د. �اش� �ی�ب� م� b �داء �ب� م� از �رض ع� و a �ب �ی� ش� �ا ب�

(.a, x, y ∈ R ه��ر ازای ب��ه f(ax+ y) = af(x) + f(y)

ب��اش��ی��م داش��ت��ه اگ��ر گ��وي��ی��م n درج��ه از ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د ی��ك را f : R −→ R ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع .٣.٣.٣ ت��ع��ری��ف
f(x) = a۰ + a۱x+ a۲x

۲ + · · ·+ anx
n,

.an ̸= ۰ و ه��س��ت��ن��د ح��ق��ی��ق��ی ث��اب��ت a۰, a۱, · · · , an و n ∈ N ∪ {۰} آن در ك��ه

(ب��ا f(x) = p(x)
q(x) ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د ت��واب��ع q(x) و p(x) ك��ن��ی��م ف��رض .۴.٣.٣ ت��ع��ری��ف

م��ی�ن��ام��ی��م. گ��وی��ا(ك��س��ری) ت��اب��ع ی��ك را (q(x) ̸= ۰ ش��رط
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ب��ه ت��واب��ع ب��اش��د. ۱ از �ت��ر ب��ي��ش� �ي��ع��ی �ب� ط� ع��دد ي��ك n و ب��اش��د �ل��ه�ای چ��ن��دج��م� ی��ك� p(x) �ن��ی��م ف��رض�ك� .۵.٣.٣ ت��ع��ری��ف
ص��ورت

f(x) = n
√
p(x)

�اه �گ� آن� n = ۲k + ۱ �ر اگ� �ه ك� �م ری� دا �ه �وج� ت� �م. �ی� �وي� �ی�گ� م� �م اص� �ی �ل� ك� �ت �ال� ح� در �ا ی� ام n �ه �ش� ری� �ع �اب� ت� �ك ی� را
ك��ه f(x) ≥ ۰ ح��ال��ت ای��ن در و اس��ت p(x) ≥ ۰ ن��ام��ع��ادل��ه ج��واب Df آن��گ��اه n = ۲k اگ��ر و Df = Dp

اس��ت. م��ؤث��ر f ت��اب��ع ب��رد ت��ع��ی��ی��ن در

�ك �ی� �راف� �وگ� �م� ه� �ع �اب� ت� �ك ی� ،c ̸= ۰ و ad ̸= bc آن در �ه ك� را f(x) = ax+b
cx+d �ای �وی� گ� �ع �اب� ت� .۶.٣.٣ �ف �ری� �ع� ت�

.Rf = R−
{
a
b

}
و Df = R−

{−c
d

}
اس��ت واض��ح م��ی�گ��وي��ی��م.

ك��ن��ی��د. م��ش��خ��ص را آن��ه��ا ب��رد و ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه آن��ه��ا، ن��وع زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر ب��رای .٧.٣.٣ م��ث��ال

f(x) =

√
۱ − x

۱ + ۲x
ت)

f(x) = ۴ ث)

f(x) =
x+ ۱

x− ۱
ج)

f(x) = x۳ + ۲x ال��ف)

f(x) =
x۲

x۲ + ۱
ب)

f(x) = ۳

√
x+ ۱

۱ − ۲x
پ)

ح��ل.

.Df = Rf = R و م��ی�ب��اش��د ٣ درج��ه از ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د ت��اب��ع ی��ك ال��ف)

زی��را Rf = [۰,۱) و Df = R اس��ت گ��وی��ا ت��اب��ع ی��ك ب)

y = f(x) =
x۲

x۲ + ۱
⇒ yx۲ − x۲ + y = ۰ ⇒ x۲(y − ۱) = −y

و −y �ی �ام� �گ� �ن� ه� �اً �ی� �ان� ث� و y ̸= ۱ اولا −y
y−۱ ≥ ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �د �ای� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� x۲ = −y

y−۱ �ا ی� و
ب��اش��د. م��ی f ت��اب��ع ب��رد [۰,۱) ل��ذا ۰ ≤ y < ۱ ك��ه ه��س��ت��ن��د ع��لام��ت ه��م y − ۱

ل��ذا و Df = R− {۱
۲} ب��ن��اب��رای��ن n = ۳ ك��ه ب��اش��د م��ی اص��م ت��اب��ع ی��ك پ)

Rf = R−

{
۳

√
−۱

۲

}
.

و اس��ت اص��م ت��اب��ع ی��ك ت)

Rf = [۰,+∞), Df =

(
−۱

۲
,۱

]
.
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.Df = R و Rf = {۴} و اس��ت ث��اب��ت ی��ك ث)

.Df = R− {۱} و Rf = R− {۱} و اس��ت ه��م��وگ��راف��ی��ك ت��اب��ع ی��ك ج)

خ��اص ت��واب��ع ۴.٣

م��ی�پ��ردازی��م. خ��اص ش��رای��ط ب��ا ت��واب��ع �رخ��ی ب� ب��ی��ان ب��ه ق��س��م��ت ای��ن در

�اه �رگ� ه� �م �ی� �وي� گ� �ك ی� �ه ب� �ك ی� �ع �اب� ت� �ك ی� را f �اب��ع ت� �د. �اش� ب� �ع �اب� ت� �ك ی� f : A −→ B �م �ی� �ن� ك� ف��رض .١.۴.٣ �ری��ف �ع� ت�
ب��اش��د ب��رق��رار زی��ر ش��رط

∀x۱, x۲ ∈ Df ⊆ A f(x۱) = f(x۲) ⇒ x۱ = x۲.

زوج دو �ی��چ ه� �ن��ی �ع� ی� �رد. �ب� ب� Rf در �ز �ای� �م� �ـ� �ت� م� �ر �اص� �ـ� �ن� ع� �ه ب� را Df در �ز �ای� �م� �ت� م� �ر �اص� �ـ� �ن� ع� f �اب��ع �ـ� ت� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه �ـ� ب�
ب��اش��ن��د. ی��ك��س��ان آن��ه��ا دوم م��ؤل��ف��ه�ه��ای ك��ه ی��اف��ت ن��ت��وان م��ت��م��ای��زی م��رت��ب

ازای ب��ه دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه .Rf = B ه��رگ��اه گ��وي��ی��م پ��وش��ا ت��اب��ع ی��ك را f : A −→ B ت��اب��ع .٢.۴.٣ ت��ع��ری��ف
�ان �ی� ب� �ه ب� .f(x) = y �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ه ك� �وری �ه�ط� ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� Df در x �د �ن� �ان� م� �وی �ض� ع� B در y �ر ه�
ن��س��ب��ت A ع��ن��اص��ر ب��ه f ت��اب��ع وس��ی��ل��ه ب��ه B م��ج��م��وع��ه اع��ض��ای ه��م��ه ك��ه اس��ت پ��وش��ا ت��اب��ع ه��ن��گ��ام��ی f ت��اب��ع س��اده�ت��ر

ب��اش��د. ش��ده داده

ك��ن��ی��د ب��ررس��ی را ب��ودن پ��وش��ا و ی��ك ب��ه ی��ك زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر ب��رای .٣.۴.٣ م��ث��ال

f : R −→ R

f(x) =
۱

x

پ)

f : R −→ R+ ∪ {۰}

f(x) = x۲
ت)

f : R −→ R

f(x) = ۲x+ ۵
ال��ف)

f : R −→ R

f(x) = x۲ − ۲
ب)

ح��ل.

�م ری� دا �اه �گ� آن� f(x۱) = f(x۲) �ر اگ� x۱, x۲ ∈ R �ر ه� ازای �ه ب� �را زی� �ت. اس� �ك ی� �ه ب� �ك ی� �ی �ع� �اب� ت� f ال��ف)
�ا پ��وش� �ع��ی �اب� ت� f �ی��ن �ن� �م��چ� ه� .x۱ = x۲ �ي��ج��ه �ت� ن� در . ۲x۱ = ۲x۲ پ��س .۲x۱ + ۵ = ۲x۲ + ۵

ب��اش��ی��م داش��ت��ه ك��ه ی��اف��ت چ��ن��ان را x ∈ R م��ی�ت��وان آن��گ��اه ب��اش��د دل��خ��واه��ی ع��ض��و y ∈ R اگ��ر زی��را اس��ت
ری��م دا x = y−۵

۲ ف��رض ب��ا واق��ع در .f(x) = y

f(x) = f

(
y − ۵

۲

)
= ۲

(
y − ۵

۲

)
+ ۵ = y − ۵ + ۵ = y.
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پ��وش��ا ت��اب��ع��ی f ه��م��چ��ن��ی��ن ۱ ̸= −۱ ول��ی f(۱) = f(−۱) ری��م دا زی��را ن��ی��س��ت ی��ك ب��ه ی��ك ت��اب��ع��ی f ب)
�اه �گ� آن� f(x) = y �ه ك� �د �اش� ب� �ان �ن� چ� x ∈ R �ر اگ� و ∈ R �م ري� دا y = −۴ �رض ف� �ا ب� �را زی� �ت �س� �ی� ن�

اس��ت. م��م��ك��ن غ��ی��ر ك��ه x۲ = −۲ ی��ا و x۲ − ۲ = y = −۴

�ع �اب� ت� .x۱ = x۲ �ذا ل� و ۱
x۱

= ۱
x۲

�اه �گ� آن� f(x۱) = f(x۲) �ر اگ� �را زی� �ت اس� �ك ی� �ه ب� �ك ی� �ی �ع� �اب� ت� f پ)
در �را زی� f(x) = y �ه ك� �وری ط� �ه ب� �دارد ن� �ود وج� x ∈ R �اه �گ� آن� y = ۰ ∈ R �ر اگ� �را زی� �ت �س� �ی� ن� �ا �وش� پ�

اس��ت. م��م��ك��ن غ��ی��ر ك��ه f(x) = ۱
x = ۰ ص��ورت ای��ن غ��ی��ر

�ر اگ� �را زی� �ت �اس� �وش� پ� �ی �ع� �اب� ت� f �ی ول� �ت اس� ب) �ت �م� �س� ق� �ه �اب� �ش� م� �دلال �ت� اس� �ت �س� �ی� ن� �ك ی� �ه ب� �ك ی� �ع �اب� ت� f ت)
ری��م دا x =

√
y ف��رض ب��ا آن��گ��اه y ∈ R+ ∪ {۰}

f(x) = f (
√
y) = (

√
y)۲ = y.

و x ∈ Df �ر ه� ازای �ه ب� �ر اگ� �م �ی� �وي� گ� زوج �ع �اب� ت� �ك ی� را f : R −→ R �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ع �اب� ت� .۴.۴.٣ �ف �ری� �ع� ت�
،−x ∈ Df

f(−x) = f(x).

،−x ∈ Df و x ∈ Df ه��ر ازای ب��ه اگ��ر گ��وي��ی��م ف��رد ت��اب��ع ی��ك را f ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع ه��م��چ��ن��ی��ن
f(−x) = −f(x).

�را زی� �ت اس� زوج �ع �اب� ت� �ك ی� f �ع �اب� ت� �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را g(x) = x۳ و f(x) = x۲ �ع �واب� ت� .۵.۴.٣ �ال �ث� م�
زی��را اس��ت� ف��رد ت��اب��ع� ی��ك� g ت��اب��ع و f(−x) = (−x)۲ = x۲ = f(x)

g(−x) = (−x)۳ = −x۳ = −g(x).

داش��ت��ه x ∈ Df ه��ر ب��رای ه��رگ��اه گ��وي��ی��م T > ۰ ت��ن��اوب دوره ب��ا م��ت��ن��اوب ت��اب��ع ی��ك را f ت��اب��ع .۶.۴.٣ ت��ع��ری��ف
گ��وی��ی��م. اص��ل��ی ت��ن��اوب دوره را ف��وق خ��اص��ی��ت ب��ا T م��ق��دار ری��ن ك��وچ��ك��ت�� .f(x) = f(x+ T ) ب��اش��ي��م

x ∈ R ه��ر ب��رای زی��را ه��س��ت��ن��د م��ت��ن��اوب g(x) = tanx و f(x) = sinx ت��واب��ع .٧.۴.٣ م��ث��ال

g(x+ π) = tan(x+ π) = tanx = g(x),

f(x+ ۲π) = sin(x+ ۲π) = sinx = f(x).

م��ی�ب��اش��ن��د. g و f ت��واب��ع اص��ل��ی ت��ن��اوب دوره�ه��ای ب��ت��رت��ی��ب π و ۲π ك��ه ری��م دا ت��وج��ه

ت��اب��ع .f(x) = x ،x ∈ Df ه��ر ازای ب��ه اگ��ر گ��وي��ی��م ه��م��ان��ی ت��اب��ع را f : A −→ A ت��اب��ع .٨.۴.٣ ت��ع��ری��ف
م��ی�ده��ن��د. ن��ش��ان ن��ي��ز I ب��ا را ه��م��ان��ی

ب��اش��د. ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع ی��ك f ك��ن��ی��م ف��رض .٩.۴.٣ ن��ت��ی��ج��ه
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اس��ت. م��ت��ق��ارن ه��ا y م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت f ن��م��ودار آن��گ��اه ب��اش��د زوج ت��اب��ع ی��ك f ت��اب��ع اگ��ر ال��ف)

اس��ت. م��ت��ق��ارن م��خ��ت��ص��ات م��ب��داء ب��ه ن��س��ب��ت آن ن��م��ودار آن��گ��اه ب��اش��د ف��رد ت��اب��ع ی��ك f ت��اب��ع اگ��ر ب)

ك��وت��اه�ت��ر را م��ح��اس��ب��ات و س��ه��ل�ت��ر را ت��اب��ع رس��م زی��ادی ح��دود ت��ا م��ی�ت��وان��د ت��اب��ع ی��ك ت��ق��ارن�ه��ای ب��ررس��ی اص��ولا
و اول �ی �واح� ن� در �ط �ق� ف� را �ع �اب� ت� �ودار �م� ن� �ه ك� �ود �ی�ش� م� �ب �وج� م� �ا ه� y �ور �ح� م� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ارن �ق� ت� �ال �ث� م� �ور ط� �ه ب� �د. �ن� ك�
�ه ب� و �م��وده ن� �م رس� را �اب��ع ت� �ه �ی� ن��اح� دو در �ه��ا �ن� ت� �م �ی� �وان� م��ی�ت� �ت��ص��ات م��خ� �ب��داء م� �ه ب� �ب��ت ن��س� �ق��ارن ت� �ا ب� و �ی��م �ن� ك� �م رس� �ه��ارم چ�
�ارن �ق� ت� �ا xه� �ور �ح� م� �ه ب� �ب��ت �س� ن� �د �وان� �ی�ت� �م� ن� �ر �ف� ص� �ر �ی� غ� �ع �اب� ت� ی��ك �د �ی� �ن� ك� �ه �وج� ت� �م. �ی� �ائ� �م� ن� �م رس� را آن �ه �ن� ری� � ق� �ارن �ق� ت� �م��ك ك�

(چ��را؟). ب��اش��د داش��ت��ه

f �ع��ك��وس م� �اب��ع ت� ص��ورت ای��ن در �اش��د ب� ی��ك �ه ب� ی��ك �ع �اب� ت� ی��ك f : A −→ B �ی��م �ن� ك� ف��رض .١٠.۴.٣ �ع��ری��ف ت�
م��ی�ش��ود ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش f−۱ : B −→ A ب��ا آن��را دارد وج��ود

f−۱ = {(y, x)|y = f(x)}

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د آن م��ع��ك��وس ت��اب��ع f−۱ و م��ع��ك��وس�پ��ذی��ر ت��اب��ع ی��ك f ك��ن��ی��م ف��رض .١١.۴.٣ ت��ذک��ر

.Rf = Df−۱ و Df = Rf−۱ (i)

.f ◦ f−۱ = f−۱ ◦ f = I (ii)

.x = f−۱(y) اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر y = f(x) (iii)

�وم) س� و اول �از �س� �م� �ی� (ن� y = x �ط خ� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ع �اب� ت� �ود خ� �ودار �م� ن� �ه �ن� ری� � ق� f �وس �ك� �ع� م� �ع �اب� ت� �ودار �م� ن� (iv)
م��ی�ب��اش��د.

�ع �اب� ت� �ه �ط� �اب� ض� و �ت اس� �ر �ذی� �وس�پ� �ك� �ع� م� f �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .f(x) =
√
x+ ۴ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١٢.۴.٣ �ال �ث� م�

آوری��د. دس��ت ب��ه را م��ع��ك��وس

را �وس �ك� �ع� م� �ع �اب� ت� �ه �ط� �اب� ض� �ال ح� �را؟). (چ� �ت اس� �ر �ذی� �وس�پ� �ك� �ع� م� �ذا ل� �ت اس� �ك ی� �ه ب� �ك ی� f(x) �ع �اب� ت� �ون چ� �ل. ح�
ك��رد م��ح��اس��ب��ه زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان

y =
√
x+ ۴ ⇒ y۲ = x+ ۴ ⇒ x = y۲ + ۴.

م��ی�ب��اش��د زی��ر ص��ورت ب��ه م��ع��ك��وس ض��اب��ط��ه ب��ن��اب��رای��ن
f−۱(x) = x۲ − ۴

ك��ه ب��اش��ی��م داش��ت��ه دق��ت ب��ای��د آی��د م��ی��ان ب��ه س��خ��ن ت��اب��ع ی��ك م��ع��ك��وس ت��ص��وی��ر از اس��ت م��م��ك��ن گ��اه��ی .١٣.۴.٣ ت��ذک��ر
ن��ب��ای��د و دارد وج��ود ت��ف��اوت ك��ام��لا ت��اب��ع ی��ك م��ع��ك��وس ت��ص��وی��ر و ش��د ری��ف ت��ع�� ١٠.۴.٣ در ك��ه م��ع��ك��وس ت��اب��ع م��ی��ان
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م��ع��ك��وس ت��ص��وی��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��د �اب��ع ت� ی��ك f : A −→ B �ی��م �ن� ك� ف��رض ش��ون��د. �ل��وط م��خ� ی��ك��دی��گ��ر �ا ب� �ا �ه� آن�
م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه را f ت��اب��ع

f−۱(B) = {x ∈ A|f(x) ∈ B}

ری��م دا آن��گ��اه Y۱ و Y۲ ⊆ B اگ��ر ك��ه ك��رد ت��ح��ق��ی��ق م��ی�ت��وان س��ادگ��ی ب��ه

.f−۱(Y۱ ∪ Y۲) = f−۱(Y۱) ∪ f−۱(Y۲) (i)

.f−۱(Y۱) ⊆ f−۱(Y۲) اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر Y۱ ⊆ Y۲ (ii)

.f−۱(Y۲ − Y۱) = f−۱(Y۲)− f−۱(Y۱) (iii)

م��ی�ك��ن��ی��م ث��اب��ت را (iii) ق��س��م��ت م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه ع��ض��وگ��ی��ری ب��ا س��ه��ول��ت ب��ه (ii) و (i) ق��س��م��ت��ه��ای اث��ب��ات.

a ∈ f−۱(Y۲ − Y۱) ⇔ f(a) ∈ Y۲ − Y۱

⇔ f(a) ∈ Y۲, f(a) ̸∈Y۱

⇔ a ∈ f−۱(Y۲), a ̸∈f−۱(Y۱)

⇔ a ∈ f−۱(Y۲)− f−۱(Y۱).

خ��اص ت��واب��ع ن��م��ودار ۵.٣

و ب��رد ری��ف، ت��ع�� �ن��ه دام� ت��اب��ع، م��ع��رف��ی ش��ام��ل �ن��ائ��ی آش� ای��ن ش��د. �ی��م خ��واه� �ن��ا آش� م��ه��م ت��واب��ع �رخ��ی ب� ب��ا ق��س��م��ت ای��ن در
م��ف��ص��ل ط��ور ب��ه م��ش��ت��ق رب��رده��ای ك��ا ق��س��م��ت در ت��واب��ع ن��م��ودار اص��ول��ی و دق��ی��ق رس��م م��ی�ب��اش��د آن ری��ب��ی ت��ق�� رس��م ن��ی��ز

ش��د. خ��واه��د ب��ی��ان

در �ه ك� �وری ط� �ان �م� ه� �ود �ی�ش� م� داده �ش �ای� �م� ن� f(x) = |x| �ورت ص� �ه ب� �ه ك� �ق �ل� �ط� م� �در ق� �ع �اب� ت� .١.۵.٣ �ف �ری� �ع� ت�
م��ی�ش��ود ری��ف ت��ع�� ص��ورت ای��ن ب��ه ش��د ب��ی��ان ١۴.٢.١

f(x) = |x|=


x x > ۰

۰ x = ۰

−x x < ۰

Df = R, Rf = [۰,+∞)

م��ی�ب��اش��د زی��ر ص��ورت ب��ه م��ط��ل��ق ق��در ت��اب��ع ن��م��ودار
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-2 -1 1 2

-1

1

2

.f(x) = |x| ت��اب��ع ن��م��ودار :۴.٣ ش��ک��ل

از اس��ت ع��ب��ارت م��ی�ش��ود داده ن��ش��ان f(x) = sgn(x) ص��ورت ب��ه ك��ه x ع��لام��ت��ی ت��اب��ع .٢.۵.٣ ت��ع��ری��ف

f(x) = sgn(x) =


۱ x > ۰

۰ x = ۰

−۱ x < ۰

Df = R, Rf = {−۱, ۰,۱}

م��ی�ك��ن��ي��د م��لاح��ظ��ه ۵.٣ ش��ك��ل در را آن ن��م��ودار

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

.f(x) = sgn(x) ت��اب��ع ن��م��ودار :۵.٣ ش��ک��ل



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٩٠

و max{f, g} �ع �واب� ت� �ورت ص� �ن ای� در �د �ن� �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ع �واب� ت� g و f �م �ی� �ن� ك� �رض ف� .٣.۵.٣ �ف �ری� �ع� ت�
م��ی�ش��ون��د ب��ی��ان زی��ر �ص��ورت ب��ه min{f, g}

max{f, g}(x) = max{f(x), g(x)},

min{f, g}(x) = min{f(x), g(x)}.

ب��ب��ی��ن��ی��د) را ٨.۶ م��س��ای��ل از ١۶ ری��ن (ت��م�� ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان ب��س��ادگ��ی

max{f, g}(x) = f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|
۲

,

min{f, g}(x) = f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|
۲

.

�ذا ل� f(x) − g(x) ≥ ۰ �س پ� f(x) ≥ g(x) �اه �گ� آن� max{f, g} = f �ر اگ� �م ری� دا �ه �وج� ت�
پ��س |f(x)− g(x)|= f(x)− g(x)

f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|
۲

=
f(x) + g(x) + f(x)− g(x)

۲
= f(x)

پ��س f(x)− g(x) ≤ ۰ ل��ذا f(x) ≤ g(x) آن��گ��اه max{f, g} = g اگ��ر ه��م��چ��ن��ی��ن
|f(x)− g(x)|= −f(x) + g(x)

ب��ن��اب��رای��ن
f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|

۲
=

f(x) + g(x)− f(x) + g(x)

۲
= f(x)

پ��س

max{f, g}(x) = f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|
۲

ن��م��ود. ث��اب��ت را آن min{f, g} ب��رای م��ی�ت��وان م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه

A روی م��ش��خ��ص��ه ت��اب��ع ص��ورت ای��ن در A ⊆ Df ⊆ R و ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع ی��ك f ك��ن��ی��م ف��رض .۴.۵.٣ ت��ع��ری��ف
م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� چ��ن��ی��ن م��ی�ش��ود داده ن��م��ای��ش f(x) = χA(x) �ص��ورت ب��ه ك��ه را

χA(x) =

۱ x ∈ A

۰ x ̸∈A

.Rf = {۰,۱} و Df = R ك��ه اس��ت واض��ح

ك��ه f(x) = [x] از اس��ت ع��ب��ارت ش��د ب��ی��ان ن��ی��ز اول ف��ص��ل در ك��ه ص��ح��ی��ح ج��زء ی��ا پ��ل��ه�ای ت��اب��ع .۵.۵.٣ ت��ع��ری��ف
�ه �ل� �اص� ف� در �ع �اب� ت� �ن ای� �ودار �م� ن� �ت. اس� �ی �ب� �س� ن� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ك ی� n و [x] = n �اه �گ� آن� n ≤ x < n + ۱ �ر اگ�



ت��اب��ع .٣ ف��ص��ل ٩١

.Rf = Z و Df = R ری��م دا ت��وج��ه اس��ت ۶.٣ ش��ك��ل ص��ورت ب��ه [−۲,۲]

-2 -1 1 2

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

.f(x) = [x] ت��اب��ع ن��م��ودار :۶.٣ ش��ک��ل

�ع �اب� ت� �ا ی� �ری �س� ك� �زء ج� �ع �اب� ت� �ه ب� �ه ك� �ت �اخ� س� �ری �گ� دی� �ع �اب� ت� �وان �ی�ت� م� �ح �ی� �ح� ص� �زء ج� �ع �اب� ت� �ای �ن� �ب� �رم� ب� .۶.۵.٣ �ری��ف �ع� ت�
ن��م��اد از گ��اه��ی و م��ی�ش��ود ری��ف ت��ع�� f(x) = x− [x] ض��اب��ط��ه ب��ا R روی ت��اب��ع ای��ن اس��ت م��ش��ه��ور اره�ای دن��دان
اس��ت. ش��ده رس��م [−۳,۳] ف��اص��ل��ه در ت��اب��ع ای��ن ن��م��ودار ٧.٣ ش��ك��ل در م��ی�گ��ردد. اس��ت��ف��اده آن ن��م��ای��ش ب��رای (x)

.Rf = [۰,۱) ،Df = R ك��ه م��ی�ش��ود م��لاح��ظ��ه ش��ك��ل ب��ه ب��ات��وج��ه

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

.f(x) = x− [x] ت��اب��ع ن��م��ودار :٧.٣ ش��ک��ل

ن��م��ای��ش f(x) = k(x− a)۲ + b ص��ورت ب��ه م��ی�ب��اش��د م��ه��م ت��واب��ع از ی��ك��ی ك��ه س��ه��م��ی ت��اب��ع .٧.۵.٣ ت��ع��ری��ف
ط��رف (ب��ه �م��ی �ه� س� �ه��ت ج� k ب��ودن �ف��ی �ن� م� �ا ی� �ب��ت �ث� م� و �م��ی �ه� س� �رك��ز م� �ت��ص��ات م��خ� (a, b) �ا �ن��ج� ای� در ك��ه م��ی�ش��ود داده
و R ب��راب��ر f �ن��ه�ی دام� �ن��د. م��ی�ك� ك��م ی��ا زی��اد را س��ه��م��ی �ی��ب ش� k ش��دن ك��وچ��ك ی��ا ب��زرگ و �ی��ن) پ��ائ� ط��رف ب��ه �ا ی� ب��الا



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٩٢

�ه ب� �ی �ل� ك� �ت �ال� ح� در �ی �م� �ه� س� �ودار �م� ن� �ت. اس� [b,∞) �ر �راب� ب� k > ۰ �ر اگ� و (−∞, b] �ر �راب� ب� k < ۰ �ر اگ� آن �رد ب�
ب��ب��ی��ن��ی��د) را ٨.٣ اس��ت.(ش��ک��ل زی��ر ص��ورت

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

.f(x) = −x۲ ت��اب��ع ن��م��ودار (ب)

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

.f(x) = x۲ ت��اب��ع ن��م��ودار (آ)

.k = −۱ و k = ۱ ب��راي f(x) = kx۲ ت��اب��ع ن��م��ودار :٨.٣ ش��ک��ل

راس��ت ی��ا چ��پ ج��ه��ت در دی��گ��ری س��ه��م��ی ن��م��ائ��ی��م ج��اب��ج��ا را y و x م��ت��غ��ی��ره��ای ن��ق��ش ت��اب��ع در اگ��ر .٨.۵.٣ ت��ذک��ر
�ز �رك� م� �ه ب� �ی �م� �ه� س� ی��ك x− ۱ = ۴(y + ۱)۲ �م��ی �ه� س� �ال �ث� م� �ور ط� �ه ب� �ت �س� �ی� ن� �ع �اب� ت� �ر �گ� دی� �ه �ت� �ب� ال� �ه ك� �د �ی�آی� م� �د �دی� پ�

ب��ب��ی��ن��ی��د) را ٩.٣ (ش��ك��ل اس��ت. ه��ا x م��ح��ور م��ث��ب��ت ج��ه��ت در و (۱,−۱)

-1 1 2

-2

-1

1

.y ∈ [−۲,۲] ب��رای x− ۱ = ۴(y + ۱)۲ س��ه��م��ی ن��م��ودار :٩.٣ ش��ک��ل
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�ه��ا آن� �ا ب� ك��ه �ن��د �ت� ه��س� �ات��ی �ث� �ل� �ث� م� ت��واب��ع cscx و secx ،cotx ،tanx ،cosx ،sinx ت��واب��ع .٩.۵.٣ ت��ع��ری��ف
م��ی�ك��ن��ی��م ب��ی��ان زی��ر ص��ورت ب��ه را آن��ه��ا ن��م��ودار ی��ادآوری ج��ه��ت ری��د دا ك��ام��ل آش��ن��ای��ی

f(x) = sinx,

Df = R,

Rf = [−۱,۱],

T = ۲π.

-2 Π -Π Π 2 Π

-1

1

ال��ف)

f(x) = cosx,

Df = R,

Rf = [−۱,۱],

T = ۲π.

-2 Π -Π Π 2 Π

-1

1

ب)

f(x) = tanx,

Df = R− {x|cosx = ۰}

= R− {(۲k + ۱)
π

۲
, k ∈ Z},

Rf = R,

T = π.

-Π Π

-1

1

ج)



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٩۴

f(x) = cotx,

Df = R− {x|sinx = ۰}

= R− {kπ, k ∈ Z},

Rf = R,

T = π.

-Π Π

-1

1

د)

f(x) = secx

=
۱

cosx
,

Df = R− {x|cosx = ۰}

= R−
{
(۲k + ۱)

π

۲
, k ∈ Z

}
,

Rf = (−∞,−۱] ∪ [۱,∞),

T = ۲π.

-2 Π -Π Π 2 Π

-1

1

ه)

f(x) = cscx

=
۱

sinx
,

Df = R− {x|sinx = ۰}

= R− {x|x = kπ, k ∈ Z},

Rf = (−∞,−۱] ∪ [۱,∞),

T = ۲π.

-2 Π -Π Π 2 Π

-1

1

و)

ت��واب��ع در م��ق��ی��اس ت��غ��ی��ی��ر و ان��ت��ق��ال ۶.٣

ك��ه اس��ت ای��ن م��ی�ب��اش��د م��ا ن��ظ��ر م��ورد ف��ص��ل ای��ن در آن��چ��ه ش��دی��م. آش��ن��ا م��ه��م ت��واب��ع ب��رخ��ی ن��م��ودار ب��ا ق��ب��ل ق��س��م��ت در
م��ف��روض، ت��اب��ع ن��م��ودار ی��ك روی از ب��ت��وان ت��ب��دی��لات ای��ن ب��ك��ارگ��ی��ری و ت��اب��ع ی��ك روی م��ع��ی��ن��ی ت��ب��دی��لات م��ع��رف��ی ب��ا
ده��ی��م. ك��اه��ش را ن��م��ودار رس��م در ك��ار م��ی��زان ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و آوری��م ب��دس��ت را آن ب��ه واب��س��ت��ه م��ع��ی��ن ت��واب��ع ن��م��ودار
ك��ن��ی��م ج��م��ع f ت��اب��ع ب��ا c > ۰ راك��ه g(x) = c ث��اب��ت ت��اب��ع اگ��ر اس��ت م��ف��روض y = f(x) ت��اب��ع م��ث��ال ط��ور ب��ه
c �ه �ل� �اص� ف� �ه ب� �ه ك� اس��ت y = f(x) �اب��ع ت� �ودار �م� ن� �ان �م� ه� آن �ودار �م� ن� �ه ك� �ود �ی�ش� م� �اص��ل ح� y = f(x) + c �اب��ع ت�



ت��اب��ع .٣ ف��ص��ل ٩۵

ه��م��ان آن ن��م��ودار ری��م ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در را y = f(x− c) ت��اب��ع اگ��ر ی��ا و اس��ت ش��ده داده ان��ت��ق��ال ب��الا س��م��ت ب��ه واح��د
ب��ه ق��س��م��ت ای��ن در اس��ت. ش��ده داده ان��ت��ق��ال راس��ت س��م��ت ب��ه واح��د c ان��دازه ك��ه اس��ت y = f(x) ت��اب��ع ن��م��ودار

پ��رداخ��ت. خ��واه��ی��م ت��ب��دی��لات و ان��ت��ق��الات ان��واع م��ع��رف��ی

س��م��ت ی��ا چ��پ س��م��ت ب��ه ت��اب��ع ی��ك ن��م��ودار ك��ردن م��ن��ت��ق��ل اف��ق��ی، ان��ت��ق��ال ی��ك از م��ن��ظ��ور اف��ق��ی ان��ت��ق��ال�ه��ای ال��ف)
اس��ت: زی��ر م��وارد ش��ام��ل ك��ه م��ی�ب��اش��د راس��ت

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ش��د داده y = f(x) ت��اب��ع ن��م��ودار و c > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض

�ل �اص� ح� راس��ت �م��ت س� �ه ب� �د واح� c �دازه ان� �ه ب� y = f(x) �ودار �م� ن� �ال �ق� �ت� ان� �ا ب� y = f(x− c) �ودار �م� ن� (i)
م��ی�ش��ود.

�ل �اص� ح� �پ چ� �ت �م� س� �ه ب� �د واح� c �دازه ان� �ه ب� y = f(x) �ودار �م� ن� �ال �ق� �ت� ان� �ا ب� y = f(x + c) �ودار �م� ن� (ii)
م��ی�ش��ود.

ك��ن��ی��د. رس��م اف��ق��ی ان��ت��ق��ال�ه��ای ك��م��ك ب��ه را زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر ن��م��ودار .١.۶.٣ م��ث��ال

.y = |x− ۴| (i)

.y = (x+ ۲)۲ (ii)

.y = sin
(
x− π

۲

)
(iii)

ح��ل.

�ی��م �ن� ك� �ق��ل �ت� �ن� م� راس��ت �م��ت س� ب��ه �د واح� ۴ ان��دازه �ه ب� را �م��ودار ن� ای��ن �ر اگ� y = |x| �اب��ع ت� �م��ودار ن� �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب� (i)
م��ی�ش��ود. ح��اص��ل y = |x− ۴| ن��م��ودار

-1 1 2 3 4 5 6

-1

1

2

3

.f(x) = |x− ۴| ت��اب��ع ن��م��ودار :١٠.٣ ش��ک��ل



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٩۶

-4 -3 -2 -1 1 2

-1

1

2

3

.f(x) = (x+ ۲)۲ ت��اب��ع ن��م��ودار :١١.٣ ش��ک��ل

اس��ت. ش��ده داده ن��ش��ان ١١.٣ ش��ک��ل در ک��ه س��ه��م��ی ی��ك از اس��ت ع��ب��ارت ت��اب��ع ن��م��ودار (ii)

اس��ت. ١٢.٣ ش��ك��ل ص��ورت ب��ه ت��اب��ع ای��ن ن��م��ودار (iii)

-2 Π -Π Π 2 Π

-1

1

.f(x) = sin
(
x− π

۲

)
ت��اب��ع ن��م��ودار :١٢.٣ ش��ک��ل

�ن �ی� �ائ� پ� �ا ی� �الا ب� �ت �م� س� �ه ب� �ع �اب� ت� �ك ی� �ودار �م� ن� �ردن ك� �ل �ق� �ت� �ن� م� �ی �ن� �ع� م� �ه ب� �ودی �م� ع� �ال �ق� �ت� ان� �ودی �م� ع� �ای �ال�ه� �ق� �ت� ان� ب)
ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ش��ده داده y = f(x) ن��م��ودار و c > ۰ ك��ن��ی��م ف��رض اس��ت زی��ر م��وارد ش��ام��ل ك��ه م��ی�ب��اش��د

�ل �اص� ح� �الا ب� �ت �م� س� �ه ب� y = f(x) �ودار �م� ن� �د واح� c �دازه ان� �ه ب� �ال �ق� �ت� ان� از y = f(x) + c �ودار �م� ن� (i)
م��ی�ش��ود

�ل �اص� ح� �ن �ی� �ائ� پ� �ت �م� س� �ه ب� y = f(x) �ودار �م� ن� �د واح� c �دازه ان� �ه ب� �ال �ق� �ت� ان� از y = f(x)− c �ودار �م� ن� (ii)
م��ی�ش��ود.



ت��اب��ع .٣ ف��ص��ل ٩٧

ك��ن��ی��د رس��م ع��م��ودی ان��ت��ق��ال��ه��ای ك��م��ك ب��ه را زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر .٢.۶.٣ م��ث��ال
.y = x۲ − ۳ پ) .y = [x] + ۲ ب) .y = sgnx+ ۱ ال��ف)

ك��ن��ي��د. م��لاح��ظ��ه را ١٣.٣ ش��ك��ل ح��ل.

-3 -2 -1 1 2 3

-1

1

2

.y = x۲ − ۳ ت��اب��ع ن��م��ودار (ج)
-2 -1 1 2

1

2

.y = [x] + ۲ ت��اب��ع ن��م��ودار (ب)

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

.y = sgnx+۱ ت��اب��ع ن��م��ودار (آ)

.٢.۶.٣ م��ث��ال ت��واب��ع ن��م��ودار :١٣.٣ ش��ک��ل

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ش��ده داده y = f(x) ن��م��ودار و c > ۱ ك��ن��ی��د ف��رض اف��ق��ی ان��ق��ب��اض و ان��ب��س��اط ج)

�م��ی�ش��ود. �ح��اص��ل اف��ق��ی ط��ور ب��ه c ع��ام��ل ت��وس��ط y = f(x) ن��م��ودار ان��ق��ب��اض از y = f(cx) ن��م��ودار (i)

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل اف��ق��ی ط��ور ب��ه c ع��ام��ل ت��وس��ط y = f(x) ن��م��ودار ان��ب��س��اط از y = f(۱
cx) ن��م��ودار (ii)

ك��ن��ی��د رس��م اف��ق��ی ان��ق��ب��اض و ان��ب��س��اط ك��م��ك ب��ه را زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر .٣.۶.٣ م��ث��ال

.y = |۲x| (i)

.y = ۱
۴x

۲ =
(

۱
۲x
)۲ (ii)

y = |x| y = |۲x|

-2 -1 1 2
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1

2

اف��ق��ی ان��ق��ب��اض
−−−−−→

-2 -1 1 2

-1

1

2

(i)
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y = x۲ y =
(

۱
۲x
)۲

-2 -1 1 2

-1

1

2

اف��ق��ی ان��ب��س��اط
−−−−−→

-2 -1 1 2

-1

1

2

(ii)

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ش��ده داده y = f(x) ن��م��ودار و c > ۱ ك��ن��ی��د ف��رض ع��م��ودی ان��ق��ب��اض و ان��ب��س��اط د)

�ل �اص� ح� �ودی �م� ع� �ور ط� �ه ب� c �ل �ام� ع� �ط �وس� ت� y = f(x) �ودار �م� ن� �اط �س� �ب� ان� از y = cf(x) �ودار �م� ن� (i)
م��ی�ش��ود.

�ل �اص� ح� �ودی �م� ع� �ور ط� �ه ب� c �ل �ام� ع� �ط �وس� ت� y = f(x) �ودار �م� ن� �اض �ب� �ق� ان� از y = ۱
c f(x)ودار� �م� ن� (ii)

م��ی�ش��ود.

ك��ن��ی��د. رس��م را زی��ر ت��واب��ع ن��م��ودار .۴.۶.٣ م��ث��ال

.y = ۲ sinx (i)

.y = ۱
۳ sgnx (ii)

زی��راس��ت ص��ورت ب��ه ی��ك ه��ر ن��م��ودار ح��ل.

y = sinx y = ۲ sinx

-2 Π -Π Π 2 Π
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1

2

ع��م��ودی ان��ب��س��اط
−−−−−−→ -2 Π -Π Π 2 Π
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1

2

(i)
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y = sgnx y = ۱
۳ sgnx

-2 -1 1 2
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-1

1

2

ع��م��ودی ان��ق��ب��اض
−−−−−−→ -2 -1 1 2

-2

-1

1

2

(ii)

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ش��ده داده y = f(x) ن��م��ودار ك��ن��ی��د ف��رض ان��ع��ك��اس ه)

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل ه��ا x م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت y = f(x) ن��م��ودار ان��ع��ك��اس از y = −f(x) ن��م��ودار (i)

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل ه��ا y م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت y = f(x) ن��م��ودار ان��ع��ك��اس از y = f(−x) ن��م��ودار (ii)

ك��ن��ی��د. رس��م را زی��ر ت��واب��ع ن��م��ودار .۵.۶.٣ م��ث��ال

.y = − sinx (i)

.y = [−x] (ii)

ری��م دا ص��ح��ی��ح ج��زء و س��ی��ن��وس ت��واب��ع ن��م��ودار ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

y = sinx y = − sinx

-2 Π -Π Π 2 Π

-2

-1

1

2

xه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت ري��ن��ه ق��
−−−−−−−−−−→ -2 Π -Π Π 2 Π

-2

-1

1

2

(i)



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١٠٠

y = [x] y = [−x]

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

yه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت ري��ن��ه →−−−−−−−−−−ق�� -2 -1 1 2

-2

-1

1

2

(ii)

�م ه� �ی �ن� �ع� ی� �د. �اش� ب� �ه �ت� �رف� گ� �ورت ص� �ل �دی� �ب� ت� �د �ن� چ� �ان زم� �م ه� �ع �اب� ت� �ك ی� �رای ب� �ت اس� �ن �ك� �م� م� �ی �اه� گ� .۶.۶.٣ �ر �ذک� ت�
ب��ه �ل��ی اص� �م��ودار ن� از �ل��ه �رح� م� �ه ب� �ه �ل� �رح� م� �ای��د ب� م��وارد ای��ن در ب��اش��د ش��ده ان��ج��ام �ع��ك��اس ان� ه��م و �ق��ال �ت� ان� �م ه� �ب��س��اط، ان�

رس��ی��د. ن��ظ��ر م��ورد ن��م��ودار

ك��ن��ی��د. رس��م را زی��ر ت��واب��ع ن��م��ودار .٧.۶.٣ م��ث��ال

.y = − sinx+ ۱ (i)

.y = ۲ sgn(x− ۱) + ۱ (ii)

ح��ل.

ان��دازه ب��ه آن��را س��پ��س و م��ی�آوری��م دس��ت ب��ه �ا ه� x م��ح��ور ب��ه �ب��ت ن��س� را y = sinx �اب��ع ت� ان��ع��ك��اس �ت��دا اب� (i)
م��ی�ده��ی��م. ان��ت��ق��ال ب��الا س��م��ت ب��ه واح��د ی��ك

y = sinx y = − sinx

-2 Π -Π Π 2 Π

-2

-1

1

2

ري��ن��ه ق��
ب��ه ن��س��ب��ت
xه��ا م��ح��ور
−−−→

-2 Π -Π Π 2 Π

-2

-1

1

2

y = − sinx+ ۱

ان��ت��ق��ال
ع��م��ودی
−−−→

-2 Π -Π Π 2 Π

-2

-1

1

2



ت��اب��ع .٣ ف��ص��ل ١٠١

�س �پ� س� �ت راس� �ت �م� س� �ه ب� �د واح� �ك ی� �دازه ان� �ه ب� �ی �ق� اف� �ال �ق� �ت� ان� �دا �ت� اب� (ii)
�ودی �م� ع� �ال �ق� �ت� ان� �س �پ� س� و �ر �راب� ب� دو �زان �ی� م� �ه ب� �ودی �م� ع� �اط �س� �ب� ان�
�ت. اس� �ن �ی� �ن� چ� �ل �اص� ح� �ودار �م� ن� و �رد �ی� �ی�گ� م� �ورت ص� �د واح� �ك ی� �دازه ان� �ه ب� �الا ب� �ه ب�

y = sgn(x) y = sgn(x− ۱)

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

ان��ت��ق��ال
اف��ق��ی

−−−→
-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

ان��ب��س��اط
ع��م��ودی
−−−→

y = ۲ sgn(x) y = ۲ sgn(x− ۱) + ۱

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

ان��ت��ق��ال
ع��م��ودی
−−−→

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ٧.٣

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه .١.٧.٣ م��س��ال��ه

.f(x) = ۱√
|x|−x

(i)

.f(x) =
√

cos(sinx) + sin−۱(۱+x۲

۲x ) (ii)

ح��ل.

�م �ی� �ی�دان� م� .|x|> x �ا ی� و |x|−x > ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �د �ای� ب� �وق ف� �ر �س� ك� و �ال �ك� رادی� ری��ف � �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� (i)
�ه �ت� داش� �د �ای� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت اس� �رض ف� �لاف خ� �ه ك� |x|−x = ۰ �ذا ل� و |x|= x �اه �گ� آن� x ≥ ۰ �ر اگ� �ه ك�
�ن �رای� �اب� �ن� ب� .|x|> x �ا ی� و |x|= −x > ۰ �ت داش� �م �ی� �واه� خ� �ورت ص� �ن ای� در �ه ك� x < ۰ �م �ی� �اش� ب�

.Df = {x ∈ R|x < ۰}



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١٠٢

ب��اش��ی��م داش��ت��ه ب��ای��د س��ی��ن��وس م��ع��ك��وس ت��اب��ع دام��ن��ه و رادی��ك��ال ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا (ii)

cos(sinx) ≥ ۰ و |۱ + x۲

۲x
|≤ ۱

�ز �ی� ن� و �را؟) (چ� �ت اس� �رار �رق� ب� cos(sinx) ≥ ۰ �اوی �س� �ام� ن� x �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دار �ق� م� �ر ه� ازای �ه ب� �م �ی� �ی�دان� م�
ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ب��اش��د. ب��رق��رار |x|= ۱ م��ق��ادی��ر ازای ب��ه ن��ی��ز ۱+x۲

۲x ≥ ۱ ن��ام��س��اوی
Df = {x ∈ R| |x|= ۱} = {−۱,۱}.

ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه ث��ان��ی��اً و f(x) ت��اب��ع اولا ص��ورت ای��ن در f(x+ ۱
x) = x۲ + ۱

x۲ ك��ن��ی��د ف��رض .٢.٧.٣ م��س��ال��ه
آوری��د. دس��ت ب��ه را آن ب��رد و

�ذا ل� t۲ − ۲ = x۲ + ۱
x۲ پ��س t۲ = x۲ + ۱

x۲ + ۲ ص��ورت ای��ن در t = x+ ۱
x �م �ی� �ن� ك� ف��رض �ل. ح�

t۲ ≥ ۰ چ��ون و Df = R ك��ه اس��ت واض��ح م��ی�ش��ود. ح��اص��ل f(t) = t۲ − ۲ ص��ورت ب��ه f ت��اب��ع ض��اب��ط��ه
.Rf = [−۲,∞) پ��س

م��ع��ادل��ه ج��واب�ه��ای ك��ل��ی��ه ص��ورت ای��ن در g(x) = x− ۲ و f(x) = x+ ۱ ك��ن��ی��د ف��رض .٣.٧.٣ م��س��ال��ه
آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر

|f(x) + g(x)|= |f(x)|+|g(x)|.

ری��م دا ح��ل.
|f(x) + g(x)|= |x+ ۱ + x− ۲|= |۲x− ۱|.

�اوی �س� �ام� ن� �د �ای� ب� �ذا ل� �ود �ی�ش� م� �ل �دي� �ب� ت� |۲x − ۱|= |x + ۱|+|x + ۲| �ورت ص� �ه ب� �وق ف� �اوی �س� ت� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
�ا ی� x ≤ −۱ �ت داش� �م �ی� �واه� خ� �وق ف� �ارت �ب� ع� �ت �لام� ع� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �ا ب� �م. �ی� �ای� �م� ن� �ل ح� را |x + ۱|+|x + ۲|≥ ۰

ب��ن��اب��رای��ن .x ≥ ۲

Df = {x ∈ R|x ≤ −۱ ی��ا x ≥ ۲}.

ب��اش��د. ب��رق��رار زی��ر م��ع��ادل��ه ك��ه ب��ی��اب��ی��د را x از م��ق��ادی��ری .۴.٧.٣ م��س��ال��ه
tan−۱

√
x(x+ ۱) + sin−۱

√
x۲ + x+ ۱ =

π

۲
.

ری��م دا رادی��ك��ال ری��ف ت��ع�� ن��ی��ز و ت��ان��ژان��ت و س��ی��ن��وس م��ع��ك��وس ت��واب��ع ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.
x۲ + x ≥ ۰, ۰ ≤ x۲ + x+ ۱ ≤ ۱

ح��اص��ل x = −۱ و x = ۰ ه��ای ج��واب ك��ه x(x+ ۱) = ۰ ی��ا و x۲ + x = ۰ �ی��م ب��اش� �ت��ه داش� �ای��د ب� پ��س
م��ی�ش��ود.
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آوری��د. دس��ت ب��ه را f(x) = ۱−۳x۲+sgn(|
√

۲−۵x|)√
۳−۸x

ت��اب��ع ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه .۵.٧.٣ م��س��ال��ه

x ≤ ۵
۲ �ن �رای� �اب� �ن� ب� ۳ − ۸x > ۰ ،۲ − ۵x ≥ ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �د �ای� ب� �ال �ك� رادی� �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ل. ح�

.Df = (−∞, ۳
۸) ی��ع��ن��ی x < ۳

۸ از اس��ت ع��ب��ارت دو ای��ن اش��ت��راك ل��ذا .x < ۳
و۸

و f(x) = x+|x|
۲ ت��واب��ع .۶.٧.٣ م��س��ال��ه

g(x) =

x x < ۰

x۲ x ≥ ۰

آوری��د. دس��ت ب��ه را g ◦ f و f ◦ g ت��واب��ع ري��د. ب��گ��ي�� ن��ظ��ر در را

ل��ذا g(x) = x و f(x) = x−x
۲ = ۰ ص��ورت ای��ن در x < ۰ ك��ن��ی��م ف��رض ح��ل.

f ◦ g(x) = f(x) = ۰.

ل��ذا g(x) = x۲ و f(x) = x+x
۲ = x آن��گ��اه x ≥ ۰ اگ��ر .g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(۰) ن��ی��ز و

f ◦ g(x) = f(g(x)) = f(x۲) = x۲, g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(x) = x۲.

ب��ن��اب��رای��ن

f ◦ g(x) = g ◦ f(x) =

۰ x < ۰

x۲ x ≥ ۰

ت��واب��ع ری��ف ت��ع�� �ن��ه�ی دام� ص��ورت ای��ن در .g(x) = ۱
x۲−۱ و f(x) = ۱√

x۲+۱
�ی��د �ن� ك� ف��رض .٧.٧.٣ م��س��ال��ه

آوری��د. دس��ت ب��ه را f ◦ g ت��اب��ع ب��رد و ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه ض��اب��ط��ه، ن��ی��ز و g و f

ری��ف ت��ع�� ط��ب��ق ب��ن��اب��رای��ن .Dg = R− {۱,−۱} ن��ی��ز و x۲ + ۱ > ۰ زی��را Df = R ری��م دا ح��ل.

Df◦g = {x ∈ Dg|g(x) ∈ Df}

= {x ∈ R− {−۱,۱}| ۱

x۲ − ۱
∈ R} = R− {−۱,۱}.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١٠۴

م��ی�ش��ود ح��اص��ل زی��ر ص��ورت ب��ه f ◦ g ض��اب��ط��ه ه��م��چ��ن��ی��ن

f ◦ g(x) = f(g(x)) = f(
۱

x۲ − ۱
) =

۱√(
۱

x۲−۱

)۲
+ ۱

=
۱√

۱+(x۲−۱)۲

(x۲−۱)۲

=
۱√

۱+x۴−۲x۲+۱
(x۲−۱)۲

=
|x۲ − ۱|√

x۴ − ۲x۲ + ۲
.

اس��ت. ف��رد ت��اب��ع ی��ك f(x) =
√

۱ + x+ x۲ −
√

۱ − x+ x۲ ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٨.٧.٣ م��س��ال��ه

ری��م دا ح��ل.
f(−x) =

√
۱ − x+ x۲ −

√
۱ + x+ x۲ = −f(x).

آوری��د. دس��ت ب��ه وج��ود ص��ورت در را زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر ت��ن��اوب دوره .٩.٧.٣ م��س��ال��ه
f(x) = sinx− cosx ج)

f(x) = ۴ sin (۳x+ π
۴ ) د)

f(x) = sin۲ ۳x ال��ف)

f(x) = tan πx
۲ ب)

ح��ل.

داش��ت خ��واه��ی��م ری��ف ت��ع�� ب��ن��اب��ه آن��گ��اه ب��اش��د f ت��ن��اوب دوره T اگ��ر ال��ف)
f(x+ T ) = sin۲ ۳(x+ T ) = sin۲ ۳x = f(x).

ری��م دا ف��وق ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا

sin۲(۳x+ T ) =
۱ − cos(۶x+ ۶T )

۲
= sin۲ ۳x =

۱ − cos۶x

۲

�ا ی� و ۶T = ۲kπ �ت �ال� ح� �ن ای� در �ه ك� cos(۶x + ۶T ) = cos۶x �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �د �ای� ب� �س پ�
.T = π

۳ ل��ذا م��ی�ب��اش��د ف��وق خ��اص��ی��ت ب��ا م��ث��ب��ت ع��دد ری��ن ك��وچ��ك��ت�� T چ��ون و T = kπ
۳

ب��ا اس��ت ب��راب��ر f(x) = tan πx
۲ ت��اب��ع ت��ن��اوب دوره ل��ذا اس��ت π ب��راب��ر tan ت��اب��ع ت��ن��اوب دوره چ��ون ب)

T =
π
π
۲

= ۲.



ت��اب��ع .٣ ف��ص��ل ١٠۵

ل��ذا اس��ت T �ن��اوب ت� دوره ب��ا �ن��اوب �ت� م� �اب��ع ت� ی��ك �ی��ز ن� T �ن��اوب ت� دوره ب��ا �ن��اوب �ت� م� �اب��ع ت� دو �ف��اض��ل ت� چ��ون ج)
.T = ۲π ب��ا اس��ت ب��راب��ر f ت��اب��ع ت��ن��اوب دوره

زی��را T = ۲π
۳ ب��ا اس��ت ب��راب��ر ت��اب��ع ت��ن��اوب دوره د)

f(x+
۲π

۳
) = ۴ sin (۳(x+

۲π

۳
) +

π

۴
) = ۴ sin (۳x+ ۲π +

π

۴
) = ۴ sin (۳x+

π

۴
).

م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه و داده ن��ش��ان u ب��ه را واح��د پ��ل��ه�ای ت��اب��ع .١٠.٧.٣ م��س��ال��ه

u(x) =

۰ x < ۰

۱ x ≥ ۰

را آن �ودار �م� ن� و ری��ف � �ع� ت� �ه�ای �ع� �ط� ق� �ورت ص� �ه ب� را u(x)− u(x− ۱) �اب��ع ت� �پ��س س� و �رده ك� �م رس� را آن �ودار �م� ن�
ك��ن��ی��د. رس��م ن��ی��ز

ل��ذا ری��م دا −x و x ع��لام��ت ت��ع��ی��ی��ن ب��ا اس��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه ت��اب��ع ای��ن ن��م��ودار u ت��اب��ع ض��اب��ط��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

.u(x) ت��اب��ع ن��م��ودار :١۴.٣ ش��ک��ل

آورد. دس��ت ب��ه زی��ر ص��ورت ب��ه x م��خ��ت��ل��ف م��ق��ادی��ر در را u(x− ۱) و u(x) م��ی�ت��وان

u(x) =



۰ x < ۰

۱ x = ۰

۱ ۰ < x < ۱

۱ x = ۱

۱ x > ۱



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١٠۶

و

u(x− ۱) =



۰ x < ۰

۰ x = ۰

۰ ۰ < x < ۱

۱ x = ۱

۱ x > ۱

ب��ن��اب��رای��ن

u(x)− u(x− ۱) =



۰ − ۰ x < ۰

۱ − ۰ x = ۰

۱ − ۰ ۰ < x < ۱

۱ − ۱ x = ۱

۱ − ۱ x > ۱

اخ��ت��ص��ار ب��ه ی��ا و

u(x)− u(x− ۱) =

۰ x < ۰ ی��ا x ≥ ۱

۱ ۰ ≤ x < ۱

اس��ت زي��ر ص��ورت ب��ه ت��اب��ع ای��ن ن��م��ودار ل��ذا

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

.u(x)− u(x− ۱) ت��اب��ع ن��م��ودار :١۵.٣ ش��ک��ل



ت��اب��ع .٣ ف��ص��ل ١٠٧

�ه �ط� �اب� ض� �ا ب� �ه ك� را f : R −→ [۰,∞) �ع �اب� ت� �ودن ب� �ا �وش� پ� و �ودن ب� �ك ی� �ه ب� �ك ی� .١١.٧.٣ �ه �ال� �س� م�
ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را اس��ت ش��ده ری��ف ت��ع�� f(x) =

√
x۲ − |x|

�ورت ص� �ن ای� در f(x۱) = f(x۲) �م �ی� �ن� ك� �رض ف� �م. �ی� �ن� �ی�ك� م� �ق �ی� �ق� �ح� ت� را آن �ودن ب� �ك ی� �ه ب� �ك ی� �دا �ت� اب� �ل. ح�

و x۲
۱ − x۲

۲ = |x۱|−|x۲| �ا ی� و x۲
۱ − |x۱|= x۲

۲ − |x۲| �ا ی� و
√

x۲
۱ − |x۱| =

√
x۲

۲ − |x۲|
�واره �م� ه� �ر �ی� اخ� �ه �ط� راب� از �ه ك� داد �ان �ش� ن� �وان �ی�ت� م� �ی �ادگ� س� �ه ب� .(x۱ − x۲)(x۱ + x۲) = |x۱|−|x۲| �ا ی�
ف��وق ت��س��اوی ك��ن��ی��م اخ��ت��ی��ار x۲ = −۱ و x۱ = ۱ اگ��ر م��ث��ال ط��ور ب��ه زی��را ن��م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه x۱ = x۲ ت��س��اوی
f ت��اب��ع پ��س ۱ ̸= −۱ ول��ی f(۱) = f(−۱) = ۰ دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه .x۱ ̸= x۲ ح��ال��ی��ك��ه در اس��ت ب��رق��رار
ی��ك ب��ه ی��ك f ب��ن��اب��رای��ن اس��ت ب��دی��ه��ی Rf = [۰,∞) ك��ه ای��ن ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ودن پ��وش��ا ب��ررس��ی ن��ی��س��ت. ی��ك ب��ه ی��ك

پ��وش��اس��ت. ول��ی ن��ی��س��ت

ك��ن��ی��د. رس��م ری��ب��ی ت��ق�� ط��ور ب��ه را زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر .١٢.٧.٣ م��س��ال��ه

−۴ ≤ x ≤ ۴ f(x) = [x۲ ] (iv)

f(x) = sgn(x|x|) (v)

f(x) = x|x| (i)

−۲ ≤ x ≤ ۲ f(x) = [x۲] (ii)

f(x) = x sinx (iii)

ح��ل.

|x|= −x �اه �گ� آن� x < ۰ �ه �چ� �ان� �ن� چ� و f(x) = x۲ �ذا ل� |x|= x �اه �گ� آن� x ≥ ۰ �ر اگ� �ه ك� �م ری� دا �ه �وج� ت� (i)
را ١۶.٣ �ل �ک� (ش� �ود. �ی�ش� م� �ل �اص� ح� �ر زی� �ورت ص� �ه ب� f �ع �اب� ت� �ودار �م� ن� �ن �رای� �اب� �ن� ب� f(x) = −x۲ پ��س

ب��ب��ی��ن��ی��د)

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

.f(x) = x|x| ت��اب��ع ن��م��ودار :١۶.٣ ش��ک��ل



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١٠٨

ت��ق��ارن �ا ه� y م��ح��ور ب��ه �ب��ت ن��س� ل��ذا ن��م��ی�ش��ود ح��اص��ل �اب��ع ت� �اب��ط��ه ض� در �ی��ری �ی� ت��غ� −x ب��ه x �ب��دی��ل ت� �ا ب� چ��ون (ii)
x۲ �ه �ك� �ن� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �م. �ی� �ای� �م� ن� �م رس� را ۰ ≤ x ≤ ۲ �ه �ل� �اص� ف� در �ع �اب� ت� �ودار �م� ن� �ت اس� �ی �اف� ك� پ��س دارد.

ری��م. م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را زی��ر ف��اص��ل��ه�ه��ای ل��ذا گ��ی��رد ق��رار م��ت��وال��ی ص��ح��ی��ح اع��داد ب��ی��ن ب��ای��د
۰ ≤ x < ۱ ۰ ≤ x۲ < ۱ y = [x۲] = ۰

۱ ≤ x <
√

۲ ۱ ≤ x۲ < ۲ y = [x۲] = ۱

√
۲ ≤ x <

√
۳ ۲ ≤ x۲ < ۳ y = [x۲] = ۲

√
۲ ≤ x <

√
۴ ۳ ≤ x۲ < ۴ y = [x۲] = ۳
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3

.f(x) = [x۲] ت��اب��ع ن��م��ودار :١٧.٣ ش��ک��ل

�ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� x ≥ ۰ �ه ک� �ی� �ت� وق� .−x ≤ x sinx ≤ x �ذا ل� −۱ ≤ sinx ≤ ۱ �ه �ك� �ن� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� (iii)
ری��م دا پ��س اس��ت زوج f ت��اب��ع چ��ون .(k ∈ Z) ،x = kπ ی��ا x = ۰ م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه x sinx = ۰

-2 Π -Π Π 2 Π

-2 Π

-Π

Π

2 Π

.f(x) = x sinx ت��اب��ع ن��م��ودار :١٨.٣ ش��ک��ل



ت��اب��ع .٣ ف��ص��ل ١٠٩

ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را زی��ر ف��اص��ل��ه�ه��ای ل��ذا گ��ی��رد ق��رار م��ت��وال��ی ص��ح��ی��ح اع��داد ب��ی��ن ب��ای��د x
۲ چ��ون (iv)

−۴ ≤ x < −۲ − ۲ ≤ x

۲
< −۱ [

x

۲
] = −۲ y = −۲

−۲ ≤ x < ۰ − ۱ ≤ x

۲
< ۰ [

x

۲
] = −۱ y = −۱

۰ ≤ x < ۲ ۰ ≤ x

۲
< ۱ [

x

۲
] = ۰ y = ۰

۲ ≤ x < ۴ ۱ ≤ x

۲
< ۲ [

x

۲
] = ۱ y = ۱
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.f(x) = [x۲ ] ت��اب��ع ن��م��ودار :١٩.٣ ش��ک��ل

ك��ه ای��ن ب��ه ت��وج��ه ب��ا (v)

x|x|=


x۲ x > ۰

۰ x = ۰

−x۲ x < ۰

ل��ذا

sgn(x|x|) =


۱ x > ۰

۰ x = ۰

−۱ x < ۰

م��ی�ب��اش��د. y = sgnx ی��ع��ن��ی ع��لام��ت��ی ت��اب��ع ن��م��ودار ه��م��ان آن ن��م��ودار پ��س

ك��ن��ی��د رس��م را زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر ان��ت��ق��الات ك��م��ك ب��ه .١٣.٧.٣ م��س��ال��ه



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١١٠

y = x۲ − x (iii)

y = ۳|x|−۱ (iv)

y = sgn(x− ۳) + ۲ (i)

y = ۳ sin(x− π) (ii)

ح��ل.

ری��م دا ب��الا ب��ه ع��م��ودی ان��ت��ق��ال واح��د دو و راس��ت ب��ه اف��ق��ی ان��ت��ق��ال��ی واح��د س��ه ب��ا (i)

-1 1 2 3 4 5
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3

.y = sgn(x− ۳) + ۲ ت��اب��ع ن��م��ودار :٢٠.٣ ش��ک��ل

ری��م دا ع��م��ودی ان��ب��س��اط و راس��ت ب��ه اف��ق��ی ان��ت��ق��ال��ی واح��د π (ii)

-2 Π -Π Π 2 Π
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4

.y = ۳ sin(x− π) ت��اب��ع ن��م��ودار :٢١.٣ ش��ک��ل



ت��اب��ع .٣ ف��ص��ل ١١١

ری��م دا (iii)

y = x۲ − x = (x− ۱

۲
)
۲

− ۱

۴

ب��الاس��ت. ط��رف ب��ه و (۱
۲ ,

−۱
۴ ) م��رك��ز ب��ه س��ه��م��ی ی��ك

-2 -1 1 2
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2

.y = x۲ − x ت��اب��ع ن��م��ودار :٢٢.٣ ش��ک��ل

ری��م دا ان��ب��س��اط و پ��ای��ی��ن س��م��ت ب��ه واح��د ی��ك ع��م��ودی ان��ت��ق��ال ب��ا (iv)
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2

.y = ۳|x|−۱ ت��اب��ع ن��م��ودار :٢٣.٣ ش��ک��ل



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١١٢

م��س��ای��ل ٨.٣

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه .١

(١١

f(x) =
√

[x]− [x۲]

(١٢
f(x) =

√
sinx

(١٣
f(x) = tan−۱ √x

(١۴
f(x) =

√
tanx− ۱

(١۵
f(x) = sgn(x− [x])

(١۶
f(x) =

x

sgnx− ۱

(١٧

f(x) =
۱

۲ − cos۳x

(١٨

f(x) =

√
sin−۱(۱ − x)

(١٩

f(x) = cos−۱(
۳

۴ + ۲ sinx
)

(٢٠

f(x) =
۱√

۳ − x
+cos−۱(

x− ۲

۳
)

(١

f(x) =
۲

۳x− ۵

(٢
f(x) =

√
x۲ − ۴

(٣
f(x) = x+ |x|

(۴
f(x) =

√
۱ + x−

√
۱ − x

(۵

f(x) =

√
x

۱ + x

(۶

f(x) =
x۲

۱ + x۲

(٧
f(x) =

√
[x]− |x|

(٨

f(x) =
x− |x|√
[x]− ۱

(٩
f(x) = |[x− ۲] + ۱|

(١٠

f(x) =
۱√

x− |x|

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر ب��رد .٢



ت��اب��ع .٣ ف��ص��ل ١١٣

(٧

f(x) =
۱√
|x|−x

(٨
f(x) = (−۱)[x]

(٩
f(x) = sgn(x۲ + x+ ۱)

(١٠
f(x) = [۲x] + [−۲x] + ۱

(١١
f(x) = ۴ + cos−۱ x

(١٢
f(x) = x۲ + sin−۱ x

(١
f(x) = |cosx|

(٢
f(x) = [x] + [−x]

(٣
f(x) = [|x|]

(۴
f(x) =

√
[|sinx|]

(۵
f(x) =

x

sgnx

(۶
f(x) = tan−۱ √x

،fg ،f.g ،f − g ،f + g ت��واب��ع ض��اب��ط��ه و ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه زی��ر ش��ده داده g و f ت��واب��ع از ج��ف��ت ه��ر ب��رای .٣
آوری��د. دس��ت ب��ه را g ◦ f و f ◦ g ، gf

(۵

f(x) = sinx, g(x) =
۱

x

(۶
f(x) = tan−۱ x, g(x) = cosx

(٧

f(x) =
x+ |x|

۲
, g(x) = [x]

(١
f(x) = x, g(x) =

√
x− ۱

(٢

f(x) =
۱

x− ۲
, g(x) =

۱

x− ۱

(٣
f(x) =

√
x, g(x) =

√
x+ ۱

(۴

f(x) =
۱√

x۲ + ۱
, g(x) =

۱

x۲ − ۱

دس��ت �ه ب� را g−۱ و (g ◦ f)−۱،f−۱ �د. �ن� �روض� �ف� م� g(x) = ۳x− ۵ و f(x) = ۲x+ ۳ �ع �واب� ت� .۴



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١١۴

ده��ی��د ن��ش��ان و آوری��د
(g ◦ f)−۱ = f−۱og−۱

�ه ك� �وری ط� �ه ب� دارد �ود وج� x �د �ن� �ان� م� �وی �ض� ع� c �د �ن� �ان� م� �ری �ادی� �ق� م� �ه چ� ازای �ه ب� f(x) = ۱
۱+x �ر اگ� .۵

.f(x) = f(cx)

ث��اب��ت آن��گ��اه f(۱) ̸= ۰ و f(x+ y) = f(x) + f(y) ب��اش��ی��م داش��ت��ه y و x م��ق��ادی��ر ه��م��ه ازای ب��ه اگ��ر .۶
f(nx) = nf(x) و f(n) = nf(۱) ری��م دا n ∈ N ه��ر ازای ب��ه ك��ه ك��ن��ی��د

�ن ای� در x ̸= ۰,۱,−۱ آن در �ه ك� x۲f(xn) + ۱
x۲ f(−xn) = ۱ و �رد ف� �ددی ع� n �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٧

آوری��د. دس��ت ب��ه را f(x) ص��ورت

ك��ن��ن��د. ص��دق زی��ر ش��ده داده ش��رای��ط در ح��ق��ی��ق��ی ه��ای y و x ت��م��ام ب��رای ك��ه ب��زن��ی��د م��ث��ال ت��واب��ع��ی .٨

ج)
f(x+ y) = f(x) + f(y)

د)
f(x+ y) = f(x)f(y)

ال��ف)
f(۲x) = ۲f(x)

ب)

f(۲x) =
۲f(x)

۱ − f۲(x)

�رار �رق� ب� �ر زی� رواب��ط x از �ادی��ری �ق� م� �ه چ� ازای �ه ب� .g(x) = x۲ و f(x) =

۰ x ∈ Q

۱ x ̸∈ Q
�ی��د �ن� ك� ف��رض .٩

م��ی�ب��اش��ن��د.

ج)
g(x) ≤ x

د)
g(g(x)) = g(x)

ال��ف)
f(x) ≤ x

ب)
f(x) ≤ g(x)

آوری��د. دس��ت ب��ه را g(f(x))− f(x) ه��م��چ��ن��ی��ن

ب��اش��ن��د ش��ده ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه ك��ه ب��اش��ن��د ت��اب��ع دو g و f ك��ن��ی��د ف��رض .١٠

f(x) =

۱ |x|≤ ۱

۰ |x|> ۱
, g(x) =

۲ − x۲ |x|≤ ۲

۲ |x|> ۲

زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر ب��ودن ی��ك ب��ه ی��ك �ی��د. �ن��وی��س� ب� را آن ض��اب��ط��ه و آورده دس��ت ب��ه را h(x) = f(g(x)) ت��اب��ع
ك��ن��ی��د. ت��ح��ق��ی��ق را



ت��اب��ع .٣ ف��ص��ل ١١۵

ك��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را f(x) آن��گ��اه f(x۲ + ۱
x۲ ) = x۶ + ۱

x۶ اگ��ر .١١

(٧
f : R −→ R, f(x) =

√
x− |x|

(٨

g : R −→ Z−{۰}, g(x) =
۱

[x− ۱]

(٩
h : R −→ [۳,۴], h(x) = ۲x−[۲x]+۳

(١٠
t : R −→ Z, t(x) = [x]

(١١
u : Z −→ {۰}, u(x) = x− [x]

(١
f(x) =

√
۵x۳ − ۲x

(٢
f(x) = x sgnx

(٣

f(x) = [
x۲

۲x۲ + ۳
]

(۴
f(x) = (x− [x])۲

(۵
f(x) =

√
x− [x]

(۶

f(x) =
۱ − x

۱ + x

ده��ی��د. ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د ف��رد ت��اب��ع دو g و f ك��ن��ی��د ف��رض .١٢

ه��س��ت��ن��د. ف��رد ت��واب��ع f − g و f + g ال��ف)

ه��س��ت��ن��د. زوج ت��واب��ع f
g و f.g ب)

ن��وش��ت. ف��رد ت��اب��ع ی��ك و زوج ت��اب��ع ی��ك م��ج��م��وع ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان را دل��خ��واه ت��اب��ع ه��ر ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١٣

م��ی�ب��اش��ن��د. ف��رد ك��دام��ی��ك و زوج ك��دام��ی��ك زی��ر ت��واب��ع از ك��ن��ی��د ت��ح��ق��ی��ق .١۴

(٣
f(x) = cos۳x

(۴

f(x) =
۲x sin

√
x

۱ + x۲ + x
√
x

(١
f(x) = x۲ + tanx

(٢
f(x) = x sinx



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١١۶

(۶
f(x) = sgnx

(۵
f(x) =

√
۱ + x−

√
۱ − x

آوری��د. دس��ت ب��ه را آن��ه��ا ت��ن��اوب دوره س��پ��س و م��ی�ب��اش��ن��د م��ت��ن��اوب ك��دام��ی��ك زی��ر ت��واب��ع از ك��ه ك��ن��ی��د ت��ح��ق��ی��ق .١۵

(۵
y = (−۱)[x] sinπx

(۶
y = cos۳x− ۲ cosx+ ۱

(٧
y = cos(sinx)

(٨
(n ∈ N) y = cos

πx

n
+x−n[

x

n
]

(١
y =

[x
۴

]
+
[x
۶

]
(٢

y = sin۲x

(٣
y = tan۲x− cotan۲x

(۴
y = (−۱)[x]

ك��ن��ی��د. ث��اب��ت را زی��ر رواب��ط .١۶

ب)

[۲x] = [x] + [x+
۱

۲
]

ال��ف)
[x+ y] ≥ [x] + [y]

ج)

(n ∈ N) [nx] = [x] + [x+
n− ۱

n
] + [x+

n− ۲

n
] + ...+ [x+

۱

n
]

د)

(n ∈ N)
[
[nx]

n

]
= [x]

آوری��د. دس��ت ب��ه وج��ود ص��ورت در را آن وارون اس��ت؟ ی��ك ب��ه ی��ك f(x) = x+ [x] ت��اب��ع آی��ا .١٧

ك��ن��ی��د. رس��م را زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر .١٨

(٢
f(x) = [

√
x]

(١
f(x) = |۱ − x۲|−۲



ت��اب��ع .٣ ف��ص��ل ١١٧

(١١

f(x) =

۲ − x۲ |x|≤ ۲

۲ |x|> ۲

(١٢
f(x) =

x

|x|

(١٣
−۲ ≤ x ≤ ۲ f(x) = |x|+sgnx+[x]

(١۴

f(x) =

۱ x ∈ Q

۰ x ̸∈ Q

(١۵

f(x) = sin
۱

x۲

(١۶

f(x) = x۳ sin
۱

x

(١٧

f(x) = x۲ cos
۱

x۲

(١٨

f(x) = |x|sin ۱

|x|

(٣
۰ ≤ x ≤ ۳ f(x) = [x]۲

(۴

f(x) =
۱ + sgn(x۲ − ۴)

۳

(۵
f(x) = ۳ − [۳x]

(۶
f(x) = sgnx۲ − sgnx

(٧
−۲π ≤ x ≤ ۲π f(x) = max{sinx, cosx}

(٨
−۲ ≤ x ≤ ۲ f(x) = (x۲+۱)[x]

(٩
f(x) = (x۲ +۱)[x]+ sgn(x+۱)

(١٠
−۲ ≤ x ≤ ۲ f(x) = [x۲]



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١١٨



۴ ف��ص��ل

ح��د

و ری��ن � �ی�ت� �اس� اس� از �ی �ك� ی� �د ح� �ف��ت گ� �وان �ی�ت� م� �رأت ج� �ه ب� و اس��ت �ی �اض� ری� �م �ه� م� �ار �ی� �س� ب� �م �ی� �اه� �ف� م� از �ی �ك� ی� �د ح� �وم �ه� �ف� م�
�ت��گ��ی، �ی��وس� پ� �ن��د �ان� م� ری��اض��ی دی��گ��ر �ه��ای �ت� �م� ق��س� از �ی��اری ب��س� اس��اس و �ال��وده ش� ك��ه اس��ت ری��اض��ی �ی��م �ف��اه� م� ری��ن �م��ی�ت�� ق��دی�
و �ار آم� و �ی رب� � �ج� ت� �وم �ل� ع� �ای �ه�ه� �اخ� ش� �ر �ای� س� و �د. �اش� �ی�ب� م� �ا �ری�ه� س� و �ا �ه�ه� �ال� �ب� دن� �ری، �ی� �رال�گ� �گ� �ت� ان� �ری، �ذی� پ� �ق �ت� �ش� م�
�اده �ف� �ت� اس� �ورد م� �ی��ات �اض� ری� �ه ك� �ا ج� �ر ه� �ل��ی ك� �ور ط� �ه ب� و و.... �ك��ی �زش� پ� �وم �ل� ع� �م��ی، �ی� ش� زی��ك، � �ی� ف� �ن��دس��ی، �ه� م� �ای �ه�ه� �ت� رش�
ك��ه ك��رد ت��ع��ب��ی��ر م��اش��ی��ن ی��ك ب��ه را ح��د م��ی�ت��وان واق��ع در م��ی�ب��اش��د. دارا را م��م��ك��ن ن��ق��ش ری��ن ب��ی��ش��ت�� ح��د م��ی�گ��ی��رد ق��رار
�ن �ی� �ع� ت� را �ه �ط� �ق� ن� آن در �ع �اب� ت� آن �ل��وب �ط� م� �ار �ت� رف� �د �وان� �ی�ت� م� �ه �ط� �ق� ن� ی��ك �راف اط� در �ع �اب� ت� ی��ك �ردار ك� و �ار �ت� رف� �راس��اس ب�
�ن �ت� �س� دان� �اس �راس� ب� �ه ك� اس��ت �ی �اض� ری� �ن �ئ� �م� �ط� م� �ار �ی� �س� ب� �زار اب� و �ای��ل وس� از �ی �ك� ی� �د ح� �ر �گ� دی� �ری �ی� �ب� �ع� ت� �ه ب� �ا ی� و �د �ی� �ای� �م� ن�
ای��ن در م��ا ن��م��ود. ت��ع��ی��ی��ن م��ج��م��وع��ه آن ب��ه ن��زدی��ك ن��ق��اط در را ت��اب��ع آن رف��ت��ار ب��ت��وان م��ج��م��وع��ه ی��ك در ت��اب��ع ی��ك رف��ت��ار
ك��ه پ��رداخ��ت �م �ی� خ��واه� �ت��ه �ك� ن� ای��ن ب��ررس��ی �ه ب� آن از �ن��وع �ت� م� �ه��ای �ال� �ث� م� آوردن و ح��د �ی��ق دق� �ه��وم �ف� م� �ی��ان ب� �م��ن ض� ف��ص��ل
ح��د ك��ه داد خ��واه��ی��م ن��ش��ان و ن��دارد ب��س��ت��گ��ی ن��ق��ط��ه ی��ك در ت��اب��ع رف��ت��ار ب��ه ك��ه اس��ت م��وض��ع��ی خ��اص��ی��ت ی��ك ص��رف��ا ح��د
در ت��اب��ع راس��ت ح��د چ��پ، ح��د م��ف��اه��ی��م ب��ررس��ی ب��ه س��پ��س م��ی�ن��م��ای��د. ح��ف��ظ را ن��ام��س��اوی�ه��ا و ت��واب��ع ج��ب��ری خ��واص
در ح��د �ی��م �اه� �ف� م� ٣.۴ ب��خ��ش در �ام �ران��ج� س� و پ��رداخ��ت �م �ی� �واه� خ� �ق��ط��ه ن� آن در ح��د وج��ود �ا ب� �ا �ه� آن� �ه �ط� راب� و �ق��ط��ه ن� ی��ك

ك��رد. خ��واه��ی��م ب��ی��ان چ��پ و راس��ت ح��د ب��ا را آن��ه��ا راب��ط��ه و آن��ه��ا خ��واص و ب��ی��ان را ب��ی�ن��ه��ای��ت ح��د و ب��ی�ن��ه��ای��ت

ح��د ت��ع��ری��ف و م��ف��ه��وم ١.۴

�د ح� �وم �ه� �ف� م� �ح �ی� �وض� ت� �ه ب� �دا �ت� اب� �ا �ج� �ن� ای� در �د �ده�ان� ش� �ا �ن� آش� �د ح� �وم �ه� �ف� م� �ا ب� �ی��ش �اب� �م� ك� �ان �ت� �رس� �ی� دب� دوران در �ان �وی� �ج� �ش� دان�
م��ی�ن��م��ای��ی��م. ب��ی��ان را آن دق��ی��ق م��ف��ه��وم س��پ��س و پ��رداخ��ت��ه

ك��ه اس��ت ای��ن م��ن��ظ��ور ك��ن��د، م��ی��ل x۰ ن��ق��ط��ه ب��ه x م��ت��غ��ی��ر ك��ه وق��ت��ی اس��ت b ب��راب��ر f ت��اب��ع ح��د م��ی�گ��وی��ی��م وق��ت��ی
x۰ ب��ه �اف��ی ك� ان��دازه �ه ب� x ك��ه ص��ورت��ی در �ی��م �ای� �م� ن� �زدی��ك ن� b ب��ه را f(x) �ادی��ر �ق� م� �م �ی� �وان� م��ی�ت� �م �ی� �واه� ب��خ� �ه ك� ان��دازه �ر ه�
اع��داد م��ح��ور ب��ر b و a ن��ق��ط��ه دو واق��ع در م��ی�آی��د م��ی��ان ب��ه ن��ق��اط ن��زدی��ك��ی از ص��ح��ب��ت ای��ن��ج��ا در ب��اش��د. ش��ده ن��زدی��ك

١١٩



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١٢٠

ت��غ��ی��ی��ر a و ث��اب��ت b اگ��ر ح��ال ب��اش��د. ك��وچ��ك |a− b| ی��ع��ن��ی آن��ه��ا ب��ی��ن ف��اص��ل��ه ه��رگ��اه ه��س��ت��ن��د ن��زدی��ك ب��ه�ه��م ح��ق��ی��ق��ی
ب��اش��د(ب��رای گ��رف��ت��ه ق��رار ك��وچ��ك ش��ع��اع ب��ا a از ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك در b ی��ع��ن��ی ب��اش��د ن��زدی��ك b ب��ه a ای��ن��ك��ه م��ع��ن��ی ك��ن��د
ن��زدی��ك b ب��ه را f(x) ب��خ��واه��ی��م ك��ه ان��دازه ��«ه��ر ع��ب��ارت دو ام��ا ن��م��ای��ی��د). م��راج��ع��ه ٢٠.۴.١ ب��ه ه��م��س��ای��گ��ی ری��ف ت��ع��
م��ث��ال ب��ه م��ط��ل��ب ش��دن روش��ن ب��رای اس��ت. م��ع��ن��ی چ��ه ب��ه ب��اش��د» ش��ده ن��زدی��ك x۰ ب��ه ك��اف��ی ان��دازه ب��ه x» و ن��م��ای��ی��م»

ت��اب��ع ن��م��ای��ی��د. ت��وج��ه زی��ر

f(x) =

{
x۲ + ۱ x ̸= ۰ اگ��ر
۵ x = ۰ اگ��ر

ك��ه آن وج��ود ب��ا ك��ن��د. م��ی��ل ۰ ب��ه x ك��ه وق��ت��ی اس��ت «١» ب��راب��ر f ت��اب��ع ح��د ك��ه م��ی�ك��ن��ی��م ادع��ا ری��م. م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را
�ر اگ� �د ش� �ر ذك� �الا ب� در �ه �چ� آن� �ه �اب� �ن� ب� �ا، ادع� �ن ای� �ح �ی� �وض� ت� �رای ب� �ت. اس� �ده ش� ری��ف � �ع� ت� ۵ �ر �راب� ب� ۰ �ه �ط� �ق� ن� در �ع �اب� ت� �دار �ق� م�
ش��ده ن��زدی��ك ۱√

۱۰۰
ان��دازه ب��ه ۰ ب��ه x اس��ت ك��اف��ی ك��ن��ی��م، ن��زدی��ك ۱

۱۰۰ ان��دازه ب��ه «١» ب��ه را f(x) م��ق��دار ب��خ��واه��ی��م
ص��ورت ای��ن در چ��ون ب��اش��د

|x− ۰|= |x|< ۱√
۱۰۰

=⇒ |x۲|= |x|۲< ۱

۱۰۰

پ��س
|x۲ + ۱ − ۱|< ۱

۱۰۰ آن��گ��اه |x− ۰|< ۱√
۱۰۰

اگ��ر

م��ا م��ن��ظ��ور ای��ن ای��ن��ك��ه ب��رای ن��م��ای��ی��م ن��زدی��ك ۱
۱۰۰۰ ان��دازه ب��ه «١» ب��ه را f(x) م��ق��دار ب��خ��واه��ی��م اگ��ر آن��ك��ه ح��ال

�ع �اب� ت� �دار �ق� م� �م �ی� �واه� �خ� ب� �ر اگ� �ی �ل� ك� �ور ط� �ه ب� �د. �اش� ب� �ده ش� �ك �زدی� ن� ۱√
۱۰۰۰

�دازه ان� �ه ب� ۰ �ه ب� x اس��ت �ی �اف� ك� �ود ش� �رآورده ب�
م��ث��ب��ت ع��دد ان��دازه ب��ه ۰ ب��ه x اس��ت ك��اف��ی م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای ب��اش��د ن��زدی��ك دل��خ��واه ϵ > ۰ ان��دازه ب��ه «١» ب��ه f(x)

ب��اش��د. ش��ده ن��زدی��ك ۱√
ϵ

م��ی�پ��ردازی��م. ح��د دق��ی��ق م��ع��ن��ی ب��ه زی��ر در اك��ن��ون

ح��د گ��وی��ی��م ب��اش��د ش��ده ری��ف ت��ع�� x۰ ن��ق��ط��ه م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك در f ت��اب��ع ك��ن��ی��د ف��رض (ح��د). ١.١.۴ ت��ع��ری��ف
�ا ب� را آن و �ت) اس� b �د ح� دارای x۰ �ه �ط� �ق� ن� در f �ع �اب� ت� �ا �ت(ی� اس� b �ر �راب� ب� �د �ن� ك� �ل �ی� م� x۰ �ه ب� x �ه ك� �ی �ت� وق� f �ع �اب� ت�
�ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م، �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� «f(x) → b �اه �گ� آن� x۰ → x �ر «اگ� �ا ی� « lim

x→x۰
f(x) = b» �ای �اده� �م� ن�

�ه ك� �د �ـ� �اش� ب� �ود �ـ� �وج� م� �ب��ت) �ـ� �ث� م� �ای �ـ� �ت� دل� �ود �ـ� �ی�ش� م� �ده �وان� �ـ� δ(خ� > ۰ �دد �ـ� ع� �ب��ت) �ث� م� �ن �لُ� �ی� �ـ� �س� اپ� �ود �ی�ش� م� �ده �وان� ϵ(خ� > ۰

x ∈ Df ه��ر ب��رای
۰ < |x− x۰|< δ ⇒ |f(x)− b|< ϵ.

�ك ی� در و �ت اس� �ه �ت� �س� واب� x۰ �دار �ق� م� و ϵ �دار �ق� م� ،f �ع �اب� ت� �ه ب� δ �ع واق� در �وق ف� �ف ری� � �ع� ت� در �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت�
�اب��ت، ث� ϵ �ا ب� �ت��ی ح� �ن��ی �ع� ی� اس��ت �ه �ت� واب��س� x۰ �ی��ت �ع� �وق� م� و ϵ �ق��دار م� �ه ب� δ �ق��دار م� اس��ت �ف��روض م� f �اب��ع ت� �ه ك� �ب��ح��ث م�
�ی��د �ای� �م� ن� دق��ت �ی��ن �ن� �م��چ� ه� ك��رد. خ��واه��د �ی��ر �ی� �غ� ت� δ آن��گ��اه �ن��د ك� �ی��ر �ی� �غ� ت� ϵ اگ��ر �اب��ت ث� x۰ ب��ا �ا ی� و �ن��د ك� �ی��ر �ی� �غ� ت� x۰ �ق��ط��ه ن� اگ��ر
در �ا �ه� آن� �ه ك� �را زی� �ن��د �ت� ه��س� �ب��ت �ث� م� �ر �ادی� �ق� م� δ و ϵ �م��واره ه� �ن��ی �ع� ی� اس��ت δ و ϵ ذات��ی خ��واص ج��ز ب��ودن �ب��ت �ث� م� �ف��ت ص�



ح��د .۴ ف��ص��ل ١٢١

�ر زی� �ورت ص� �ه ب� را �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ان زب� �ه ب� �د ح� �ف ری� � �ع� ت� �ت �ق� �ی� �ق� ح� در �د. �ن� �ت� �س� ه� �ی �ای� �ی�ه� �گ� �ای� �س� �م� ه� �ای �اع�ه� �ع� ش� �ع واق�
م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی ب��ه x ك��ه اس��ت م��ع��ن��ی ب��دی��ن� ۰ < |x− x۰|< δ ك��ه م��ی�ك��ن��ی��م ی��ادآوری ك��رد: ب��ی��ان م��ی�ت��وان
ری��ف (ت��ع�� اس��ت δ ش��ع��اع ب��ه x۰ م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك ك��ه دارد ت��ع��ل��ق x۰ از (x۰ − δ, x۰)∪ (x۰, x۰ + δ)

دارد. ت��ع��ل��ق b از (b− ϵ, b+ ϵ) ه��م��س��ای��گ��ی ب��ه f(x) ی��ع��ن��ی |f(x)− b|< ϵ و ب��ب��ی��ن��ی��د) را ٢١.۴.١
�د �ن� �ان� م� ϵ �اع �ع� ش� �ه� ب� b از �ی� �گ� �ای� �س� �م� ه� �ر ه� �رای ب� �ه ک� �ت س� �ی �ن� �ع� م� �ن ای� �ه ب� lim

x→x۰
f(x) = b �س پ�

ب��ه ب��اش��د م��وج��ود δ ش��ع��اع ب��ه D = (x۰ − δ, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ) م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی (b− ϵ, b+ ϵ)

x ه��ر ب��رای ك��ه ق��س��م��ی
(x ∈ Df ∩D ⇒ f(x) ∈ (b− ϵ, b+ ϵ))

اس��ت. ف��رد ب��ه م��ن��ح��ص��ر وج��ود ص��ورت در ح��د ك��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اب��ت��دا ب��پ��ردازی��م، م��ث��ال چ��ن��د ب��ی��ان ب��ه آن��ك��ه از ق��ب��ل

اس��ت. ف��رد ب��ه م��ن��ح��ص��ر وج��ود ص��ورت در ن��ق��ط��ه ی��ك در ت��اب��ع ی��ك ح��د .٢.١.۴ ق��ض��ی��ه

�ون چ� �ف). �ل� خ� �رض (ف� b۱ ̸= b۲ �ه ك� lim
x→x۰

f(x) = b۲ و lim
x→x۰

f(x) = b۱ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.

�ه �ك� �ن� ای� از �ورت، ص� �ن ای� در ϵ = |b۱−b۲|
۴ > ۰ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در |b۱ − b۲|> ۰ �س پ� b۱ ̸= b۲

x ∈ Df ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود δ۱ > ۰ ری��م: دا ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا lim
x→x۰

f(x) = b۱

۰ < |x− x۰|< δ۱ ⇒ |f(x)− b۱|< ϵ (١.۴)

x ∈ Df ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود δ۲ > ۰ ح��د: ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا پ��س lim
x→x۰

f(x) = b۱ ای��ن��ك��ه از و
۰ < |x− x۰|< δ۲ ⇒ |f(x)− b۲|< ϵ (٢.۴)

.۰ < δ ≤ min{δ۱, δ۲} ری��م گ��ی�� م��ی ن��ظ��ر در ح��ال
آن��گ��اه ۰ < |x− x۰|< δ و x ∈ Df اگ��ر ص��ورت ای��ن در

|f(x)− b۱|< ϵ ری��م دا ١.۴ از پ��س δ < δ۱ چ��ون
|f(x)− b۲|< ϵ ری��م دا ٢.۴ از پ��س δ < δ۲ ای��ن��ك��ه از و

ری��م دا ن��ام��س��اوی دو ای��ن ط��رف��ی��ن ك��ردن ج��م��ع ب��ا اك��ن��ون

|f(x)− b۱|+|f(x)− b۲|< ۲ϵ =
|b۱ − b۲|

۲

ك��ه م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه م��ث��ل��ث ن��ام��س��اوی ب��ن��اب��ه ب��ن��اب��رای��ن

|b۱ − b۲|= |f(x)− b۲ − (f(x)− b۱)|≤ |f(x)− b۱|+|f(x)− b۲|<
|b۱ − b۲|

۲

�ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �ی �ن� �ع� ی� �ت اس� �ل �اط� ب� �ف �ل� خ� �رض ف� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �اق��ض �ن� ت� �ك ی� �ه ك� ۱ < ۱
۲ �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �ا ی�

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل

lim
x→−۱

(۲x+ ۵) = ۳ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٣.١.۴ م��ث��ال
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(چ��ون x ه��ر ب��رای ك��ه ن��م��ای��ی��م ارائ��ه چ��ن��ان δ > ۰ ب��ای��د ری��ف ت��ع�� ط��ب��ق ب��اش��د. دل��خ��واه ϵ > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.
�اه �گ� آن� ۰ < |x − (−۱)|< δ �ر اگ� �ت) اس� R �ام �م� ت� �ت اس� �ه�ای �ل� �م� ج� �د �ن� چ� �ه ك� �ث �ح� ب� �ورد م� �ع �اب� ت� �ف ری� � �ع� ت� �وزه ح�

م��ی�ك��ن��ی��م: ع��م��ل زی��ر ص��ورت ب��ه δ > ۰ ارائ��ه ب��رای |۲x− ۵ + ۳|< ϵ

|۲x+ ۵ − ۳|< ϵ ⇔ |۲x+ ۲|< ϵ ⇔ ۲|x− (−۱)|< ϵ ⇔ |x− (−۱)|< ϵ

۲
(٣.۴)

�اه �گ� آن� |x− (−۱)|< δ �ر اگ� ص��ورت ای��ن در �ون چ� �م. ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در ۰ < δ ≤ ϵ
۲ اس��ت �اف��ی ك� �ی��ب �رت� �ن�ت� �دی� ب�

ری��م دا آم��د (٣.۴) ب��الا در آن��چ��ه ب��ن��اب��ه ك��ه |x− (−۱)|< ϵ
۲ ری��م دا پ��س δ ≤ ϵ

۲ چ��ون ،δ ان��ت��خ��اب ب��ه ب��ن��ا
|۲x− ۵ + ۳|< ϵ

�دون ب� �ود ب� �ی �ط� خ� �ع �اب� ت� �ون چ� �وق ف� �ال �ث� م� در �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت� �ت. اس� �ده ش� �ل �ام� ك� �ه �ل� �ئ� �س� م� �ل ح� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
�ه ب� �اً �م� �ی� �ق� �ت� �س� م� |f(x) − b|< ϵ �ارت �ب� ع� از «١» �ی �ن� �ع� ی� x۰ �راف اط� در x �ر �ی� �غ� �ت� م� �رای ب� �ی �ت� �دودی� �ح� م� �چ �ی� ه�
�م �دی� دی� �اص خ� �ال �ث� م� �ن ای� در �ی �ن� �ع� ی� �م �دی� �ی� رس� �ت اس� �ت �اب� ث� �داری �ق� م� K آن در �ه ك� |x − x۰|< ϵ

K �ارت �ب� ع�
ه��ر را δ اس��ت ك��اف��ی ح��ال��ت ای��ن در .K = ۱

۲ ك��ه |x− (−۱)|< ϵ
۲ ب��ا اس��ت م��ع��ادل |۲x− ۵+ ۳|< ϵ

،|f(x)− b| از |x− x۰| اس��ت��خ��راج ب��رای ن��ب��اش��د خ��ط��ی ت��اب��ع اگ��ر ام��ا ن��م��ای��ی��م. اخ��ت��ی��ار ϵ
K از ك��م��ت��ر م��ث��ب��ت��ی ع��دد

ن��ظ��ر در را م��ح��دودی��ت ای��ن ب��ای��د ن��ی��ز δ ان��ت��خ��اب در �ت��ی��ج��ه ن� در و ن��م��ای��ی��م م��ح��دود x۰ اط��راف در را x ب��ای��د م��ع��م��ولا
ن��ی��س��ت. خ��ط��ی دی��گ��ر f ت��اب��ع ك��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه زی��ر م��ث��ال ب��ه م��وض��وع ش��دن روش��ن ب��رای ری��م ب��گ��ی��

lim
x→۲

۲x۲ + ۵ = ۱۳ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۴.١.۴ م��ث��ال

ری��م دا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د دل��خ��واه ϵ > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.
|۲x۲ + ۵ − ۱۳|= |۲x۲ − ۸|= ۲|x− ۲||x+ ۲| (۴.۴)

�ده ش� �اد �ج� ای� �ز �ی� ن� ۲|x+ ۲| �م �زاح� م� �ل �ام� ع� ،|x− ۲| �ل��وب �ط� م� �ل �ام� ع� �ر ب� �لاوه ع� �ود �ی�ش� م� �ه �ظ� �لاح� م� �ه ك� �ان �ن� �چ� �م� ه�
م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای ك��ن��ی��م. م��ح��دود آن��را ب��ت��وان��ی��م م��ی�ش��ود ن��زدی��ك ۲ س��م��ت ب��ه x ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ای��س��ت��ی ك��ه اس��ت
ت��ا ب��اش��د م��ث��ب��ت��ی ع��دد ه��ر م��ی�ت��وان��د α ع��دد داد. ق��رار اس��ت م��ث��ب��ت ع��ددی α آن در ك��ه |x− x۰|< α م��ی�ت��وان
ق��رار (x۰ − α, x۰ + α) ه��م��س��ای��گ��ی در x۰ ج��ز ب��ه f(x)− b ع��ب��ارت ری��ش��ه�ه��ای س��ای��ر از ی��ك ه��ی��چ ك��ه ج��ای��ی
�ال �ث� م� در لا� �ث� م� �م. �ی� �ای� �م� �ی�ن� م� �دود �ح� م� را �م �زاح� م� �ای �ه� �ل� �ام� ع� �ا ی� �ل �ام� ع� �دودی��ت �ح� م� ای��ن �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �پ��س س� و �د. �رن� �ی� �گ� ن�
۴ آن��ه��ا ف��اص��ل��ه ك��ه م��ی�ب��اش��د −۲ و ۲ ری��ش��ه�ه��ای دارای ۲x۲ + ۵ − ۱۳ = ۲x۲ − ۸ ع��ب��ارت ب��ح��ث م��ورد

ری��م دا ص��ورت ای��ن در ك��ه ن��م��ای��ی��م اخ��ت��ی��ار ۳ م��ث��لا ۴ از ك��وچ��ك��ت��ر ع��دد را α ب��ای��س��ت��ی ب��ن��اب��رای��ن اس��ت
|x− ۲|< ۳ ⇔ −۳ < x− ۲ < ۳ ⇔ −۱ < x < ۵

۱ < x+ ۲ < ۷ ⇒ |x+ ۲|< ۷ ⇒ ۲|x+ ۲|< ۱۴

(۵.۴)

|x−۲|< ϵ
۱۴ ی��ا و ۱۴|x−۲|< ϵ م��ی�ده��ی��م ق��رار اك��ن��ون ،۲|x−۲||x+۲|≤ ۱۴|x−۲| ن��ت��ی��ج��ه در
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ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در ی��ع��ن��ی ب��اش��ی��م داش��ت��ه م��دن��ظ��ر ن��ی��ز را α ب��ای��س��ت��ی δ ان��ت��خ��اب ب��رای ح��ال

۰ < δ ≤ min
{ ϵ

۱۴
,۳
}

�ه ك� �ت) اس� R �ث �ح� ب� �ورد م� �ع �اب� ت� �ف ری� � �ع� ت� �وزه ح� �ون (چ� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� x ∈ R �ر اگ� �ورت ص� �ن ای� در
�ون چ� و ۲|x+ ۲|< ۱۴ �م ری� دا (۵.۴) �ه �اب� �ن� ب� �ه ك� |x− ۲|< ۳ پ��س δ ≤ ۳ �ون چ� ،۰ < |x− ۲|< δ

ری��م دا اخ��ی��ر ن��ام��س��اوی دو ط��رف��ی��ن ض��رب ب��ا ح��ال |x− ۲|< ϵ
۱۴ ری��م دا پ��س δ < ϵ

۱۴

۲|x+ ۲||x− ۲|< ϵ

۱۴
۱۴ = ϵ

|۲x۲ + ۵ − ۱۳|< ϵ ن��ت��ی��ج��ه در |۲x۲ + ۵ − ۱۳|= ۲|x− ۲||x+ ۲| ری��م دا (۴.۴) ت��وج��ه ب��ا و

. lim
x→۲

۱
x−۳ = −۱ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵.١.۴ م��ث��ال

ری��م دا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. دل��خ��واه ϵ > ۰ ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.

| ۱

x− ۳
− (−۱)|= | ۱

x− ۳
+ ۱|= |x− ۲|

|x− ۳|
(۶.۴)

در �م. �ی� �ای� �م� ن� �دود �ح� م� ۲ اط��راف در را x اس��ت �اف��ی ك� آن �ردن ك� �دود �ح� م� �رای ب� �ه ك� ۱
|x−۳| �م �زاح� م� �ام��ل ع� �ا �ج� �ن� ای� در

�د �اش� �ب� ن� آن در ۳ �ه ك� �م �ی� �ای� �م� ن� �اب �خ� �ت� ان� �ان �ن� چ� را (α �ن��ی �ع� (ی� �ه �ل� �اص� ف� �ی �ت� �س� �ای� ب� پ��س �د �ن� �ت� �س� ه� ۳ و ۲ �ا �ه�ه� �ش� ری� �ا �ج� �ن� ای�
،α < ۱ ی��ع��ن��ی
ك��ن��ی��د ف��رض پ��س

|x− ۲|< ۱

۲
⇔ −۱

۲
< x− ۲ <

۱

۲
⇔ ۳

۲
< x <

۵

۲

⇔ ۳

۲
− ۳ < x− ۳ <

۵

۲
− ۳ ⇔ −۳

۲
< x− ۳ < −۱

۲

⇔ ۱

۲
< ۳ − x <

۳

۲
⇔ ۲

۳
<

۱

۳ − x
< ۲

⇒ ۱

|x− ۳|
< ۲ (٧.۴)

�ر �ظ� ن� در |x − ۲|< ϵ
۲ �ا ی� ۲|x − ۲|< ϵ �م �ی� ده� �رار ق� �ر اگ� �ن� �رای� �اب� �ن� ب� |x−۲|

|x−۳| < ۲|x − ۲| �ه �ج� �ی� �ت� درن�
�ن ای� در .|x − ۲|< δ �ر اگ� �م، ری� دا x ̸= ۳ �ر ه� �رای� ب� �ورت� ص� �ن� ای� در ۰ < δ ≤ min{ ϵ

۲ ,
۱
۲} �م ری� � �ی� �ی�گ� م�

۰ < δ ≤ ϵ
۲ �ون چ� و ۱

|x−۳| < ۲ ،(٧.۴) �ه ب� �ا �ن� ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در |x − ۲|< ۱
۲ پ��س δ ≤ ۱

۲ �ون چ� �ورت ص�

�م ری� دا (۶.۴) �ه ب� �ا �ن� ب� �ه ك� |x−۲|
|x−۳| < ϵ �م ری� دا �ر �ی� اخ� �اوی �س� �ام� ن� دو �ن �ی� �رف� ط� �رب ض� �ا ب� و |x − ۲|< ϵ

۲ �س پ�

.
∣∣∣ ۱
x−۳ − (−۱)

∣∣∣ < ϵ

و ب��ی��ان را آن��ه��ا زی��ر در ك��ه ری��م دا م��ف��ی��د ب��س��ی��ار ن��ام��س��اوی س��ه ب��ه اح��ت��ی��اج م��ث��ل��ث��ات��ی م��ث��ال��ه��ای ارای��ه ب��رای اك��ن��ون
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م��ی�ك��ن��ی��م. اث��ب��ات

.۶.١.۴ ق��ض��ی��ه

.|sinx|≤ |x| ،x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (ال��ف)

.|sinx− sin y|≤ |x− y| ،y و x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (ب)

. sinx
x > cosx ری��م دا ،۰ < |x|< π

۲ ك��ه x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (ج)

اث��ب��ات.

در �ه �ك� �ان� �ن� �چ� �م� ه� �ورت ص� �ن ای� در ۰ < x < π
۲ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �دا �ت� اب� �م. ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را �ی �ات� �ث� �ل� �ث� م� �ره دای� (ال��ف)

م��ی�ش��ود دی��ده ش��ك��ل

O

A

B

C

∆OAB م��س��اح��ت م��ث��ل��ث < OAB م��س��اح��ت ق��ط��اع (٨.۴)

و �ل��ث �ث� م� �اع �ف� ارت� AH = sinx (چ��ون sinx
۲ �ا ب� اس��ت �ر �راب� ب� OAB �ل��ث �ث� م� �اح��ت �س� م� �ه ك� �م ری� دا �ا �ام

�ا ب� �ت اس� �ر �راب� ب� OAB �اع �ط� ق� �اح��ت �س� م� و �د) �اش� �ی�ب� م� «١» اس��ت �ل��ث �ث� م� �ده �اع� ق� �ان �م� ه� �ه ك� �ره دای� �اع �ع� ش�
�ر �ادی� �ق� م� اول �ه �ی� �اح� ن� در �ون چ� و sinx < x �ا ی� و sinx

۲ < x
۲ �م ری� دا (٨.۴) از �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ان رادی� x

۲

.|sinx|< |x| ری��م دا ۰ < x < π
۲ وق��ت��ی ی��ع��ن��ی ح��ال��ت ای��ن در پ��س ه��س��ت��ن��د م��ث��ب��ت س��ی��ن��وس

ری��م دا ق��ب��ل ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��ه پ��س ،۰ < −x < π
۲ ص��ورت ای��ن در ،−π

۲ < x < ۰ ك��ن��ی��د ف��رض اك��ن��ون
|sin(−x)|< |−x|⇔ |− sinx|< |−x|⇔ |sinx|< |x|
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�ر اگ� �ه ك� �م داده�ای� �ان �ش� ن� �ون �ن� اك� � ت� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .sinx = x = ۰ �اه �گ� آن� x = ۰ �ر اگ� �ه ك� �ت اس� �ح واض�
ری��م دا ص��ورت ای��ن در |x|≥ π

۲ ك��ن��ی��د ف��رض اك��ن��ون .|sinx|≤ |x| آن��گ��اه |x|< π
۲

|x|≥ π

۲
> ۱ ≥ |sinx|

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل (ال��ف) اث��ب��ات ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و |sinx|≤ |x| ری��م دا x ∈ R ه��ر ب��رای ن��ت��ی��ج��ه در

ای��ن��ك��ه از ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو y و x ك��ن��ی��د ف��رض (ب)

sin(x− y) = ۲ sin
x− y

۲
cos

x+ y

۲

ری��م: دا (ال��ف) ق��س��م��ت ب��ه ت��وج��ه ب��ا و |cos x+y
۲ |≤ ۱ ای��ن��ك��ه و

|sin(x− y)| = ۲

∣∣∣∣sin x− y

۲
cos

x+ y

۲

∣∣∣∣ = ۲

∣∣∣∣sin x− y

۲

∣∣∣∣ ∣∣∣∣cos x+ y

۲

∣∣∣∣
≤ ۲

∣∣∣∣sin x− y

۲

∣∣∣∣ ≤ ۲

∣∣∣∣x− y

۲

∣∣∣∣ = |x− y|

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ن��ی��ز (ب) ق��س��م��ت اث��ب��ات ن��ت��ی��ج��ه در و

در �ه ك� �د واح� �اع �ع� ش� �ه ب� �ره دای� �ی �ن� �ع� �م.(ی� ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را �ی �ات� �ث� �ل� �ث� م� �ره دای� (ال��ف) �م��ت �س� ق� �د �ن� �ان� م� �اره دوب� (ج)
ی��ع��ن��ی ۰ < x < π

۲ ك��ن��ی��د ف��رض اب��ت��دا ب��اش��د) ش��ده دار ج��ه��ت س��اع��ت رب��ه�ه��ای ع��ق�� ح��رك��ت خ��لاف ج��ه��ت
ری��م دا م��ی�ده��د ن��ش��ان ش��ك��ل ه��م��چ��ن��ان��ك��ه ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، اول رب��ع در x

OABق��ط��اع م��س��اح��ت < ∆COBم��ث��ل��ث م��س��اح��ت

�م ری� دا �ه �ج� �ی� �ت� ن� در اس��ت x
۲ �ر �راب� ب� OAB �ط��اع ق� �اح��ت �س� م� و tanx

۲ �ر �راب� ب� COB �ل��ث �ث� م� �اح��ت �س� م� �ا �ام
�ت �ب� �ث� م� x �وس �ن� �ی� �س� ك� �م ه� و x �م ه� �ون چ� و x < sinx

cosx �ه �ج� �ی� �ت� ن� در ،x < tanx �ا ی� و x
۲ < tanx

۲

اس��ت. ش��ده اث��ب��ات ق��ض��ی��ه ۰ < x < π
۲ ح��ال��ت در ب��ن��اب��رای��ن ،cosx < sinx

x ه��س��ت��ن��د

ری��م دا ق��ب��ل ح��ال��ت ط��ب��ق ب��ن��اب��رای��ن ۰ < −x < π
۲ ی��ا و −π

۲ < x < ۰ ك��ن��ی��د ف��رض ح��ال
−x < − tanx ی��ا − x < tan(−x)

.−x < − sinx
cosx ن��ت��ی��ج��ه در

و cosx < − sinx
−x ری��م دا پ��س ه��س��ت��ن��د م��ث��ب��ت دو ه��ر cosx و −x ح��ال��ت ای��ن در ك��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و cosx < sinx
x ی��ا

.lim
x→۰

sinx = ۰ ده��ی��د ن��ش��ان .٧.١.۴ م��ث��ال
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(ال��ف) ۶.١.۴ ق��ض��ی��ه ط��ب��ق چ��ون ب��اش��د ش��ده داده ϵ > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.
|sinx− ۰|≤ |x− ۰| (٩.۴)

ϵ �ه ب� �ط �ق� ف� δ �دار �ق� م� پ��س �ت اس� �ده آم� �ت دس� �ه ب� ۰ �راف اط� در x �رای ب� �ی �ت� �دودی� �ح� م� �چ �ی� ه� �دون ب� �اوی �س� �ام� ن� �ن ای� و
�ف ری� � �ع� ت� �وزه (ح� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� x ∈ R �ر اگ� �ورت ص� �ن ای� در ۰ < δ ≤ ϵ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در دارد. �ی �گ� �ت� �س� ب�
(٩.۴) ب��ن��اب��ه ن��ت��ی��ج��ه در و |x|< ϵ پ��س δ ≤ ϵ چ��ون آن��گ��اه |x|< δ و اس��ت) ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ت��م��ام س��ی��ن��وس

|sinx− ۰|= |sinx|< ϵ

. lim
x→x۰

sinx = sinx۰ ده��ی��د ن��ش��ان .٨.١.۴ م��ث��ال

ری��م دا (ب) ۶.١.۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د دل��خ��واه ϵ > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.
|sinx− sinx۰|≤ |x− x۰| (١٠.۴)

�م �ی� ده� �رار ق� �ر اگ� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت اس� �رار �رق� ب� �وق ف� �اوی �س� �ام� ن� x۰ �راف اط� در x �رای ب� �ی �ت� �دودی� �ح� م� �چ �ی� ه� �دون ب� �ه ك�
ری��م: دا |x− x۰|< δ ك��ه x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در ۰ < δ ≤ ϵ

ری��م دا ١٠.۴ ن��ام��س��اوی از ب��ن��اب��رای��ن و |x− x۰|< ϵ پ��س δ ≤ ϵ ای��ن��ك��ه از
|sinx− sinx۰|< ϵ

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��ث��ال ح��ل �ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و

.lim
x→۰

sinx
x = ۱ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٩.١.۴ م��ث��ال

�ر اگ� �ه ك� �م ری� دا (ج) ۶.١.۴ �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .۰ < ۱ − sinx

x < ۱ − cosx �ه �ج� �ی� �ت� ن� در sinx
x > cosx �اه �گ� آن� ۰ < |x|< π

۲

ری��م دا ، sinx
۲ ≤ ۱ ای��ن��ك��ه و (ال��ف) ۶.١.۴ ق��ض��ی��ه

|۱ − sinx

x
|< ۱ − cosx = ۲ sin۲ x

۲
≤ ۲|sin x

۲
|≤ ۲|x

۲
|= |x|

آن��گ��اه ،۰ < |x|< π
۲ اگ��ر ك��ه آورده�ای��م دس��ت ب��ه اك��ن��ون ت�� ن��ت��ی��ج��ه در

|۱ − sinx

x
|< |x| (١١.۴)

�ر �ظ� ن� در �ه �ج� �ی� �ت� ن� در �م، ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در �ز �ی� ن� را ۰ �راف اط� در x �ت �دودی� �ح� م� �ی �ت� �س� �ای� ب� δ �اب �خ� �ت� ان� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
�اه �گ� آن� |x|< δ �ه ك� �م �ی� �ن� ك� �رض ف� و �د �اش� ب� �واه �خ� دل� x۰ �ر اگ� �ورت ص� �ن ای� در .۰ < δ ≤ min{ϵ, π۲} �م ری� � �ی� �ی�گ� م�

ری��م دا ١١.۴ ب��ن��اب��ه ن��ت��ی��ج��ه در ،۰ < |x|< π
۲ پ��س δ ≤ π

۲ چ��ون

|۱ − sinx

x
|< |x|
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ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن .|x|< ϵ پ��س δ ≤ ϵ چ��ون و

|۱ − sinx

x
|< ϵ

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��ث��ال ح��ل ن��ت��ی��ج��ه در ك��ه

ح��د ق��ض��ای��ای ٢.۴

در ح��د وج��ود ب��رای لازم ش��رط ك��ه م��ی�دارد ب��ی��ان ق��ض��ی��ه اول��ی��ن م��ی�پ��ردازی��م. ح��د م��ورد در ق��ض��ای��ای��ی اث��ب��ات ب��ه اك��ن��ون
ی��ك در را لازم ش��رط �ع��ی �اب� ت� �ر اگ� و اس��ت �ه �ق��ط� ن� آن از م��ح��ذوف �ای��گ��ی �م��س� ه� ی��ك در �اب��ع ت� ب��ودن �ران��دار ك� �ه �ط� �ق� ن� ی��ك

ب��ود. ن��خ��واه��د ح��د دارای ن��ق��ط��ه آن در ب��اش��د ن��داش��ت��ه ن��ق��ط��ه

ك��ران��دار x۰ از م��ح��ذوف �ای��گ��ی �م��س� ه� ی��ك در f �اه آن��گ� ب��اش��د ح��د دارای x۰ �ق��ط��ه ن� در f �اب��ع ت� �ر اگ� .١.٢.۴ �ی��ه ق��ض�
D = (x۰ − δ, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ) م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی و M م��ث��ب��ت ع��دد دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ع��ن��ی اس��ت

x ه��ر ب��رای ك��ه م��وج��ودن��د
|f(x)|≤ M آن��گ��اه x ∈ D ∩Df اگ��ر

�ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �م ری� دا �د ح� �ف ری� � �ع� ت� �ه �اب� �ن� ب� ،ϵ = ۱ �رای ب� �ورت ص� �ن ای� در lim
x→x۰

f(x) = b �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
ری��م دا x ∈ D ∩Df ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود D = (x۰ − δ, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ) م��ح��ذوف

|f(x)− b|< ۱

M = ۱ + |b| اگ��ر |f(x)|< ۱ + |b| �ا ی� و |f(x)|−|b|< ۱ ری��م دا �ل��ث �ث� م� �ام��س��اوی ن� �ه ب� �ا �ن� ب� �ه �ی��ج� �ت� ن� در
اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ری��م ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در

ن��ی��س��ت. ح��د دارای x۰ در f آن��گ��اه ن��ب��اش��د ك��ران��دار x۰ م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی ه��ر در f ت��اب��ع اگ��ر .٢.٢.۴ گ��زاره

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل ن��ت��ی��ج��ه ١.٢.۴ ق��ض��ی��ه از ن��ق��ی��ض ع��ك��س ق��ان��ون ط��ب��ق اث��ب��ات.

ن��ی��س��ت. ح��د دارای ص��ف��ر در f(x) = ۱
x ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٣.٢.۴ م��ث��ال

�دار �ران� ك� �ر �ف� ص� �ذوف �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �چ �ی� ه� در �ع �اب� ت� �ن ای� �ه ك� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ت اس� �ی �اف� ك� �وق ف� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه �اب� �ن� ب� �ل. ح�
ك��ران��ی ص��ف��ر از D = (−δ, ۰) ∪ (۰, δ) م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی در f(x) = ۱

x ت��اب��ع ك��ه �ن��ی��د ك� ف��رض ن��ی��س��ت.
ب��اش��ی��م داش��ت��ه x ∈ D ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی خ��ل��ف) (ف��رض ب��اش��د داش��ت��ه M > ۰ ۱x∣∣∣∣م��ان��ن��د

∣∣∣∣ ≤ M
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ن��ت��ی��ج��ه در δ
n ∈ D پ��س ۰ < δ

n < δ ص��ورت ای��ن در ب��اش��د دل��خ��واه n ≥ ۲ ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ك��ن��ی��د ∣∣∣∣ف��رض ۱

δ/n

∣∣∣∣ ≤ M

پ��س اس��ت �ن��اق��ض ت� ی��ك ك��ه �ن��د �ت� ه��س� ك��ران��دار ب��الا از �ی��ع��ی �ب� ط� اع��داد ك��ه اس��ت �ن��ی م��ع� ب��دی��ن� ای��ن و n ≤ δM ی��ا و
در �وق ف� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ك��س ع� �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت� �ت. �س� �ی� ن� �د ح� دارای �ر �ف� ص� در ۱

x �ع �اب� ت� �ی �ن� �ع� ی� �ت اس� �ل �اط� ب� �ف �ل� خ� �رض ف�
ای��ن اث��ب��ات ب��رای م��ی�ب��اش��د. ح��د وج��ود ب��رای لازم ش��رط ی��ك ف��ق��ط ب��ودن ك��ران��دار ی��ع��ن��ی ن��ی��س��ت ب��رق��رار ك��ل��ی ح��ال��ت

ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه زی��ر م��ث��ال ب��ه ادع��ا

ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۴.٢.۴ م��ث��ال

f(x) =

{
۱ x ∈ Q اگ��ر
۰ x ̸∈ Q اگ��ر

اع��داد م��ش��خ��ص��ه ت��اب��ع ه��م��ان ك��ه اس��ت م��ع��روف �ل��ه ری��ك� دی�� ت��اب��ع ب��ه ت��اب��ع (ای��ن �ی��س��ت. ن� ح��د دارای ن��ق��ط��ه�ای �ی��چ ه� در
م��ی�ب��اش��د) گ��وی��ا

ن��ش��ان اك��ن��ون اس��ت ك��ران��دار ت��اب��ع پ��س اس��ت {۱, ۰} م��ج��م��وع��ه ت��اب��ع ب��رد چ��ون ك��ه �ی��د ن��م��ای� ت��وج��ه ن��خ��س��ت ح��ل.
دارای x۰ م��ان��ن��د ن��ق��ط��ه�ای در ت��اب��ع ای��ن ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض ن��ی��س��ت. ح��د دارای ن��ق��ط��ه�ای ه��ی��چ در ت��اب��ع ای��ن ك��ه م��ی�ده��ی��م
ϵ اس��ت ك��اف��ی ك��ه �ی��د ن��م��ای� (ت��وج��ه ϵ = ۱

۴ ری��م �ی�� م��ی�گ� ن��ظ��ر در lim
x→x۰

f(x) = b ی��ع��ن��ی خ��ل��ف) (ف��رض ب��اش��د ح��د

م��ح��ذوف �ای��گ��ی �م��س� ه� ح��د، ری��ف �ع�� ت� �ه �اب� �ن� ب� ص��ورت ای��ن در ری��م) � �ی� ب��گ� �ر �ت� �م� ك� ۱
۲ �ن��ی �ع� ی� �اب��ع ت� �ه��ش ج� ط��ول ن��ص��ف از را

ری��م دا x ∈ D ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود x۰ از D = (x۰ − δ, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ)

|f(x)− b|< ۱

۴

�ا �وی� گ� �داد اع� �ی��ب �رت� ت� �ه� ب� x۱, x۲ ∈ D �ی��د �ن� ك� ف��رض �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد در �ن��گ گ� �داد اع� ب��ودن �ال �گ� چ� �ی��ت �اص� خ� �ه �اب� �ن� ب�
ری��م دا ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د گ��ن��گ و

|f(x۱)− b|= |۱ − b|< ۱

۴
, |f(x۲)− b|= |۰ − b|= |b|< ۱

۴

ری��م دا ن��ام��س��اوی دو ای��ن ك��ردن ج��م��ع ب��ا و

|۱ − b|+|b|< ۱

۴
+

۱

۴
=

۱

۲

دارای �ق��ط��ه�ای ن� �ی��چ ه� در �ل��ه ری��ك� دی�� �اب��ع ت� �ن��ی �ع� ی� اس��ت ب��اط��ل �ل��ف خ� ف��رض پ��س اس��ت. �ن��اق��ض ت� ی��ك ك��ه ۱ < ۱
۲ ی��ا

ت��اب��ع دو ح��اص��ل��ض��رب خ��اص ح��ال��ت��ه��ای در ك��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان ك��ه م��ی�پ��ردازی��م ق��ض��ی��ه�ای اث��ب��ات ب��ه ح��ال ن��ی��س��ت. ح��د
�ك ی� در �ودن ب� �دار �ران� ك� �ی �ن� �ع� ی� لازم �رط ش� �ط �ق� ف� و �د �اش� �ب� ن� �د ح� دارای �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� در �ع �اب� ت� دو آن از �ی �ك� ی� �ی �ت� ح� �ه ك�

ب��اش��د. ح��د دارای م��ی�ت��وان��د ب��اش��د دارا را ن��ق��ط��ه آن از ه��م��س��ای��گ��ی
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ص��ورت ای��ن در lim
x→x۰

g(x) = ۰ و ك��ران��دار x۰ از م��ح��ذوف��ی ه��م��س��ای��گ��ی در f ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض .۵.٢.۴ ق��ض��ی��ه
ری��م دا و ب��وده ح��د دارای x۰ ن��ق��ط��ه در f.g ت��اب��ع

lim
x→x۰

(f.g)(x) = ۰

دارای D۱ = (x۰ − δ۱, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ۱) م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی در f ت��اب��ع ك��ه �ی��د �ن� ك� ف��رض اث��ب��ات.
ب��اش��ی��م داش��ت��ه x ∈ Df ∩D۱ ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی ب��اش��د M > ۰ ك��ران

|f(x)|≤ M (١٢.۴)

�ف ری� � �ع� ت� �ه �اب� �ن� (ب� lim
x−→x۰

g(x) = ۰ �ه �ك� �ن� ای� از �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� و
�ر ه� �رای ب� �ه ك� دارد �ود وج� D۲ = (x۰ − δ۲, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ۲) �ذوف �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �د) ح�

ری��م دا x ∈ Df ∩D − ۲

|g(x)− ۰|< ϵ

۲(M + ۱)
(١٣.۴)

١٣.۴ و ١٢.۴ از ،x ∈ D �ر ه� �رای ب� �ورت ص� �ن ای� در .D = Df ∩D۱ ∩D۲ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ال ح�
ری��م دا ن��ام��س��اوی دو ای��ن ض��رب از و |g(x)|< ϵ

۲(M+۱) و |f(x)|≤ M ری��م دا
|f(x)g(x)|= |f(x)g(x)− ۰|< ϵ.

.lim
x→۰

x sin ۱
x = ۰ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۶.٢.۴ م��ث��ال

ك��ران��دار چ��ون ام��ا �ی��د)، �ن� �ی� �ب� ب� را ١١.۵.۴ ش��ده ح��ل (م��س��ال��ه �ی��س��ت ن� ح��د دارای ۰ در sin ۱
x ت��اب��ع چ��ه اگ��ر ح��ل.

ری��م دا (۵.٢.۴ ق��ض��ی��ه (ی��ع��ن��ی ق��ب��ل ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س lim
x→۰

x = ۰ و اس��ت

lim
x→۰

x sin
۱

x
= ۰

اس��ت. ق��ب��ل ق��ض��ی��ه م��س��ت��ق��ی��م ن��ت��ی��ج��ه زی��ر ق��ض��ی��ه

�م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� x۰ �ذوف �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ك ی� در g و f �ع �اب� ت� دو �رای ب� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٧.٢.۴ �زاره گ�
. lim
x→x۰

f(x) = ۰ ص��ورت ای��ن در ، lim
x→x۰

g(x) = ۰ و |f(x)|≤ |g(x)|

ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در اث��ب��ات.

h(x) =

{
f(x)
g(x) g(x) ̸= ۰ اگ��ر
۰ g(x) = ۰ اگ��ر

f(x) = h(x)g(x) و |h(x)|≤ ۱ ری��م دا x۰ م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك در ف��رض ب��ه ت��وج��ه ب��ا ص��ورت ای��ن در
ری��م دا ۵.٢.۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ح��ال

lim
x→x۰

f(x) = lim
x→x۰

h(x)g(x) = ۰
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م��ی�پ��ردازی��م. ح��دگ��ی��ری ع��م��ل ت��ح��ت ت��واب��ع ج��ب��ری خ��واص پ��ای��داری اث��ب��ات ب��ه اك��ن��ون

ص��ورت ای��ن در lim
x→x۰

g(x) = b و lim
x→x۰

f(x) = a ك��ن��ی��د ف��رض .٨.٢.۴ ق��ض��ی��ه

�داد اع� β و α) lim
x→x۰

(αf + βg)(x) = αa + βb = α lim
x→x۰

f(x) + β lim
x→x۰

g(x) (ال��ف)
ه��س��ت��ن��د) دل��خ��واه��ی ح��ق��ی��ق��ی

lim
x→x۰

(f.g)(x) = a.b = [ lim
x→x۰

f(x)][ lim
x→x۰

g(x)] (ب)

b ̸= ۰ آن��ك��ه ش��رط ب��ه lim
x→x۰

[fg ](x) =
a
b =

lim
x→x۰

f(x)

lim
x→x۰

g(x) (ج)

b ̸= ۰ آن��ك��ه ش��رط ب��ه lim
x→x۰

۱
g(x) =

۱
b = ۱

lim
x→x۰

g(x) (د)

lim
x→x۰

|f(x)|= |a| (ه)

lim
x→x۰

|f(x)|= ۰ اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر lim
x→x۰

f(x) = ۰ (و)

اث��ب��ات.

�ورت ص� �ن ای� در �د �ن� �اش� ب� �ی �واه� �خ� دل� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� β و α و ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (ال��ف)
�ذوف �ح� م� �ی� �گ� �ای� �س� �م� ه� �م� ری� دا �د ح� �ف� ری� � �ع� ت� �ه� ب� �ا �ن� ب� lim

x→x۰
f(x) = a �ه �ك� �ن� ای� از

x ∈ Df ∩D۱ �ر اگ� x �ر ه� �رای ب� �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� D۱ = (x۰ − δ۱, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ۱)

آن��گ��اه
|f(x)− a|< ϵ

۲(۱ + |α|)
(١۴.۴)

م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی lim
x→x۰

g(x) = b ای��ن��ك��ه از ت��رت��ی��ب ه��م��ی��ن ب��ه و

D۲ = (x۰ − δ۲, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ۲)

ری��م دا x ∈ Dg ∩D۲ اگ��ر X ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود

|g(x)− b|< ϵ

۲(۱ + |β|)
(١۵.۴)

ص��ورت ای��ن در م��ی�ب��اش��د. x۰ م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك ك��ه D = D۱ ∩D۲ ری��م �ی�� م��ی�گ� ن��ظ��ر در ح��ال
(١۴.۴) ن��ام��س��اوی ه��م ب��ن��اب��رای��ن .x ∈ Df ∩Dg ∩D۱ ∩D۲ آن��گ��اه x ∈ Dαf+βg ∩D اگ��ر

ی��ع��ن��ی ب��رق��رارن��د (١۵.۴) ن��ام��س��اوی ه��م و

|f(x)− a|< ϵ

۲(۱ + |α|)
, |g(x)− b|< ϵ

۲(۱ + |β|)
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ری��م دا م��ث��ل��ث ن��ام��س��اوی ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ال

|(αf + βg)(x)− (αa+ βb)| ≤ |α||f(x)− a|+|β||g(x)− b|

<
αϵ

۲(۱ + |α|)
+

βϵ

۲(۱ + |β|)

<
ϵ

۲
+

ϵ

۲
= ϵ

اس��ت. ش��ده اث��ب��ات (ال��ف) ح��ك��م ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و

ری��م دا ، lim
x→x۰

f(x) = aای��ن��ك��ه از ب��اش��د. دل��خ��واه ϵ > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض (ب)
�ر ه� �رای ب� �ه ك� دارد �ود وج� x۰ از D۱ = (x۰ − δ۱, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ۱) �ذوف �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه�

ری��م دا x ∈ Df ∩D۱

|f(x)− a|< ϵ

۲(۱ + |b|)
(١۶.۴)

x۰ از م��ح��ذوف��ی ه��م��س��ای��گ��ی در f ت��اب��ع ١.٢.۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س lim
x→x۰

f(x) = a ای��ن��ك��ه از ه��م��چ��ن��ی��ن
ی��ع��ن��ی دارد M > ۰ م��ان��ن��د ك��ران��ی D۲ = (x۰ − δ۲, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ۲) م��ان��ن��د

ری��م دا x ∈ Df ∩D۲ ه��ر ب��رای
|f(x)|≤ M (١٧.۴)

D۳ = (x۰ − δ۳, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ۳) م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی lim
x→x۰

g(x) = b ای��ن��ك��ه از ح��ال
ری��م دا x ∈ Dg ∩D۳ ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود

|g(x)− b|< ϵ

۲M
(١٨.۴)

�ون �د.(چ� �اش� �ی�ب� م� x۰ از �ی �ذوف� �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ه ك� D = D۱ ∩D۲ ∩D۳ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ون �ن� اك�
،x ∈ Df.g ∩D �م ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در �ر اگ� �د) �وده�ان� ب� x۰ از �ذوف��ی �ح� م� �ای �ی�ه� �گ� �ای� �س� �م� ه� D۳ و D۲ ،D۱

(١٧.۴) ،(١۶.۴) ن��ام��س��اوی س��ه ه��ر پ��س x ∈ Df ∩Dg ∩D۱ ∩D۲ ∩D۳ ص��ورت ای��ن در
و (١٧.۴) ،(١۶.۴) ن��ام��س��اوی�ه��ای و �ل��ث �ث� م� ن��ام��س��اوی از �ف��اده �ت� اس� ب��ا �اب��رای��ن �ن� ب� ب��رق��رارن��د. (١٨.۴) و

ری��م دا (١٨.۴)

|(f.g)(x)− ab| = |f(x)g(x)− bf(x) + bf(x)− ab|
= |f(x)(g(x)− b) + b(f(x)− a)|
≤ |f(x)||g(x)− b|+|b||f(x)− a|
≤ M.

ϵ

۲M
+ |b| ϵ

۲(۱ + |b|)
<

ϵ

۲
+

ϵ

۲
= ϵ



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١٣٢

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل (ب) ب��ره��ان ص��ورت ای��ن در ك��ه

ك��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه (ج)

lim
x→x۰

[
f

g

]
(x) =

a

b
⇔ lim

x→x۰

[
f(x)

g(x)
− a

b

]
= ۰

⇔ lim
x→x۰

bf(x)− ag(x)

bg(x)
= ۰

⇔ lim
x→x۰

۱

bg(x)
.(bf(x)− ag(x)) = ۰

و (ال��ف) �ه��ای �ت� �م� ق��س� �ه ب� �ه �ت��وج �ا ب� و lim
x→x۰

g(x) = b و lim
x→x۰

f(x) = a �ك��ه �ن� ای� �ه ب� �ه �ت��وج �ا ب� �ن��ون اك�
�م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ت اس� �ی �اف� ك� ۵.٢.۴ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� lim

x→x۰
(bf(x) − ag(x)) = ۰ �م ری� دا (ب)

lim
x→x۰

g(x) = b ̸= ۰ �ون چ� �ت اس� �دار �ران� ك� x۰ از �ذوف �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ك ی� در ۱
bg(x) �ع �اب� ت� �ه ك�

�ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ه ك� �م ری� دا �د ح� �ف ری� � �ع� ت� از ϵ = b۲

۲ �رای ب� �ال ح� lim
x→x۰

bg(x) = b۲ ̸= ۰ �س پ�
ری��م دا x ∈ Dg ∩D ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود D = (x۰ − δ, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ) م��ح��ذوف

ی��ا و |bg(x)− b۲|< b۲

۲

−b۲

۲
< bg(x)− b۲ <

b۲

۲
⇔ b۲

۲
< bg(x) <

۳

۲
b۲

⇔ ۰ <
۱

bg(x)
<

۲

b۲

⇒ | ۱

bg(x)
|< ۲

b۲
= M

�ب��ات اث� �ب �ی� �رت� ت� �ن �دی� ب� �ه ك� �ت اس� M �ران ك� دارای x۰ از D �ذوف �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� در ۱
bg(x) �ع �اب� ت� �ی �ن� �ع� ی�

اس��ت. ك��ام��ل ن��ی��ز (ج) ق��س��م��ت

اع��م��ال ج��ای م��ی�ت��وان ص��ورت��ی در ف��وق ق��ض��ی��ه در ك��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه اس��ت. (ج) ق��س��م��ت از خ��اص��ی ح��ال��ت (د)
ب��اش��ن��د. م��وج��ود آن��ه��ا در م��ؤث��ر ع��وام��ل ح��د ك��ه ك��رد ع��وض را ح��د و ت��ق��س��ی��م و ض��رب ج��م��ع، ج��ب��ری

x۰ از D �ح��ذوف م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� پ��س lim
x→x۰

f(x) = a �ه �ك� �ن� ای� از �د. �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� ف��رض (ه)

�اوی �س� �ام� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ال ح� .|f(x) − a|< ϵ �م ری� دا x ∈ Df ∩D �ر ه� �رای ب� �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م�
آن��گ��اه x ∈ Df ∩D اگ��ر ن��ت��ی��ج��ه در ||f(x)|−|a||< |f(x)− a| ری��م دا م��ث��ل��ث

||f(x)|−|a||< ϵ

lim
x→x۰

|f(x)|= |a| ی��ع��ن��ی
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ف��رض و lim
x→x۰

|f(x)|= ۰ ك��ن��ی��د ف��رض پ��س اس��ت ش��ده اث��ب��ات ش��رط ل��زوم ق��س��م��ت (ه) ق��س��م��ت ب��ه ب��ن��ا (و)
ك��ه اس��ت م��وج��ود x۰ از D م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی ح��د ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا ب��ن��اب��رای��ن ب��اش��د دل��خ��واه ϵ > ۰ ك��ن��ی��د
�ه ك� اس��ت �ی �ن� �ع� م� �ن �دی� ب� �ن ای� و |f(x)|< ϵ �ا ی� و ||f(x)|−۰|< ϵ �م ری� دا x ∈ D ∩Df �ر ه� �رای ب�

ن��ی��س��ت. ب��رق��رار غ��ی��رص��ف��ر اع��داد ب��رای (و) ك��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه . lim
x→x۰

f(x) = ۰

داد �ع��ه ت��وس� ت��واب��ع از �ن��اه��ی �ت� م� ت��ع��داد �ر ه� ب��رای م��ی�ت��وان را ف��وق �ی��ه ق��ض� �ق��راء �ت� اس� ك��م��ك ب��ه �ه ك� �ی��د �ای� �م� ن� �ه �ت��وج
آن��گ��اه ۱ ≤ k ≤ n ب��رای lim

x→x۰
fk(x) = ak اگ��ر ی��ع��ن��ی

lim
x→x۰

n∑
k=۱

αkfk(x) =
n∑

k=۱

αkak

ه��م��چ��ن��ی��ن ه��س��ت��ن��د. دل��خ��واه��ی ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ۱ ≤ k ≤ n ب��رای αk آن در ك��ه

lim
x→x۰

n∏
k=۱

fk(x) =
n∏

k=۱

ak

ه��س��ت��ن��د. غ��ی��رص��ف��ری ص��ح��ی��ح اع��داد n و m آن در ك��ه lim
x→۰

sinnx
sinmx م��ح��اس��ب��ه اس��ت م��ط��ل��وب .٩.٢.۴ م��ث��ال

ك��رد اس��ت��ف��اده ق��ب��ل ق��ض��ی��ه (ج) ق��س��م��ت ی��ع��ن��ی ق��س��م��ت خ��ارج ح��د از ن��م��ی�ت��وان ای��ن��ج��ا در م��س��ت��ق��ی��م ش��ك��ل ب��ه ح��ل.
�ن��اب��رای��ن ب� lim

x→۰

sinmx
mx = ۱ و lim

x→۰

sinnx
nx = ۱ ری��م دا ٩.١.۴ �ث��ال م� ب��ه �ا �ن� ب� �ا �ام .lim

x→۰
sinmx = ۰ زی��را

ری��م دا

lim
x→۰

sinnx

sinmx
= lim

x→۰

n

m

sinnx
nx

sinmx
mx

=
n

m

lim
x→۰

sinnx
nx

lim
x→۰

sinmx
mx

=
n

m

.lim
x→۰

sin(sin(sinx))
x م��ح��اس��ب��ه اس��ت م��ط��ل��وب .١٠.٢.۴ م��ث��ال

(ج) ٨.٢.۴ ی��ع��ن��ی ق��س��م��ت خ��ارج ح��د �ی��ه ق��ض� از ن��م��ی�ت��وان �اً �ی��م� �ت��ق� م��س� پ��س lim
x→۰

x = ۰ چ��ون �ن��ج��ا ای� در ح��ل.
ری��م دا lim

x→۰
sinx = ۰ ای��ن��ك��ه و ٩.١.۴ م��ث��ال ب��ه ب��ن��ا ح��د م��ح��اس��ب��ه ب��رای ك��رد. اس��ت��ف��اده

lim
x→۰

sin(sinx)

sinx
= ۱

ب��ن��اب��رای��ن lim
x→۰

sin(sin(sinx))
sin(sinx) = ۱ ت��رت��ی��ب ه��م��ی��ن ب��ه و

lim
x→۰

sin(sin(sinx))

x
= lim

x→۰

[
sin(sin(sinx))

sin(sinx)
.
sin(sinx)

sinx
.
sinx

x

]
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= lim
x→۰

sin(sin(sinx))

sin(sinx)
. lim
x→۰

sin(sinx)

sinx
. lim
x→۰

sinx

x
= ۱ × ۱ × ۱ = ۱

م��ی�پ��ردازی��م. س��ان��دوی��چ ی��ا ف��ش��ار ق��ض��ی��ه ب��ه م��ع��روف دی��گ��ری م��ه��م ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��ه اك��ن��ون

�م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� x۰ از �ی �ذوف� �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� در h و g ،f �ع �واب� ت� �رای ب� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١١.٢.۴ �ه �ی� �ض� ق�
اگ��ر ص��ورت ای��ن در و f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)

lim
x→x۰

f(x) = lim
x→x۰

h(x) = b

. lim
x→x۰

g(x) = b آن��گ��اه

�ای��گ��ی �م��س� ه� ای��ن در پ��س .f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) ری��م دا x۰ م��ح��ذوف �ای��گ��ی �م��س� ه� ی��ك در �ن��ك��ه ای� از اث��ب��ات.
ص��ورت ای��ن در ك��ه f(x)− b ≤ g(x)− b ≤ h(x)− b ری��م دا م��ح��ذوف

|g(x)− b|≤ max{|f(x)− b|, |h(x)− b|} ≤ |f(x)− b|+|h(x)− b|

(و) و �ف) (ال� ٨.٢.۴ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� lim
x→x۰

(h(x)− b) = ۰ و lim
x→x۰

(f(x)− b) = ۰ �ون چ� �ال ح�
. lim
x→x۰

g(x) = b دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا ، lim
x→x۰

(g(x)− b) = ۰ ری��م دا

.lim
x→۰

n
√

۱ + x = ۱ ده��ی��د ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ط��ب��ی��ع��ی ع��ددی n ك��ن��ی��د ف��رض .١٢.٢.۴ م��ث��ال

ری��م دا ف��ش��ار، ق��ض��ی��ه از اس��ت��ف��اده ب��ا ح��ل.
آن��گ��اه اس��ت). ۰ از ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك (ك��ه −۱ < x < ۱ اگ��ر

|x|< ۱ ⇒ ۰ < ۱ − |x|< ۱

⇒ ۰ < (۱ − |x|)n ≤ ۱ − |x|< ۱ + x

⇒ ۱ − |x|< n
√

۱ + x

ه��م��چ��ن��ی��ن

۱ < ۱ + |x| ⇒ (۱ + |x|)n ≥ ۱ + |x|≥ ۱ + x > ۰

⇒ ۱ + |x|≥ n
√

۱ + x

آن��گ��اه x ∈ (−۱,۱) اگ��ر ك��ه داده�ای��م ن��ش��ان ك��ن��ون ت��ا ب��ن��اب��رای��ن
۱ − |x|≤ n

√
۱ + x ≤ ۱ + |x|
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ری��م دا ف��ش��ار ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س lim
x→۰

(۱ − |x|) = lim
x→۰

(۱ + |x|) = ۱ ام��ا

lim
x→۰

n
√

۱ + x = ۱

�ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ك ی� در �ورت ص� �ن ای� در lim
x→x۰

f(x) = b ̸= ۰ و �ع �اب� ت� �ك ی� f �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١٣.٢.۴ �ه �ی� �ض� ق�
اس��ت. ع��لام��ت ه��م b ب��ا f ت��اب��ع x۰ م��ح��ذوف

ه��م��س��ای��گ��ی ح��د ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا ص��ورت ای��ن در ϵ = −b
۲ > ۰ ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در b < ۰ ك��ن��ی��د ف��رض اث��ب��ات.

x ∈ Df ∩D ه��ر ب��رای ک��ه اس��ت م��وج��ود x۰ از D = (x۰ − δ, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ) م��ح��ذوف

|f(x)− b|< − b

۲

م��ع��ادل ط��ور ب��ه ی��ا
b

۲
< f(x)− b < − b

۲
⇔ ۳b

۲
< f(x) <

b

۲
< ۰

f(x) < ۰ ری��م دا ب��اش��د ش��ده ری��ف ت��ع�� f ت��اب��ع ك��ه ن��ق��اط��ی ت��م��ام ب��رای x۰ از D م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی ب��رای ی��ع��ن��ی
اس��ت. b ع��لام��ت ه��م ك��ه

م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ری��ن ت��م�� ع��ن��وان ب��ه ك��ه اس��ت اث��ب��ات ق��اب��ل م��ش��اب��ه ص��ورت ب��ه b > ۰ ح��ال��ت

داش��ت ت��وج��ه ب��ای��د ام��ا م��ی�ك��ن��د ح��ف��ظ را ح��ق��ی��ق��ی اع��داد در ”≤” زی��ی ج�� ت��رت��ی��ب ح��د ك��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اك��ن��ون
ن��ن��م��ای��د. ح��ف��ظ را ح��ق��ی��ق��ی اع��داد در ”<” ك��ل��ی ت��رت��ی��ب ح��د اس��ت م��م��ك��ن ك��ه

.١۴.٢.۴ ق��ض��ی��ه

م��ی�ك��ن��د. ح��ف��ظ را ح��ق��ی��ق��ی اع��داد در زی��ی ج�� ت��رت��ی��ب ح��د (ال��ف)
و lim
x→x۰

f(x) و f(x) ≤ g(x) ،x۰ از �ی �ذوف� �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� در g و f �ع �واب� ت� �رای ب� �ر اگ� �ی �ن� �ع� ی�

آن��گ��اه ب��اش��ن��د م��وج��ود lim
x→x۰

g(x)

lim
x→x۰

f(x) ≤ lim
x→x۰

g(x)

ن��م��ی�ك��ن��د. ح��ف��ظ را ح��ق��ی��ق��ی اع��داد در ك��ل��ی ت��رت��ی��ب ح��د ك��ل��ی ح��ال��ت در (ب)
�ا �ام f(x) < g(x) �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� g و f �ع �واب� ت� �رای ب� �ت اس� �ن �ك� �م� م� �ی �ن� �ع� ی�

lim
x→x۰

f(x) = lim
x→x۰

g(x)

اث��ب��ات.

ب��اش��ی��م داش��ت��ه x۰ از D۱ م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی در ك��ن��ی��د ف��رض (ال��ف)
ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ص��ورت درای��ن خ��ل��ف). (ف��رض lim

x→x۰
f(x) > lim

x→x۰
g(x)ام��ا f(x) ≤ g(x)

ری��م دا (ال��ف) ٨.٢.۴
lim
x→x۰

f(x)− lim
x→x۰

g(x) > ۰ ی��ا lim
x→x۰

(f(x)− g(x)) > ۰
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اس��ت م��ث��ب��ت ،D۲ م��ان��ن��د x۰ از م��ح��ذوف��ی ه��م��س��ای��گ��ی در f − g ت��اب��ع ١٣.٢.۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ن��ت��ی��ج��ه در
ب��رای و اس��ت x۰ م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك D ص��ورت ای��ن در D = D۱ ∩D۲ ده��ی��م ق��رار اگ��ر ح��ال

ری��م دا x ∈ D ه��ر
f(x) ≤ g(x), f(x)− g(x) > ۰

�ل��ف خ� �رض ف� �س پ� �ت. اس� �اق��ض �ن� ت� �ك ی� �ه ك� f(x) > g(x) و f(x) ≤ g(x) �ادل �ع� م� �ور ط� �ه ب� �ا ی� و
اس��ت. ش��ده اث��ب��ات ق��ض��ی��ه (ال��ف) ب��ن��د ی��ع��ن��ی اس��ت ب��اط��ل

�م ری� دا ۰ �ذوف �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ر ه� در �ه ك� g(x) = x۲ و f(x) = ۰ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در (ب)
.lim
x→۰

f(x) = lim
x→۰

g(x) = ۰ ری��م دا f(x)ام��ا < g(x)

راس��ت ح��د و چ��پ ح��د ٣.۴

دارای �ع �اب� ت� �ن ای� �م. �وری� �ی�خ� �رم� ب� f(x) =

 x
|x| x ̸= ۰

۰ x = ۰
�ع �اب� ت� �ون �چ� �م� ه� �ی �ع� �واب� ت� �ه ب� �د ح� �وم �ه� �ف� م� �ه �ع� �ال� �ط� م� در

اس��ت: زی��ر ن��م��ودار

1

2

−1

−2

−1−2 1 2
b x

y

.f(x) ت��اب��ع ن��م��ودار :١.۴ ش��ک��ل

ح��د دارای «۰» در �اب��ع ت� ای��ن اس��ت. −۱ �اب��ع ت� �دار �ق� م� x < ۰ ب��رای و ۱ �اب��ع ت� �دار �ق� م� x > ۰ ب��رای �ن��ی �ع� ی�
در f �ع �اب� ت� �پ چ� �د ح� و راس��ت �د ح� را �ا �ه� آن� �ه ك� �رد ك� �ان �ی� ب� �د ح� �ه ب� �ه �ت� �س� واب� ری��ف � �ع� ت� دو �وان �ی�ت� م� «۰» در و �س��ت �ی� ن�

ن��ام��ی��م. «۰» ن��ق��ط��ه
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چ��پ ح��د و راس��ت ح��د ت��ع��ری��ف ١.٣.۴

ت��اب��ع ی��ا اس��ت b ب��راب��ر x۰ ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع راس��ت ح��د ك��ه گ��وی��ی��م ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ت��اب��ع ی��ك f ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض
�ش �ای� �م� ن� lim

x→x+
۰

f(x) = b �اد �م� ن� �ا ب� را آن و �د �ن� �ی�ك� م� �ل �ی� م� x۰ �ه ب� �ت راس� از x �ی �ت� وق� �د �ن� �ی�ك� م� �ل �ی� م� b �ه ب� f

x ∈ Df ه��ر ب��رای �ه ك� �م��ی ق��س� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� وج��ود δ �ن��د �ان� م� �ت��ی �ب� �ث� م� ع��دد ϵ > ۰ ه��ر ب��رای �اه گ� �ر ه� �م. �ی� م��ی�ده�
ط��ور ای��ن م��ی�ت��وان را ف��وق ری��ف ت��ع�� ه��م��س��ای��گ��ی ص��ورت ب��ه ك��ه ،|f(x)− b|< ϵ آن��گ��اه ۰ < x− x۰ < δ اگ��ر
داش��ت��ه ،x ∈ D ∩Df ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��د م��وج��ود D = (x۰, x۰ + δ) ب��ازه ،ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ك��ه ك��رد ب��ی��ان

.|f(x)− b|< ϵ ب��اش��ی��م
�دد ع� ،ϵ > ۰ �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �ت اس� b �ر �راب� ب� x۰ �ه �ط� �ق� ن� در f �ع �اب� ت� �پ چ� �د ح� �ه ك� �م ری� دا �ه �اب� �ش� م� �ق ری� � ط� �ه ب�
�ه ب� �ا ی� و |f(x) − b|< ϵ �اه �گ� آن� ۰ < x۰ − x < δ �ر اگ� ،x ∈ Df �ر ه� �رای ب� �ه ك� �د �اش� ب� �ود �وج� م� δ > ۰

داش��ت��ه x ∈ D ∩Df ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��د م��وج��ود D = (x۰ − δ, x۰) ب��ازه ،ϵ > ۰ ه��ر ب��رای دی��گ��ر ع��ب��ارت
ب��ه م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش lim

x→x−
۰

f(x) = b ن��م��اد ب��ا را x۰ ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع چ��پ ح��د ،|f(x)− b|< ϵ ب��اش��ی��م

lim
x→۰−

f(x) = −۱ ام��ا lim
x→۰+

f(x) = ۱ ری��م دا ش��د م��ط��رح ب��ح��ث اب��ت��دای در ك��ه f ت��اب��ع در م��ث��ال ع��ن��وان

�ت �اب� ث� �ع �اب� ت� ۰ از �ر �ت� �م� ك� و �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ر �ادی� �ق� م� در �ع �اب� ت� �ون (چ� δ > ۰ �ر ه� �رای ب� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �ر اگ� �را زی�
ن��ت��ی��ج��ه در f(x) = ۱ آن��گ��اه ،۰ < x− ۰ < δ اگ��ر ری��م دا اس��ت) ϵ ان��ت��خ��اب از م��س��ت��ق��ل δ ان��ت��خ��اب اس��ت

|f(x)− ۱|= ۰ < ϵ

ن��ت��ی��ج��ه در ،f(x) = −۱ آن��گ��اه −δ < x < ۰ م��ع��ادل ط��ور ب��ه ی��ا ۰ < ۰ − x < δ اگ��ر ت��رت��ی��ب ه��م��ی��ن ب��ه و

|f(x)− (−۱)|= |−۱ − (−۱)|= ۰ < ϵ

�ر �ادی� �ق� م� �ت �م� س� از x �ه ك� �ی �ت� وق� �ت اس� �رح �ط� م� f �ع �اب� ت� �د ح� �ت اس� �ی �ن� �ع� م� �ن� �دی� ب� lim
x→x+

۰

f(x) �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت�

�ت اس� �رح �ط� م� f �ع �اب� ت� �د ح� lim
x→x−

۰

f(x) در و x− x۰ > ۰ �ی �ن� �ع� ی� �د �ن� �ی�ك� م� �ل �ی� م� x۰ �م��ت س� �ه ب� x از �ر �ت� �ش� �ی� ب�

.x− x۰ < ۰ ی��ع��ن��ی م��ی�ك��ن��د x۰ س��م��ت ب��ه x از ك��م��ت��ر م��ق��ادی��ر س��م��ت از x ك��ه وق��ت��ی

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د دل��خ��واه n ∈ Z ك��ن��ی��د ف��رض ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را f(x) = [x] ت��اب��ع .١.٣.۴ م��ث��ال

lim
x→n+

[x] = n = [n] (ال��ف)

lim
x→n+

[x] = n− ۱ (ب)

lim
x→x۰ ̸∈Z

[x] = [x۰] (ج)

ح��ل.
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�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت ص� �ن .درای� n < x < n + ۱ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� و �د �اش� ب� �واه �خ� دل� n ∈ Z �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (ال��ف)
اس��ت. �اب��ت ث� �ی �ع� �اب� ت� �ح �ی� �ح� ص� �زء ج� �اب��ع ت� �ه �ل� �اص� ف� ای��ن در �ن��ی �ع� ی� [x] = n �م ری� دا x �ی��ح �ح� ص� �زء ج� ری��ف � �ع� ت�
�ت اس� �ل �ق� �ت� �س� م� ϵ �دار �ق� م� از و �وده ب� �ه �ت� �س� واب� x �ت �دودی� �ح� م� �ه ب� �ط �ق� ف� δ �اب �خ� �ت� ان� ،ϵ > ۰ �رای ب� �س پ�
پ��س δ < ۱ چ��ون ۰ < x۰ − n < δ اگ��ر ص��ورت ای��ن در ۰ < δ < ۱ ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در ب��ن��اب��رای��ن

ری��م دا و n < x < n+ ۱ ی��ع��ن��ی ۰ < x۰ − n < ۱

|[x]− n|= |n− n|= ۰ < ϵ

�م ری� دا �ح �ی� �ح� ص� �زء ج� �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت ص� �ن ای� در n − ۱ < x < n �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (ب)
�ون چ� ۰ < n− x < δ �ر اگ� �ال ح� ۰ < δ < ۱ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در ϵ > ۰ �رای ب� .[x] = n− ۱

.[x] = n − ۱ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در ،n − ۱ < x < n �ا ی� و ۰ < n − x < ۱ �م: ری� دا �س پ� δ < ۱

ری��م: دا ب��ن��اب��رای��ن
|[x]− (n− ۱)|= |n− ۱ − (n− ۱)|= ۰ < ϵ

�م �دی� دی� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �اه �گ� �ت� دس� اول �ل �ص� ف� در �ه ك� �ه �چ� آن� �ه ب� �ا �ن� ب� �ورت ص� �ن ای� در ،x۰ ̸∈ Z �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (ج)
در n < x۰ < n+ ۱ �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� n ∈ Z �رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� (١٢.۴.١ �ه �ی� �ض� (ق�
�ت �اب� ث� �ی �ع� �اب� ت� n + ۱ و n �ه �ل� �اص� ف� در �ع �اب� ت� �ون چ� ،ϵ > ۰ �رای ب� �ورت ص� �ن ای� در .n = [x۰] �ع واق�
δ ان��ت��خ��اب در ب��ای��د را x۰ اط��راف در م��ح��دودی��ت ف��ق��ط ب��ل��ك��ه ن��دارد ب��س��ت��گ��ی ϵ ب��ه δ ان��ت��خ��اب پ��س اس��ت

ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای گ��رف��ت ن��ظ��ر در
۰ < δ ≤ min{x۰ − n, n+ ۱ − x۰}

�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �س پ� −δ < −x + x۰ < δ �ورت ص� �ن ای� در |x − x۰|< δ �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ال ح�
ری��م دا δ ان��ت��خ��اب

x۰ − n− ۱ < −x+ x۰ < x۰ − n ⇔ −(n+ ۱) < −x < −n

⇔ n < x < n+ ۱

⇒ [x] = n = [x۰]

⇒ |[x]− [x۰]|= ۰ < ϵ

�ازد. �ی�س� م� �وط رب� � م� �ت، راس� و �پ چ� �د ح� �ود وج� �ا ب� را �د ح� �ود وج� �ه ك� �م �ردازی� �ی�پ� م� �ه�ای �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �ه ب� �ون �ن� اك�
دارد. ب��س��ی��اری رب��رد ك��ا ض��اب��ط��ه�ای چ��ن��د ت��واب��ع ب��رای م��رزی ن��ق��اط در ح��د وج��ود اث��ب��ات در ق��ض��ی��ه ای��ن ب��ه�خ��ص��وص

ك��ه اس��ت آن lim
x→x۰

f(x) = b آن��ك��ه ب��رای ك��اف��ی و لازم ش��رط .٢.٣.۴ ق��ض��ی��ه
lim

x→x+
۰

f(x) = lim
x→x−

۰

f(x) = b
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ری��ف � �ع� ت� �ه ب� �ا �ن� ب� �ورت ص� ای��ن در �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ و lim
x→x۰

f(x) = b �ی��د �ن� ك� ف��رض ش��رط: ل��زوم اث��ب��ات.
�ر ه� �رای ب� �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� x۰ از D = (x۰ − δ, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ) �ذوف �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �د ح�
x ∈ (x۰ − δ, x۰) ∩Df ⊆ D ∩Df �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ال ح� .|f(x) − b|< ϵ �م ری� دا x ∈ D ∩Df

ی��ع��ن��ی: |f(x)− b|< ϵ ری��م دا آم��د ب��الا در ك��ه آن��چ��ه ب��ه ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د دل��خ��واه
lim

x→x−
۰

f(x) = a

ب��ن��ا پ��س (x۰, x۰ + δ)∩Df ⊆ D ∩Df چ��ون ب��اش��د دل��خ��واه x ∈ (x۰, x۰ + δ)∩Df اگ��ر ه��م��چ��ن��ی��ن
اث��ب��ات ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و lim

x→x+
۰

f(x) = a دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ع��ن��ی |f(x)− b|< ϵ ری��م دا دی��دی��م ب��الا در آن��چ��ه

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ش��رط ل��زوم
از �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ و lim

x→x+
۰

f(x) = lim
x→x−

۰

f(x) = b �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �س: �ك� �ع� �ال� ب�

ك��ه: اس��ت م��وج��ود δ۱ > ۰ پ��س lim
x→x+

۰

f(x) = b ای��ن��ك��ه

ری��م دا x ∈ (x۰, x۰ + δ۱) ∩Df ه��ر ب��رای
|f(x)− b|< ϵ (١٩.۴)

ك��ه: اس��ت م��وج��ود δ۲ > ۰ پ��س lim
x→x+

۰

f(x) = b ای��ن��ك��ه از و

ری��م دا x ∈ (x۰ − δ۲, x۰) ∩Df ه��ر ب��رای
|f(x)− b|< ϵ (٢٠.۴)

،۰ < δ ≤ min{δ۱, δ۲} ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر �در ح��ال
پ��س ب��رق��رارن��د ٢٠.۴ ی��ا و ١٩.۴ ی��ا ری��م دا x ∈ (x۰ − δ, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ) ∩Df اگ��ر ص��ورت� ای��ن� در

. lim
x→x۰

f(x) = b ی��ع��ن��ی |f(x)− b|< ϵ ری��م دا

ن��ی��س��ت. م��وج��ود (n ∈ Z) ، lim
x→n

[x] ده��ی��د ن��ش��ان .٣.٣.۴ م��ث��ال

�م ری� دا (ب) ١.٣.۴ �ه ب� �ا �ن� ب� و lim
x→n+

[x] = n �م ری� دا �ف) (ال� ١.٣.۴ �ال �ث� م� �ه ب� �ا �ن� ب� �ل. ح�
ن��دارد. وج��ود lim

x→n
[x] ف��وق ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س lim

x→n+
[x] ̸= lim

x→n−
[x] پ��س lim

x→n−
[x] = n− ۱

ب��ه �ه ك� �د دارن� راس��ت ح��د و چ��پ ح��د در �ادل��ی �ع� م� ح��د �ای��ای ق��ض� �ام �م� ت� �ه ك� �م��ود ن� ب��ررس��ی م��ی�ت��وان .۴.٣.۴ م��لاح��ظ��ه
م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ری��ن ت��م�� ع��ن��وان ب��ه ك��ه م��ی�ش��ون��د اث��ب��ات م��ش��اب��ه ك��ام��لا روش��ی

.lim
x→۰

x[۱x ] = ۱ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵.٣.۴ م��ث��ال
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ری��م دا ص��ح��ی��ح ج��زء ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا ح��ل.
۱

x
− ۱ <

[
۱

x

]
≤ ۱

x
(٢١.۴)

ص��ورت ای��ن در ،x > ۰ اگ��ر ح��ال

x(
۱

x
− ۱) < x[

۱

x
] ≤ x.

۱

x

�ار �ش� ف� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� ، lim
x→۰+

(۱ − x) = lim
x→۰+

۱ = ۱ �ون چ� �ال ح� ۱ − x < x[۱x ] ≤ ۱ �ی �ن� �ع� ی�
ری��م دا راس��ت ح��د ب��رای

lim
x→۰+

x

[
۱

x

]
= ۱

ری��م دا ٢١.۴ از ص��ورت ای��ن در x < ۰ اگ��ر و

x(
۱

x
− ۱) > x

[
۱

x

]
≥ x.

۱

x

�رای ب� �ار �ش� ف� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� پ��س lim
x→۰−

(۱ − x) = lim
x→۰−

۱ = ۱ �ون چ� و ۱ − x > x[۱x ] ≥ ۱ �ن��ی �ع� ی�
ری��م دا چ��پ ح��د

lim
x→۰−

x

[
۱

x

]
= ۱

.lim
x→۰

x[۱x ] = ۱ ری��م دا ٢.٣.۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ب��ن��اب��رای��ن

ب��ی��ن��ه��ای��ت ح��د و ب��ی��ن��ه��ای��ت در ح��د ۴.۴

و م��ی�گ��رف��ت ان��ج��ام ن��ق��ط��ه آن در ح��دگ��ی��ری ك��ه ن��ق��ط��ه�ای ه��م ح��الات ت��م��ام در ك��رده�ای��م ب��ررس��ی ك��ه را ح��ده��ای��ی اك��ن��ون ت��
�داد اع� دو �ر ه� �ا ی� �ی �ك� ی� �ه ك� �م �ردازی� �پ� ب� �ی �الات� ح� �ی �ررس� ب� �ه ب� �م �ی� �واه� �ی�خ� م� �ال ح� �د. �ودن� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �د، ح� �ر �ادی� �ق� م� �م ه�
�ر ب� �د �ودن� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� دو �ر ه� �د ح� �دار �ق� م� و �ری �ی� �دگ� ح� �ه �ط� �ق� ن� �ه ك� �ی �ت� �ال� ح� در �د ح� ری��ف � �ع� ت� �ون چ� �د �ن� �اش� �ب� ن� �ی �ق� �ی� �ق� ح�
و −∞ ،+∞ از ه��م��س��ای��گ��ی م��ف��ه��وم ن��ی��ز ج��دی��د ح��ال��ت ای��ن در ك��ه اس��ت لازم پ��س ب��ود ه��م��س��ای��گ��ی ری��ف ت��ع�� اس��اس
س��ای��ر در و رف��ت خ��واه��د ك��ار ب��ه ب��خ��ش ای��ن در ص��رف��اً ن��م��اد ای��ن ك��ه اس��ت ±∞ ، ∞ از م��ن��ظ��ور ای��ن��ج��ا (در را ∞
ن��م��ای��ی��م. ری��ف ت��ع�� گ��ردد) ذك��ر ری��ح��اً ص�� آن خ��لاف آن��ك��ه م��گ��ر رف��ت خ��واه��ن��د ب��ك��ار م��ع��ن��ی ی��ك ب��ه +∞ و ∞ م��وارد

∞ و −∞ ،+∞ ه��م��س��ای��گ��ی ت��ع��ری��ف ١.۴.۴

از �ت اس� �ارت �ب� ع� +∞ از �ی� �گ� �ای� �س� �م� ه� �ك� ی� �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� �واه� �خ� دل� M > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف�
�ك ی� و {x ∈ R : x < −M} از �ت اس� �ارت �ب� ع� −∞ از �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ك ی� و {x ∈ R ;x ∈ M}

.{x ∈ R : |x|> M}از اس��ت ع��ب��ارت ∞ از ه��م��س��ای��گ��ی
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ن��م��اده��ای م��ی�ت��وان��ی��م اك��ن��ون ه��م ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب

lim
x→x+

۰

f(x) = −∞

lim
x→−∞

f(x) = +∞

lim
x→∞

f(x) = +∞

lim
x→x−

۰

f(x) = −∞

lim
x→x۰

f(x) = +∞

lim
x→x۰

f(x) = −∞

lim
x→∞

f(x) = +∞

lim
x→x+

۰

f(x) = +∞

lim
x→∞

f(x) = +∞ و lim
x→x+

۰

f(x) = ∞ ن��م��ون��ه �ن��وان ع� ب��ه ك��ه �ی��م �ن� ك� ری��ف ت��ع�� را �ب��ی��ل ق� ای��ن از ... و

م��ی�ن��م��ای��ی��م. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه را ح��الات ب��ق��ی��ه ت��ع��اری��ف و م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� را
ب��رای ك��ه اس��ت م��ع��ن��ی ب��دی��ن� lim

x→x+
۰

f(x) = ∞ ری��م دا ∞ و +∞ ه��م��س��ای��گ��ی�ه��ای ت��ع��اری��ف ب��ه ت��وج��ه ب��ا

|f(x)|> M ب��اش��ی��م داش��ت��ه x ∈ Df ∩ (x۰, x۰ + δ) ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��د م��وج��ود δ > ۰ Mع��دد > ۰ ه��ر
�ن �دی� ب� lim

x→∞
f(x) = +∞ و . lim

x→x+
۰

|f(x)|= +∞ �ا ب� �ت اس� �ادل �ع� م� �ف ری� � �ع� ت� �ن ای� �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت� و

�ه �ت� داش� |x|> N �ه ك� x ∈ Df �ر ه� �رای ب� �ه ك� اس��ت �ود �وج� م� N > ۰ �دد ع� M > ۰ �ر ه� �رای ب� �ه ك� اس��ت �ن��ی �ع� م�
.f(x) > M ب��اش��ی��م

. lim
x→∞

۱
xn = ۰ ص��ورت ای��ن در ،n ∈ N ك��ن��ی��د ف��رض .١.۴.۴ م��ث��ال

و x ̸= ۰ �ر اگ� �ورت ص� �ن ای� در .M > ۱
n
√
ϵ
�م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�

.|xn − ۰|= ۱
|xn| < ϵ ن��ت��ی��ج��ه در و |x|n> ۱

ϵ ی��ا و |x|> ۱
n
√
ϵ
آن��گ��اه |x|> M

ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو b۲ و b۱ آن در ك��ه lim
x→∞

g(x) = b۲ و lim
x→∞

f(x) = b۱ ك��ن��ی��د ف��رض .٢.۴.۴ ق��ض��ی��ه
ص��ورت ای��ن در ه��س��ت��ن��د

(۱) lim
x→∞

(f ± g)(x) = b۱ ± b۲ (۲) lim
x→∞

(f.g)(x) = b۱.b۲

(۳) lim
x→∞

(f/g)(x) = b۱
b۲
, b۲ ̸= ۰ (۴) lim

x→∞
|f(x)|= |b۱|

(۵) lim
x→∞

n
√

f(x) = n
√

b۱

.b۱ > ۰ ب��ای��د ب��اش��د زوج n اگ��ر ك��ه

�ه ب� �ن ری� � �م� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� آن �ات �ب� اث� و �ود �ی�ش� م� �ات �ب� اث� �ی �ول� �م� �ع� م� �د ح� در �ه �اب� �ش� م� �ای �ای� �ض� ق� �ه �ی� �ب� ش� �ه �ی� �ض� ق� �ن ای� اث��ب��ات.
م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده

اس��ت. ب��رق��رار ن��ی��ز x → −∞ ی��ا و x → +∞ ك��ه وق��ت��ی ف��وق ق��ض��ی��ه ن��ظ��ی��ر .٣.۴.۴ ی��ادآوری
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ن��ی��س��ت. م��وج��ود lim
x→+∞

sinx ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۴.۴.۴ م��ث��ال

ای��ن در .ϵ = ۱
۲ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ل��ف) خ� (ف��رض �د �اش� ب� b �ر �راب� ب� و �ود �وج� م� �وق ف� �د ح� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�

|sinx− b|< ۱
۲ آن��گ��اه x > M اگ��ر ،x ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود M م��ث��ب��ت ع��دد ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا ص��ورت

M از دو ه��ر x۲ = (۲n− ۱
۲)π و x۱ = (۲n+ ۱

۲)π ك��ه �م ری� � �ی� م��ی�گ� �ر ن��ظ� در �ن��ان چ� را n �ع��ی �ی� �ب� ط� ع��دد
ری��م دا ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د ب��زرگ��ت��ر

|sinx۱ − b| = |sin(۲nπ +
π

۲
)− b|= |۱ − b|< ۱

۲

|sinx۲ − b| = |sin(۲nπ − π

۲
)− b|= |−۱ − b|= |۱ + b|< ۱

۲

م��ث��ل��ث ن��ام��س��اوی از اس��ت��ف��اده ب��ا و |۱ + b|+|۱ − b|< ۱ ری��م دا ط��رف��ی��ن ك��ردن ج��م��ع ب��ا ح��ال
۲ = |۱ + b+ ۱ − b|< ۱

ن��ی��س��ت. م��وج��ود ب��ح��ث م��ورد ح��د ی��ع��ن��ی اس��ت ب��اط��ل خ��ل��ف ف��رض ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت، ت��ن��اق��ض ی��ك ك��ه

. lim
x→۱

x
x−۱ = ∞ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵.۴.۴ م��ث��ال

�د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ور، �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� lim
x→۱

| x
x−۱ |= +∞ �ه ك� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ت اس� �ی �اف� ك� �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ا �ن� ب� �ل. ح�

ری��م دا x ̸= ۱ ه��ر ب��رای ن��ت��ی��ج��ه در ،۰ < δ < ۱
M+۱ ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در ص��ورت ای��ن در ب��اش��د Mدل��خ��واه > ۰

ن��ت��ی��ج��ه در ۱
|x−۱| > M + ۱ ی��ا و |x− ۱|< ۱

M+۱ پ��س δ < ۱
M+۱ چ��ون آن��گ��اه |x− ۱|< δ اگ��ر

M <
۱

|x− ۱|
− ۱ = | ۱

x− ۱
|−|۱|

ری��م دا م��ث��ل��ث ن��ام��س��اوی ب��ه ت��وج��ه ب��ا و

M < | ۱

x− ۱
|−|۱|≤ | ۱

x− ۱
+ ۱|= |۱ + x− ۱

x− ۱
|

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��ث��ال ح��ل ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و | x
x−۱ |> M دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا و

و +∞ ،∞ �ون چ� �ا �ام lim
x→۱+

x
x−۱ = +∞ و lim

x→۱−
x

x−۱ = −∞ �ا �ج� �ن� ای� در �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت�

ن��ب��اش��ن��د. ب��رق��رار ب��ی��ن��ه��ای��ت ح��د ب��رای اس��ت م��م��ك��ن دی��دی��م ح��د ب��اره در ك��ه ق��ض��ای��ای��ی ب��ن��اب��رای��ن ن��ی��س��ت��ن��د ع��دد −∞

−∞ و +∞ ،∞ ن��م��اده��ای از ی��ك��ی ی��ا و ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ی��ك x۰ و ث��اب��ت ع��ددی c ك��ن��ی��د ف��رض .۶.۴.۴ ق��ض��ی��ه
lim
x→x۰

(f + g)(x) = ∞ �اه �گ� آن� lim
x→x۰

g(x) = c و lim
x→x۰

f(x) = ∞ �ر اگ� �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب�
ب��ود. خ��واه��د ب��اق��ی خ��ود ق��وت ب��ه ه��م��چ��ن��ان ق��ض��ی��ه ن��م��ای��ی��م ∞ زی��ن ج��ای��گ�� را −∞ ی��ا +∞ اگ��ر ه��م��چ��ن��ی��ن

م��ی�ب��اش��د. خ��وان��ن��ده ع��ه��ده ب��ه اث��ب��ات اث��ب��ات.
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�د. �اش� ب� −∞ �ا ی� و +∞ ،∞ �اده��ای �م� ن� از �ك��ی ی� �ا ی� �ی �ق� �ی� �ق� ح� ع��ددی x۰ و c ̸= ۰ �م �ی� �ن� ك� ف��رض .٧.۴.۴ �ی��ه ق��ض�
ص��ورت ای��ن در

lim
x→x۰

(f.g)(x) =

{
+∞ c > اگ��ر۰
−∞ c < اگ��ر۰

آن��گ��اه lim
x→x۰

g(x) = c و lim
x→x۰

f(x) = +∞ اگ��ر (ال��ف)

lim
x→x۰

(f.g)(x) =

{
−∞ c > اگ��ر۰
+∞ c < اگ��ر۰

آن��گ��اه lim
x→x۰

g(x) = c و lim
x→x۰

f(x) = −∞ اگ��ر (ب)

م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه اث��ب��ات.

x۰ م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك در ك��ه اس��ت آن lim
x→x۰

f(x) = +∞ ب��رای ك��اف��ی و لازم ش��رط .٨.۴.۴ ق��ض��ی��ه

. lim
x→x۰

۱
f(x) = ۰ و f(x) > ۰ ب��اش��ی��م داش��ت��ه

ب��رای lim
x→x۰

f(x) = +∞ ای��ن��ك��ه از ص��ورت ای��ن در ب��اش��د دل��خ��واه ϵ > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض ش��رط: ل��زوم اث��ب��ات.

x �ر ه� �رای ب� �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� D = (x۰ − δ, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ) �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �م ری� دا M = ۱
ϵ > ۰

�ر اگ� x ∈ Df �ر ه� �رای ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در ۰ < ۱
f(x) <

۱
M = ϵ �ا ی� و f(x) > M �م ری� دا x ∈ D ∩Df �ه ك�

و f(x) > ۰ آن��گ��اه x ∈ D∣∣∣∣ ۱

f(x)
− ۰

∣∣∣∣ = ۱

f(x)
< ϵ

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ش��رط ل��زوم اث��ب��ات ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و
x۰ از D۱ = (x۰ − δ۱, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ۱) �ذوف �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �س: �ك� �ع� �ال� ب�
�ات �ب� اث� �رای ب� lim

x→x۰

۱
f(x) = ۰ و f(x) > ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� x ∈ Df ∩D۱ �ر ه� �رای ب� �ه ك� �د �اش� ب� �ود �وج� م�

�ه �ك� �ن� ای� از .ϵ = ۱
M > ۰ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �د. �اش� ب� �واه �خ� دل� M > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� ، lim

x→x۰
f(x) = +∞

�ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� x۰ از D۲ = (x۰ − δ۲, x۰) ∪ (x۰, x۰ + δ۲) �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �س پ� lim
x→x۰

۱
f(x) = ۰

ری��م دا x ∈ Df ∩D۲ ه��ر ∣∣∣∣ب��رای ۱

f(x)

∣∣∣∣ < ۱

M

و �ود ب� �د �واه� خ� x۰ از �ی �ذوف� �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� D �ورت ص� ای��ن در �ه ك� D = D۱ ∩D۲ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ال ح�
.f(x) > M �ا ی� و ۱

f(x) <
۱
M �رای��ن �اب� �ن� ب� f(x) > ۰ و | ۱

f(x) |<
۱
M �م ری� دا x ∈ D ∩Df �ر ه� �رای ب�

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل اث��ب��ات ب��ن��اب��رای��ن

م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك در ك��ه اس��ت آن lim
x→x۰

f(x) = −∞ آن��ك��ه ب��رای ك��اف��ی و لازم ش��رط .٩.۴.۴ ق��ض��ی��ه

. lim
x→x۰

۱
f(x) = ۰ و f(x) < ۰ ،x۰

.٨.۴.۴ ق��ض��ی��ه ش��ب��ی��ه اث��ب��ات.
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�ه �ت� داش� x۰ از D �ح��ذوف م� �گ��ی �ای� �س� �م� ه� ی��ك در g و f �ق��ی �ی� �ق� ح� �ع �اب� ت� دو �رای ب� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� ف��رض .١٠.۴.۴ �ی��ه ق��ض�
. lim
x→x۰

f(x) = +∞ ص��ورت ای��ن در lim
x→x۰

g(x) = +∞ و g(x) ≤ f(x) ب��اش��ی��م

،x ∈ Dg ∩D۱ �ر ه� �رای ب� �ه ك� اس��ت �ود �وج� م� x۰ از D۱ �ح��ذوف م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� ٨.۴.۴ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� اث��ب��ات.
D۲ �ورت ص� �ن ای� در D۲ = Df ∩ D۱ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در . lim

x→x۰

۱
g(x) = ۰ و g(x) > ۰ �م ری� دا

و f(x) > ۰ �ا ی� و ۰ < g(x) ≤ f(x) �م ری� دا x ∈ D۲ �ر ه� �رای ب� و �وده ب� x۰ از �ی �ذوف� �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه�
(س��ان��دوی��چ) ف��ش��ردگ��ی ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ، lim

x→x۰

۱
g(x) = ۰ ای��ن��ك��ه از x ∈ D۲ ه��ر ب��رای ب��ن��اب��رای��ن ۱

f(x) ≤
۱

g(x)

. lim
x→x۰

f(x) = +∞ ری��م دا ٨.۴.۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س lim
x→x۰

۱
f(x) = ۰ ری��م دا

�ه �ت� داش� x۰ از D �ح��ذوف م� �گ��ی �ای� �س� �م� ه� ی��ك در g و f �ق��ی �ی� �ق� ح� �ع �اب� ت� دو �رای ب� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� ف��رض .١١.۴.۴ �ی��ه ق��ض�
. lim
x→x۰

g(x) = −∞ ص��ورت ای��ن در lim
x→x۰

f(x) = −∞ و g(x) ≤ f(x) ب��اش��ی��م

.١٠.۴.۴ ب��ره��ان ش��ب��ی��ه اث��ب��ات.

�ن ای� در �د. �اش� ب� ∞ �ا ی� و −∞ ،+∞ �ی، �ق� �ی� �ق� ح� �ددی ع� b �ی، �ق� �ی� �ق� ح� �ی �ع� �اب� ت� f �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١٢.۴.۴ �ه �ی� �ض� ق�
ص��ورت

lim
x→۰+

f(۱
x) = b ك��ه اس��ت آن lim

x→+∞
f(x) = b ك��ه آن ب��رای ك��اف��ی و لازم ش��رط (ال��ف)

lim
x→۰−

f(۱
x) = b ك��ه اس��ت آن lim

x→−∞
f(x) = b ك��ه آن ب��رای ك��اف��ی و لازم ش��رط (ب)

م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ك��ه اس��ت ٨.۴.۴ ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��ه ش��ب��ی��ه اث��ب��ات اث��ب��ات.

ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ائ��ل ۵.۴

اس��ت م��ط��ل��وب ب��اش��د دل��خ��واه��ی ط��ب��ی��ع��ی ع��دد n ك��ن��ی��د ف��رض .١.۵.۴ م��س��ال��ه

lim
x→+∞

۲x۲n − [x۲n
]

۳x۲n − [x]۲
n .

ری��م دا x۲n ب��ر ۲x۲n−[x۲n]
۳x۲n−[x]۲n ك��س��ر م��خ��رج و ص��ورت ت��ق��س��ی��م ب��ا ح��ل.

۲x۲n − [x۲n]

۳x۲n − [x]۲n =
۲ − [x۲n ]

x۲n

۳ − ( [x]x )۲
n

ن��م��ای��ی��م. م��ح��اس��ب��ه را lim
x→∞

[x]
x و lim

x→∞
[x۲n]
x۲n اس��ت ك��اف��ی ب��ن��اب��رای��ن

ری��م: دا ص��ح��ی��ح ج��زء ت��اب��ع خ��واص و (x → +∞ (چ��ون x۲n > ۰ ك��ه ای��ن از م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای

x۲n − ۱ < [x۲n] ≤ x۲n ⇔ ۱ − ۱

x۲n <
[x۲n]

x۲n ≤ ۱
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ری��م: دا ف��ش��ار ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا پ��س lim
x→∞

۱
x۲n = ۰ چ��ون ام��ا

lim
x→∞

[x۲n]

x۲n = ۱

ری��م: دا x > ۰ ك��ه ای��ن و ص��ح��ی��ح ج��زء ت��اب��ع ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا ه��م��چ��ن��ی��ن

x− ۱ < [x] ≤ x ⇔ ۱ − ۱

x
<

[x]

x
≤ ۱

ری��م: دا ف��ش��ار ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه پ��س ، lim
x→+∞

۱
x = ۰ چ��ون و

lim
x→+∞

[x]

x
= ۱

ری��م: دا ٢.۴.۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن . lim
x→+∞

( [x]x )۲
n
= ۱ ن��ت��ی��ج��ه در

lim
x→+∞

۲x۲n − [x۲n]

۳x۲n − [x]۲n = lim
x→+∞

(
۲ − [x۲n]

x۲n

۳ − [x]
x

)۲n

=
۲ − lim

x→+∞
[x۲n]
x۲n

۳ − lim
x→+∞

(
[x]
x

)۲n

=
۲ − ۱

۳ − ۱
=

۱

۲

.lim
x→۰

√
۱+tanx−

√
۱+sinx

x۳ م��ح��اس��ب��ه اس��ت م��ط��ل��وب .٢.۵.۴ م��س��ال��ه

چ��ون ح��ل.

√
۱ + tanx−

√
۱ + sinx

x۳
=

۱ + tanx− ۱ − sinx

x۳(
√

۱ + tanx+
√

۱ + sinx)

=
tanx(۱ − cosx)

x۳(
√

۱ + tanx+
√

۱ + sinx)

=
۲ tanx sin۲ x

۲

x۳(
√

۱ + tanx+
√

۱ + sinx)

=
( tanx

x )(
sin x

۲
x
۲

)۲

۲(
√

۱ + tanx+
√

۱ + sinx)
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چ��ون ام��ا

lim
x→۰

√
۱ + tanx = lim

x→۰

√
۱ + sinx = lim

x→۰

tanx

x
= lim

x→۰

sin x
۲

x
۲

= ۱

ری��م دا ٨.٢.۴ ب��ه ت��وج��ه ب��ا پ��س

lim
x→۰

√
۱ + tanx−

√
۱ + sinx

x۳
= lim

x→۰

( tanx
x )(

sin x
۲

x
۲

)۲

۲(
√

۱ + tanx+
√

۱ + sinx)

=
lim
x→۰

( tanx
x ) lim

x→۰
(
sin x

۲
x
۲

)۲

۲(lim
x→۰

√
۱ + tanx+ lim

x→۰

√
۱ + sinx)

=
۱

۲(۱ + ۱)
=

۱

۴

. lim
x→+∞

x(۱ − cos ۱
x) م��ح��اس��ب��ه اس��ت م��ط��ل��وب .٣.۵.۴ م��س��ال��ه

ری��م دا ١٢.۴.۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در x(۱ − cos ۱
x) = ۲x sin۲ ۱

x چ��ون ح��ل.

lim
x→+∞

x(۱ − cos
۱

x
) = lim

x→+∞
۲x sin۲ ۱

x

= lim
x→۰+

۲ sin۲ x

x

= lim
x→۰+

۲ sinx

x
sinx

= lim
x→۰+

۲ sinx

x
lim
x→۰+

sinx = ۱ × ۰ = ۰

اس��ت. دل��خ��واه��ی ح��ق��ی��ق��ی ع��دد α آن در ك��ه lim
x→۰

۱+sinx−cosx
۱+sinαx−cosαx اس��ت م��ط��ل��وب .۴.۵.۴ م��س��ال��ه

ری��م: دا ٩.١.۴ م��ث��ال و ٨.٢.۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

lim
x→۰

۱ + sinx− cosx

۱ + sinαx− cosαx
= lim

x→۰

۲ sin x
۲ cos x

۲ + ۲ sin۲ x
۲

۲ sin αx
۲ cos x

۲ + ۲ sin۲ αx
۲

= lim
x→۰

sin x
۲(cos

x
۲ + sin x

۲)

sin αx
۲ (cos x

۲ + sin αx
۲ )
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=
۱

α
lim
x→۰

sin x
۲

x
۲

(cos x
۲ + sin x

۲)

sin αx
۲

αx
۲

(cos x
۲ + sin αx

۲ )

=
۱

α

lim
x→۰

sin x
۲

x
۲

sin αx
۲

αx
۲

.
lim
x→۰

cos x
۲ + lim

x→۰
sin x

۲

lim
x→۰

cos x
۲ + lim

x→۰
sin αx

۲

=
۱

α

ن��ق��ط��ه در g و f ح��د و ب��اش��ن��د ب��راب��ر x۰ از م��ح��ذوف��ی ه��م��س��ای��گ��ی در g و f ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع دو اگ��ر .۵.۵.۴ م��س��ال��ه
. lim
x→x۰

f(x) = lim
x→x۰

g(x) آن��گ��اه ب��اش��د م��وج��ود x۰

ف��رض و f(x) = g(x) ،x ∈ D۱ ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��د x۰ از م��ح��ذوف��ی ه��م��س��ای��گ��ی D۱ �ن��ی��د ك� ف��رض ح��ل.
�د ح� ری��ف � �ع� ت� �ه �اب� �ن� ب� �ورت ص� ای��ن در �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ و lim

x→x۰
g(x) = b و lim

x→x۰
f(x) = a �ه ك� �د �ی� �ن� ك�

ری��م دا x ∈ D۲ ∩Df ه��ر ب��رای ك��ه م��وج��ودن��د x۰ از D۳ و D۲ م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی�ه��ای

|f(x)− α|< ϵ

۲

ری��م دا x ∈ D۳ ∩Dg ه��ر ب��رای و

|g(x)− β|< ϵ

۲

،x ∈ D �ر ه� �رای ب� �ه ك� �د �اش� �ی�ب� م� x۰ از �ی �ذوف� �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� D �اه �گ� آن� D = D۱ ∩D۲ ∩D۳ �ر اگ� �ال ح�
ری��م: دا x ∈ D ∩Df = D ∩Dg ه��ر ب��رای ب��ن��اب��رای��ن . f(x) = g(x)

|f(x)− α|< ϵ

۲
, |g(x)− β|< ϵ

۲
, f(x) = g(x)

ی��ا و
|α− β|= |g(x)− β − (f(x)− α)|≤ |f(x)− α|+|g(x)− β|< ϵ

.α = β ن��ت��ی��ج��ه در

. lim
x→۱

n
√
x−۱

x−۱ اس��ت م��ط��ل��وب ب��اش��د. ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ی��ك n ك��ن��ی��د ف��رض .۶.۵.۴ م��س��ال��ه

�م ری� دا x − ۱ = n
√
xn − ۱n = ( n

√
x − ۱)

n−۱∑
k=۰

( n
√
x)k �اوی �س� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ل. ح�

از م��ح��ذوف ه��م��س��ای��گ��ی ه��ر ب��رای
n
√
x−۱

x−۱ = ۱
n−۱∑
k=۰

( n
√
x)k

ن��ت��ی��ج��ه در
n
√
x−۱

x−۱ =
n
√
x−۱

( n
√
x−۱)

n−۱∑
k=۰

( n
√
x)k

.١
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ری��م دا ٨.٢.۴ ق��ض��ی��ه و (۵.۵.۴ (م��س��ال��ه ق��ب��ل م��س��ال��ه ب��ه ب��ن��ا ب��ن��اب��رای��ن

lim
x→۱

n
√
x− ۱

x− ۱
= lim

x→۱

۱
n−۱∑
k=۰

( n
√
x)k

=
۱

n−۱∑
k=۰

lim
x→۱

x
k
n

=
۱

n−۱∑
k=۰

۱

=
۱

n

.lim
x→۰

√
cosx− ۳

√
cosx

sin۲ x
اس��ت م��ط��ل��وب .٧.۵.۴ م��س��ال��ه

ری��م دا ح��ل.

lim
x→۰

√
cosx− ۳

√
cosx

sin۲ x

= lim
x→۰

۶
√
cos۳ x− ۶

√
cos۲ x

sin۲ x

= lim
x→۰

۶
√
cos۲ x( ۶

√
cosx− ۱)

sin۲ x

= lim
x→۰

۶
√
cos۲ x( ۶

√
cosx− ۱)( ۶

√
cos۵ x+ ۶

√
cos۴ x+ ۶

√
cos۳ x+ ۶

√
cos۲ x+ ۶

√
cosx+ ۱)

sin۲ x( ۶
√
cos۵ x+ ۶

√
cos۴ x+ ۶

√
cos۳ x+ ۶

√
cos۲ x+ ۶

√
cosx+ ۱)

= lim
x→۰

۶
√
cos۲ x(cosx− ۱)

sin۲ x(
۶
√
cos۵ x+

۶
√
cos۴ x+

۶
√
cos۳ x+

۶
√
cos۲ x+ ۶

√
cosx+ ۱)

= lim
x→۰

−۲ sin۲ x
۲

۶
√
cos۲ x

۴ sin۲ x
۲ cos۲ x

۲(
۶
√
cos۵ x+ ۶

√
cos۴ x+ ۶

√
cos۳ x+ ۶

√
cos۲ x+ ۶

√
cosx+ ۱)

=
−۱

۲

lim
x→۰

۶
√
cos۲ x

lim
x→۰

cos۲ x
۲(limx→۰

۶
√
cos۵ x+ lim

x→۰

۶
√
cos۴ x+ · · ·+ lim

x→۰
۱)

=
−۱

۲

۱

۱(۱ + · · ·+ ۱)
=

−۱

۱۲

ع��دد n ≥ ۲ آن در ك��ه lim
x→π

۲

(۱−
√
sinx)(۱− ۳

√
sinx)···(۱− n

√
sinx)

(۱−sinx)n−۱ اس��ت �ل��وب �ط� م� .٨.۵.۴ �ال��ه م��س�

اس��ت. ط��ب��ی��ع��ی



ح��د .۴ ف��ص��ل ١۴٩

ح��ل.

lim
x→π

۲

(۱ −
√
sinx)(۱ − ۳

√
sinx) · · · (۱ − n

√
sinx)

(۱ − sinx)n−۱
= lim

x→π
۲

n∏
k=۲

۱ − k
√
sinx

۱ − sinx

=

n∏
k=۲

lim
x→π

۲

۱ − k
√
sinx

(۱ − k
√
sinx)(۱ + k

√
sinx+

k
√
sin۲ x · · ·+ k

√
sink−۱ x)

=

n∏
k=۲

۱

۱ + lim
x→π

۲

( k
√
sinx+

k
√
sin۲ x · · ·+ k

√
sink−۱ x

)

=
n∏

k=۲

۱

۱ + ۱ + · · ·+ ۱︸ ︷︷ ︸
ت��ا k

=
n∏

k=۲

۱

k
=

۱

۲ × ۳ × · · · × n
=

۱

n!

. lim
x→−۱

(−۱ − x+ [x+ ۲]− [−۱ − x]) اس��ت م��ط��ل��وب .٩.۵.۴ م��س��ال��ه

ری��م دا ص��ح��ی��ح ج��زء خ��واص ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.
−۱−x+[x+۲]− [−۱−x] = −۱−x+[x]+۲+۱− [−x] = ۲−x+[x]− [−x]

�رای ب� �م. �ی� �ن� �ی�ك� م� �ه �ب� �اس� �ح� م� �ه �ان� �داگ� ج� را −۱ �ه �ط� �ق� ن� در �ت راس� �د ح� و �پ چ� �د ح� �ث �ح� ب� �ورد م� �د ح� �ه �ب� �اس� �ح� م� �رای ب�
�ورت ص� �ن ای� در .−۲ < x < −۱ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� ،x < −۱ �اه �گ� آن� x → −۱− �ر اگ� �م ری� دا �ور �ظ� �ن� م� �ن ای�

پ��س ،[−x] = ۱ و [x] = −۲ ب��ن��اب��رای��ن ،۱ < −x < ۲

lim
x→−۱−

(−۱ − x+ [x+ ۲]− [−۱ − x]) = lim
x→−۱−

(۲ − x+ [x]− [−x])

= lim
x→−۱−

(۲ − x− ۲ − ۱)

= lim
x→−۱−

(−۱ − x) = ۰

،۰ < −x < ۱ �ورت ص� �ن ای� در .−۱ < x < ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� ،x > −۱ �اه �گ� آن� x → −۱+ �ر اگ�
پ��س ،[−x] = ۰ و [x] = −۱ ب��ن��اب��رای��ن

lim
x→−۱+

(−۱ − x+ [x+ ۲]− [−۱ − x]) = lim
x→−۱+

(۲ − x+ [x]− [−x])

= lim
x→−۱+

(۲ − x− ۱ − ۰)

= lim
x→−۱+

(۱ − x) = ۲



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١۵٠

ن��دارد. وج��ود ب��ح��ث م��ورد ح��د ٢.٣.۴ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه ن��ی��س��ت��ن��د ب��راب��ر راس��ت ح��د و چ��پ ح��د چ��ون

و a۰, a۱, · · · , an آن در ك��ه lim
x→+∞

anxn+an−۱xn−۱+···+a۱x+a۰

bmxm+bm−۱xm−۱+···+b۱x+b۰
اس��ت م��ط��ل��وب .١٠.۵.۴ م��س��ال��ه

.bm ̸= ۰ و an ̸= ۰ ح��ق��ی��ق��ی، اع��دادی b۰, b۱, · · · , bm

پ��س bm ̸= ۰ و an ̸= ۰ چ��ون ح��ل.

anx
n + an−۱x

n−۱ + · · ·+ a۱x+ a۰

bmxm + bm−۱xm−۱ + · · ·+ b۱x+ b۰

=
anx

n

bmxm

(
۱ + an−۱

anx
+ an−۲

anx۲ + · · ·+ a۱
anxn−۱ + a۰

anxn

۱ + bm−۱

bmx + bm−۲

bmx۲ + · · ·+ b۱
bmxm−۱ + b۰

bmxm

)

ری��م دا ٨.٢.۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا پ��س ، lim
x→+∞

c
dxk = ۰ چ��ون و

lim
x→+∞

(
۱ + an−۱

anx
+ an−۲

anx۲ + · · ·+ a۱
anxn−۱ + a۰

anxn

۱ + bm−۱

bmx + bm−۲

bmx۲ + · · ·+ b۱
bmxm−۱ + b۰

bmxm

)
= ۱

ب��ن��اب��رای��ن

lim
x→+∞

anx
n + an−۱x

n−۱ + · · ·+ a۱x+ a۰

bmxm + bm−۱xm−۱ + · · ·+ b۱x+ b۰

= lim
x→+∞

an
bm

xn−m lim
x→+∞

(
۱ + an−۱

anx
+ an−۲

anx۲ + · · ·+ a۱
anxn−۱ + a۰

anxn

۱ + bm−۱

bmx + bm−۲

bmx۲ + · · ·+ b۱
bmxm−۱ + b۰

bmxm

)

=


an
bm

n = mاگ��ر
+∞ anbm > ۰, n > mاگ��ر
−∞ anbm < ۰, n > mاگ��ر
۰ n < mاگ��ر

ن��ی��س��ت. م��وج��ود lim
x→۰

sin ۱
x ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١١.۵.۴ م��س��ال��ه

و اس��ت). آن ک��ران ی��ک ۱ (ع��دد اس��ت ک��ران�دار ت��اب��ع��ی sinx ت��اب��ع م��ان��ن��د sin ۱
x ک��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه اب��ت��دا ح��ل.

�ل��ه�ی ف��اص� و �ن��د م��ی�ک� −۱ و ۱ �ادی��ر �ق� م� �ی��ن ب� ف��راوان��ی ن��وس��ان�ه��ای sin ۱
x �اب��ع ت� x −→ ۰ �ت��ی وق� ک��ه �ی��د �ای� �م� ن� �ه ت��وج�

ب��ب��ی��ن��ی��د) را زی��ر (ش��ک��ل م��ی�گ��ردد. ک��م��ت��ر م��ی�ک��ن��د، ق��ط��ع را xه��ا م��ح��ور ک��ه م��ت��وال��ی دف��ع��ات ب��ی��ن



ح��د .۴ ف��ص��ل ١۵١

− 1
π − 1

2π
1
π

1
2π

f(x) = sin 1
x

b b b b b b

.f(x) = sin 1
x ت��اب��ع ن��م��ودار :٢.۴ ش��ک��ل

�ی �ک� �زدی� ن� در x −→ ۰ �ت��ی وق� و �س��ت �ی� ن� �ده ش� ری��ف � �ع� ت� x = ۰ در sin ۱
x �ع �اب� ت� �ه ک� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه�

(در �د، �ای� �م� �ن� ن� �ل �ام� ک� �ان �وس� ن� ی��ک آن در �ع �اب� ت� �ه ک� �ت �س� �ی� ن� x = ۰ از �ی �ذوف� �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �را زی� �د �ان� �ی�م� �م� ن� �ددی ع�
ب��ه را م��ط��ل��ب ای��ن ن��دارد. وج��ود ف��وق ح��د ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م پ��ی��ش�ب��ی��ن��ی ت��رت��ی��ب ب��دی��ن م��ی�ک��ن��د) ن��وس��ان ب��ار ب��ی�ن��ه��ای��ت واق��ع
�ا ب� �ان) �وس� ن� �ول ط� �ص��ف (ن� ϵ = ۱

۲ �خ��اب �ت� ان� �ا ب� lim
x−→۰

sin ۱
x = c �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �اب��ت ث� �ف �ل� خ� �ان �ره� ب�

ان��ت��خ��اب ب��ا .|sin ۱
x − c|< ۱

۲ آن�گ��اه .۰ < |x|< δ اگ��ر ک��ه اس��ت م��وج��ود δ > ۰ ع��دد ح��د ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه
|x۱|< δ ری��م دا x۲ = ۱

(۲n− ۱
۲
)π

و x۱ = ۱
(۲n+ ۱

۲
)π

اع��داد ب��رای ب��زرگ ک��اف��ی ان��دازه ب��ه n �ی��ع��ی �ب� ط� ع��دد
ط��رف��ی از و |x۲|< δ و

sin
۱

x۱
= sin(۲nπ +

π

۲
) = ۱, sin

۱

x۲
= sin(۲nπ − π

۲
) = −۱

�ردن ک� �ع �م� ج� �ا ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .|sin ۱
x۲

− c|= |−۱ − c|< ۱
۲ و |sin ۱

x۱
− c|= |۱ − c|< ۱

۲ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در
ری��م دا ن��ام��س��اوی دو ای��ن

۲ = |۱ − c+ ۱ + c|≤ |۱ − c|+|−۱ − c|< ۱

۲
+

۱

۲
= ۱

اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ک ک��ه

م��س��ای��ل ۶.۴

ده��ی��د. ن��ش��ان ح��د ری��ف ت��ع�� از اس��ت��ف��اده ب��ا را زی��ر ح��ده��ای .١



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١۵٢

.١٣

lim
x→−۲

۱ + ۱
x+۱

x+ ۲
= −∞

.١۴
lim
x→ ۳

۲

x۲[x] =
۹

۴

.١۵
lim
x→ ۱

۲

[x۲] = ۰

.١۶
lim
x→۱

۱

x۲ + ۱
=

۱

۲

.١٧
lim

x→+∞

√
x

x− ۱۰۰
= ۰

.١٨
lim

x→−∞

۱ − x

۱ + x
= −۱

.١٩
lim

x→+∞

√
x۲ − ۲ = +∞

.٢٠
lim

x→+∞
(−
√

x۲ + ۲x− ۱) = −∞

.٢١
lim
x→۱

۱

(x۲ − ۱)۲
= −∞

.٢٢
lim

x→−∞
۳
√

x۳ − ۱ = −∞

.٢٣
lim

x→۱−

−x

x− ۱
= +∞

.٢۴
lim

x→۲+

۱

x− ۲
= −∞

.١
lim
x→a

√
x =

√
a (a > ۰)

.٢

lim
x→−۱

x۲ + ۲x− ۳

x۲ + x+ ۱
= −۲

.٣
lim
x→۱

۱

x
= ۱

.۴
lim
x→۲

۴

x۲
= ۱

.۵
lim
x→۰

۱

۱۰۰x− ۱
۳

= −۳

.۶

lim
x→−۱

x۲ − ۱

x+ ۱
= −۲

.٧
lim
x→۱

(۳x۲ + ۲x− ۱) = ۴

.٨
lim
x→۳

x۳ = a۳

.٩
lim
x→a

۵
√
x = ۵

√
a

.١٠
lim
x→۴

√
x+ ۵ = ۳

.١١
lim
x→۳

√
x۲ − ۸ = ۱

.١٢

lim
x→۰

x۲ + ۲x− ۳

x۲ + x+ ۱
= −۳



ح��د .۴ ف��ص��ل ١۵٣

.٢٩

lim
x→۰+

√
۱

x
= +∞

.٣٠

lim
x→۲

(−۱)[x]+۱

x۲ − ۴
= −∞

.٣١
lim

x→ ۱
۲

+
[۳x] sinπx = ۱

.٣٢
lim
x→ ۱

۱۶

[|x|]√
۱
۴ − ۳x

= ۰

.٢۵
lim
x→۰

۱

x۲
= +∞

.٢۶
lim

x→+∞
(x− x۲) = −∞

.٢٧
lim
x→∞

|۴ − x۲|= +∞

.٢٨
lim

x→+∞
[x] = +∞

ن��ی��س��ت��ن��د. م��وج��ود زی��ر ح��دود ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ح��د، ری��ف ت��ع�� از اس��ت��ف��اده ب��ا .٢

.۶
lim
x→۱

sgn(x− ۱)

.٧
lim
x→۰

[
۱

x
]

.٨
lim
x→۰

|x|−x

x

.٩
lim
x→۵

(x− [x])

.١٠
lim
x→۰

|x|−x

|x|۳−x۳

.١
lim
x→۰

sin
۱

x

.٢
lim

x→+∞
cosx

.٣
lim
x→۳

x[x]

.۴
lim
x→۰

۱

x

.۵
lim
x→۲

[x۲ − ۳x+ ۱]

ن��دارد. وج��ود lim
x→۰

f(x) ده��ی��د ن��ش��ان f(x) =

{
۱ x = ۱

n

x x ̸= ۱
n

ك��ن��ی��د ف��رض .٣

ك��ه: ك��ن��ی��د ب��ی��ان چ��ن��ان x = ۳ ن��ق��ط��ه در م��ح��ذوف��ی ه��م��س��ای��گ��ی .۴

|x۲ + x− ۱۲|< ۱
۱۰ (ال��ف)



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١۵۴

|x۲ + x− ۱۲|< ۱
۱۰۰ (ب)

اس��ت) ش��ده داده م��ث��ب��ت ع��دد c) |x۲ + x− ۱۲|< c (ج)

ده��ی��د ن��ش��ان .f(x) ≤ Mx ب��اش��ی��م داش��ت��ه x = ۰ از م��ح��ذوف��ی ه��م��س��ای��گ��ی ب��رای و M ≥ ۰ ك��ن��ی��د ف��رض .۵
.lim
x→۰

f(x) = ۰

ده��ی��د: ن��ش��ان ، lim
x→a

g(x) = b۲ و lim
x→a

f(x) = b۱ ك��ن��ی��د ف��رض .۶

lim
x−→a

max{f, g}(x) = max{b۱, b۲} (ال��ف)

lim
x−→a

min{f, g}(x) = min{b۱, b۲} (ب)

�ی �ت� �اب� ث� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ك ی� M آن در �ه ك� f(x) ≤ M ،x = a از �ی �ذوف� �ح� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� در �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٧
. lim
x→a

f(x) ≤ M آن��گ��اه ب��اش��د م��وج��ود lim
x→a

f(x) اگ��ر ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان اس��ت.

. lim
x→a

f(x) = lim
h→۰

f(a+ h) ده��ی��د ن��ش��ان .٨

ن��م��ای��ی��د. م��ح��اس��ب��ه وج��ود ص��ورت در را زی��ر ح��دود .٩

.٧

lim
x→۰

√
x+ ۱ − ۱

x

.٨
lim
x→۱

۳
√
x− ۱√
x− ۱

.٩
lim
x→۱

m
√
x− ۱

n
√
x− ۱

m,n ∈ N

.١٠

lim
x→۱۰−

[x۳]− [x]۳

x− ۱۰

.١١
lim
x→۱

(۱ − x+ [x]− [۱ − x])

.١٢

lim
x→۰−

x− [x۲]

۲x− |x|

.١
lim
x→۱

(
m

۱ − xm
− ۱

۱ − xn

)
.٢

lim
x→+∞

√
x۲ + ax+ b−

√
x۲ + cx+ d

.٣
lim
x→۱

(
۱

x− ۱
− ۳

x۳ − ۱

)
.۴

lim
x→−∞

x+ ۸√
x۲ − ۷ +

√
۲x۲ + ۱۴

.۵
lim
x→۱

(
xn − ۱

x− ۱

)
.۶

lim
x→۴

√
۲x+ ۱ − ۳

√
x− ۲ −

√
۲



ح��د .۴ ف��ص��ل ١۵۵

.٢۴

lim
x→۰+

(
sin

√
x+ ۱

x
− sin

۱√
x

)

.٢۵
lim
x→۰

(
۱

sinx۲
− ۱

x۲

)
.٢۶

lim
x→۰

√∣∣∣∣tanx− sinx

x۳

∣∣∣∣
.٢٧

lim
x→۰

x sin ۱
x + [x+ ۱

۲ ]

x− ۲

.٢٨
lim

x→۱−

۱

| sgn[x− |x|]|+ ۱

.٢٩
lim
x→۳

(x− ۳)۲ sin
۱

۳
√
x− ۳

.٣٠
lim
x→۱

(
۱

(x− ۱)۲
− sin

۱
۳
√
x− ۳

)
.٣١

lim
x→۱

n
√
x− ۱√
x− ۱

.٣٢
lim
x→۰

(
sin(sinx)

x
− x۲ sin

[
۱

x

])
.٣٣

lim
x→π

۲

sin(cosx)

cosx

.٣۴
lim
x→۰

(cosx− ۱) sin

[
۱

x۲

]

.١٣

lim
x→۳

[x۲]− [x]۲

x۲ − ۹

.١۴

lim
x→۳+

[x]۲ − ۹

x− ۳

.١۵

lim
x→۲−

[x۳]− [x۲]

x۳ − sgnx

.١۶
lim
x→۰

x۲

[
۱

x۲

]
.١٧

lim
x→۰+

([x]− x)

.١٨

lim
x→+∞

۲x۲۰۰۰ − [x۲۰۰۰]

۳x۲۰۰۰ − [x]۲۰۰۰

.١٩

lim
x→+∞

[x۲] + x

[x۲]

.٢٠
lim
x→۱

(۱ −
√
x)(۱ − ۳

√
x) · · · (۱ − n

√
x)

(۱ − x)n−۱

.٢١
lim
x→۰+

۱ −
√
cosx

۱ − cos
√
x

.٢٢
lim
x→۰

sgn |[x]|

.٢٣

lim
x→۰

tan۳ ۳x

x۳
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.۴۴
lim

x→+∞

۱ + sinx

[x]

.۴۵
lim
x→۰

tanx

۱ −
√

۱ + tanx

.۴۶
lim
x→۰

sinx√
۱ + tanx−

√
۱ − tanx

.۴٧
lim
x→۱

(
(۱ − x) tan

πx

۲

)
.۴٨

lim
x→+∞

x+ sinx

۲x+ ۵

.۴٩
lim
x→۰

۱ − cosx

x۲

.۵٠

lim
x→۰+

(
sin

√
x+ ۱

x
− sin

۱√
x

)

.۵١
lim
x→ ۲

۵

[
[
[x]

۲
]− ۵

]
.۵٢

lim
x→۰

۵
√

۱ + x۵ − ۵
√

۱ + x۲

۵
√

۱ − x۲ − ۵
√

۱ − x

.٣۵
lim
x→۰

(
cscx− ۱

x

)
.٣۶

lim
x→۳

(x− ۳)۲ sin
۱

۳
√
x− ۳

.٣٧
lim

x→+∞

۱

sinx− cosx

.٣٨
lim

x→+∞

۵
√
x+ ۱

۳
√
x+ cosx

.٣٩

lim
x→π

sin۲ x

x− π

.۴٠
lim

x→+∞

(
sin
√
x۷ + ۱ − sin

√
x۹ + ۱

)
.۴١

lim
x→+∞

(۱ − x cosx)

.۴٢
lim

x→±∞

x− sinx

x+ cosx

.۴٣
lim

x→+∞

(
sin
√
x۷ + ۱ − sin

√
x۹ + ۱

)
. lim
x→+∞

(f.g)(x) = ۰ آن��گ��اه lim
x→+∞

g(x) = ۰ و ك��ران��دار f اگ��ر ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١٠

�ا ام� �د �ن� �اش� �ب� ن� �د ح� دارای �ر �ف� ص� در �ك ی� �چ �ی� ه� �ه ك� �د �ی� �زن� ب� �ال �ث� م� �ان �ن� چ� g و f �ع �اب� ت� دو .١١
ب��اش��ن��د. ح��د دارای ص��ف��ر در f ± g

�د �اش� �ب� ن� �د ح� دارای �ر �ف� ص� در �ا ه� آن از �ی �ك� ی� �ل �داق� ح� �ه ك� �د �ی� �زن� ب� �ال �ث� م� �ان �ن� چ� g و f �ع �اب� ت� دو .١٢



ح��د .۴ ف��ص��ل ١۵٧

ب��اش��ن��د. ح��د دارای ص��ف��ر در f
g و f.g ح��ال��ی��ك��ه در

�ه �ط� �ق� ن� �ر ه� در f(x) =

{
۰ ۰ < x < ۱
۱
q (p, q) = ۱, x = p

q , ۰ < x < ۱
�ع �اب� ت� �رای ب� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .١٣

اس��ت. ص��ف��ر ب��راب��ر و م��وج��ود ح��د ۰ < x < ۱
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۵ ف��ص��ل

پ��ی��وس��ت��گ��ی

در ه��م��چ��ن��ان��ك��ه م��ی�ده��ن��د. را خ��ودش��ان از ح��د ع��ب��ور اج��ازه ك��ه ه��س��ت��ن��د ت��واب��ع از م��ه��م��ی ب��س��ی��ار دس��ت��ه پ��ی��وس��ت��ه، ت��واب��ع
ب��رای ك��ه ج��ای��ی ت��ا دارد اه��م��ی��ت ن��ق��ط��ه اط��راف در ت��اب��ع رف��ت��ار ح��د، وج��ود ب��رای ش��د ذك��ر ن��ق��ط��ه ی��ك در ح��د ری��ف ت��ع��
و �ود �وج� م� �ع �اب� ت� �د ح� �ه�ای �ط� �ق� ن� در �ر اگ� �د. �ن� �اش� ب� �اوت �ف� �ت� م� �د �ن� �وان� �ی�ت� م� �ه �ط� �ق� ن� در �ع �اب� ت� �دار �ق� م� و �ع �اب� ت� �ی �ت� ح� �د، ح� �ود وج�

گ��وی��ن��د. (م��ت��ص��ل) پ��ی��وس��ت��ه ن��ق��ط��ه آن در را ت��اب��ع ب��اش��د ن��ق��ط��ه آن در ت��اب��ع م��ق��دار ب��راب��ر

پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع ع��م��وم��ی وخ��واص ت��ع��اری��ف ١.۵

ب��ه ی��ا . lim
x→x۰

= f(x۰) ه��رگ��اه گ��وی��ی��م پ��ی��وس��ت��ه x۰ ∈ Df ن��ق��ط��ه در را f : R −→ R ت��اب��ع .١.١.۵ ت��ع��ری��ف
x ∈ Df ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��د م��وج��ود δ > ۰ ع��دد ϵ > ۰ ه��ر ب��رای دی��گ��ر ع��ب��ارت
|x− x۰|< δ ⇒ |f(x)− f(x۰)|< ϵ

را f �ع �اب� ت� و �د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� A �اط �ق� ن� �ام �م� ت� در f �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ه �ت� �وس� �ی� پ� A ⊆ Df �ه �وع� �م� �ج� م� روی را f �ع �اب� ت�
ب��اش��د. پ��ی��وس��ت��ه Df روی ه��رگ��اه گ��وی��ی��م پ��ی��وس��ت��ه

و ب��وده پ��ی��وس��ت��ه (a, b) روی f ك��ه اس��ت ای��ن [a, b] روی f ت��اب��ع پ��ی��وس��ت��گ��ی از م��ن��ظ��ور ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه
lim

x→a+
= f(a), lim

x→b−
= f(b)

�وس، �ن� �ی� س� �ی، �ان� �م� ه� �ت، �اب� ث� �ع �واب� ت� �ه ك� �م داده�ای� �ان �ش� ن� �ا �ه� �ال� �ث� م� آن در �ا م� لا� �م� ع� �د، ح� �ل �ص� ف� �ای �ه� �ال� �ث� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
ن��ق��ط��ه�ای در f ت��اب��ع اگ��ر ه��س��ت��ن��د. پ��ی��وس��ت��ه (n ∈ Z)[n, n+ ۱) در ص��ح��ی��ح ج��زء ت��اب��ع و ق��درم��ط��ل��ق ك��س��ی��ن��وس،
م��ی�ت��وان��د ن��ق��ط��ه ی��ك در ت��اب��ع ن��اپ��ی��وس��ت��گ��ی ن��ام��ن��د. م��ن��ف��ص��ل) ی��ا (گ��س��س��ت��ه ن��اپ��ی��وس��ت��ه ن��ق��ط��ه آن در آن��را ن��ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه
�ه �ط� �ق� ن� آن در �ع �اب� ت� �د ح� �ه �ك� آن� دوم و �د �اش� �ب� ن� �د ح� دارای �ر �ظ� ن� �ورد م� �ه �ط� �ق� ن� در �ع �اب� ت� �ه �ك� �ن� ای� �ی �ك� ی� �د �اش� ب� �ورت ص� دو �ه ب�
را �ع �اب� ت� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� �اپ� ن� اول �ورت ص� در �د �ن� �اش� ب� �اوت �ف� �ت� م� �ه �ط� �ق� ن� آن در �ع �اب� ت� �دار �ق� م� و �د ح� �دار �ق� م� �ی ول� �د �اش� ب� �ود �وج� م�

١۵٩
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�ی، �اس� اس� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� �اپ� درن� �م. �ی� �ام� ن� �ی” �دن� ش� �ع رف� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� �اپ� ”ن� �را آن� دوم �ورت ص� در و �ی” �اس� اس� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� �اپ� ”ن�
ص��ح��ی��ح ج��زء ت��اب��ع ن��اپ��ی��وس��ت��گ��ی م��ان��ن��د ن��م��ود رف��ع را ن��اپ��ی��وس��ت��گ��ی م��ن��اس��ب ط��ور ب��ه ت��اب��ع م��ج��دد ری��ف ت��ع�� ب��ا ن��م��ی�ت��وان
�ه ب� را �ع �اب� ت� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� �اپ� ن� �وان �ی�ت� م� �ه �ط� �ق� ن� آن در �ع �اب� ت� �ب �اس� �ن� م� �ف ری� � �ع� ت� �ا ب� دوم �ورد م� در �ا �ام �ح، �ی� �ح� ص� �اط �ق� درن�
�م �دی� دی� �د ح� �ل �ص� ف� در �ه �چ� آن� �ق �ب� ط� �ه ك� f(x) = sinx

x �ع �اب� ت� �د �ن� �ان� م� �رد ك� �ل �دی� �ب� ت� �ه �ط� �ق� ن� آن در �ع �اب� ت� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� پ�
ض��اب��ط��ه ب��ا را f : R −→ R ت��اب��ع اگ��ر ب��ن��اب��رای��ن lim

x→۰

sinx
x = ۱

f(x) =

 sinx
x x ̸= ۰ اگ��ر

۱ x = ۰ اگ��ر

ن��ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه ن��ق��ط��ه�ای ه��ی��چ در ه��رگ��اه ن��ام��ی��م ن��اپ��ی��وس��ت��ه را f ت��اب��ع اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه R روی f ت��اب��ع ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع��
�ا ب� �ا �وی� گ� �داد اع� �ه �وع� �م� �ج� م� �ه �ص� �خ� �ش� م� �ع �اب� ت� �ی �ن� �ع� ی� �ه �ل� �ك� ری� � دی� �ع �اب� ت� �د ش� �ر ذك� �د ح� �ل �ص� ف� در �ان �ن� �چ� �م� ه� �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب�

دارای �ه �ط� �ق� ن� �ر ه� در �ع �اب� ت� �ن ای� �س پ� �ت �س� �ی� ن� �د ح� دارای �ه �ط� �ق� ن� �چ �ی� ه� در XQ(x) =

۱ x ∈ Q

۰ x ̸∈ Q
�ه �ط� �اب� ض�

ك��ه م��ی�ك��ن��ی��م اش��اره پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع ج��ب��ری خ��واص ب��ه اك��ن��ون اس��ت ن��اپ��ی��وس��ت��ه دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا اس��اس��ی ن��اپ��ی��وس��ت��گ��ی
اس��ت. پ��ای��ا ت��ق��س��ی��م و ض��رب ری��ق، ت��ف�� ج��م��ع، اع��م��ال ت��ح��ت پ��ی��وس��ت��گ��ی

ص��ورت: ای��ن در ب��اش��ن��د پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع دو g و f ك��ن��ی��م ف��رض .٢.١.۵ ق��ض��ی��ه

اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ه��س��ت��ن��د دل��خ��واه��ی ح��ق��ی��ق��ی اع��داد β و α آن در ك��ه αf + βg ال��ف)

اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی f.g ب)

اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی f
g ج)

�ع��ی �اب� ت� f
g (ج) در �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت� اس��ت. واض��ح �ب��ات اث� �گ��ی �ت� �وس� �ی� پ� ری��ف � �ع� ت� و ٨.٢.۴ �ی��ه ق��ض� �ه �وج� ت� �ا ب� اث��ب��ات.

f اگ��ر ب��خ��ص��وص ب��اش��د. م��ی Df ∩Dg − {x ∈ Dg : g(x) = ۰} ی��ع��ن��ی خ��ود ری��ف ت��ع�� ح��وزه در پ��ی��وس��ت��ه
�ه ك� �د دی� �وان �ی�ت� م� �راء �ق� �ت� اس� �ك �م� ك� �ه ب� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ت. اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ز �ی� ن� ۱

f �ی �ن� �ع� ی� آن �ددی ع� �وس �ك� �ع� م� �د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ�
�داد اع� از α۱, α۲, · · · , αn �ه �ت� دس� �ر ه� �رای ب� �ورت ص� �ن ای� در �د �ن� �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� f۱, f۲, · · · , fn �ع �واب� ت� �اه �رگ� ه�

�ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �اب� ت� دو �ب) �ی� �رك� (ت� �رب ض� �ی �ررس� ب� �ه ب� �ال ح� �د، �ن� �ت� �س� ه� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ز �ی� ن�
n∏

i=۱
fi و

n∑
i=۱

αifi �ع �اب� ت� �ی �ق� �ی� �ق� ح�

م��ی�پ��ردازی��م.

g(x۰) �ه �ط� �ق� ن� fدر و x۰ �ه �ط� �ق� ن� در g �ه ك� �د �ن� �اش� ب� �ع �اب� ت� دو f و g : R −→ R �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٣.١.۵ �ه �ی� �ض� ق�
اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه x۰ ن��ق��ط��ه در f ◦ g ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د پ��ی��وس��ت��ه

م��وج��ود δ۱ > ۰ پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه g(x۰) ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع چ��ون ب��اش��د. دل��خ��واه ϵ > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض اث��ب��ات.
،y ∈ Df ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت

|y − g(x۰)|< δ۰ ⇒ |f(y)− f(g(x۰))|< ϵ (١.۵)
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ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود δ > ۰ ع��دد ϵ = δ۱ > ۰ ب��رای پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه x۰ ن��ق��ط��ه در g ت��اب��ع ازای��ن��ك��ه ح��ال
، x ∈ Df

|x− x۰|< δ ⇒ |g(x)− g(x۰)|< ϵ (٢.۵)

آن��گ��اه |x− x۰|< δ اگ��ر ری��م دا x ∈ Dfog ه��ر ب��رای ٢.۵ و ١.۵ ب��ه ت��وج��ه ب��ا اك��ن��ون
|f(g(x))− f(g(x۰))|< ϵ

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه x۰ ن��ق��ط��ه در fog ت��اب��ع پ��ی��وس��ت��گ��ی ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا

ه��ر و �ل��ه�ای ج��م� چ��ن��د ه��ر ك��ه ری��م دا ٢.١.۵ ب��ه �ن��ا ب� �ن��د �ت� ه��س� پ��ی��وس��ت��ه ه��م��ان��ی ت��اب��ع و ث��اب��ت ت��اب��ع چ��ون .۴.١.۵ ت��ذک��ر
پ��ای��ا ن��ی��ز ری��ش��ه�گ��ی��ری ع��م��ل ت��ح��ت پ��ی��وس��ت��گ��ی ك��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان م��ث��ال، ی��ك ع��ن��وان ب��ه اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ك��س��ری ت��اب��ع

اس��ت.

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه (۰,+∞) در f(x) = xr ت��اب��ع آن��گ��اه ب��اش��د م��ث��ب��ت گ��وی��ای ع��ددی r اگ��ر .۵.١.۵ م��ث��ال

�ت��ه پ��ی��وس� x۱/n ،n �ی��ع��ی �ب� ط� ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه �ی��م ده� ن��ش��ان اس��ت ك��اف��ی ٢.١.۵ ی��ا ٨.٢.۴ �ی��ه ق��ض� ت��وج��ه ب��ا ح��ل.
ری��م. دا x۰ ∈ (۰,∞) ه��ر ب��رای ك��ه ن��م��ای��ی��د م��لاح��ظ��ه اب��ت��دا م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای اس��ت.

|x− x۰| = |(x۱/n)n − (x۱/n
۰ )n|

=
∣∣∣x۱/n − x۱/n

۰

∣∣∣ n∑
i=۱

x(n−i)/nxi−۱/n
۰

≥
∣∣∣x۱/n − x۱/n

۰

∣∣∣x(n−۱/n)
۰

ری��م دا x ∈ (۰,∞) ه��ر ب��رای ن��ت��ی��ج��ه x۱/n∣∣∣در − x۱/n
۰

∣∣∣ ⩽ x(۱−n)/n
۰ |x− x۰| (٣.۵)

اگ��ر x ∈ (۰,∞) ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در ۰ < δ ⩽ x
(۱−n)/n
۰ ϵ ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در ،ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ح��ال

ری��م دا ٣.۵ ن��ام��س��اوی ب��ه ب��ن��ا ط��رف��ی از |x− x۰|< x
n−۱/n
۰ ϵ پ��س δ ≤ x

n−۱/n
۰ ϵ چ��ون |x− x۰|< δ

|x۱/n − x۱/n
۰ |≤ x

(n−۱)
n

۰ |x− x۰|< x۱−n/n
۰ .xn−۱/n

۰ ϵ = ϵ

�دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �را آن� �ی �ض� �ع� (ب� �و �زان� �ول� ب� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �روف �ع� م� �ی، �گ� �ت� �وس� �ی� پ� �ث �ح� �ب� م� �ی �اس� اس� �ای �ای� �ض� ق� از �ی �ك� ی� �ه ب� �ون �ن� اك�
پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع ه��ر ب��رای ك��ه م��ی�دارد ب��ی��ان و اس��ت م��ع��ادل ت��م��ام��ی��ت اص��ل ب��ا ع��م��لا ك��ه م��ی�پ��ردازی��م م��ی�ن��ام��ن��د) م��ی��ان��ی
در ج��واب ی��ك ح��داق��ل دارای f(x) = ۰ م��ع��ادل��ه آن��گ��اه ب��اش��ن��د ال��ع��لام��ه م��خ��ت��ل��ف f(b) و f(a) ك��ه [a, b] ب��ر f

اس��ت. (a, b)
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در .f(a)f(b) < ۰ و �اش��د ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� f : [a, b] −→ R �ی��د �ن� ك� ف��رض .( �زان��و �ول� ب� �ه �ی� (ق��ض� ۶.١.۵ �ی��ه ق��ض�
.f(c) = ۰ ك��ه اس��ت م��وج��ود c ∈ (a, b) ص��ورت ای��ن

در A = {x ∈ [a, b] : f(x) ⩽ ۰} ری��م �ی�� م��ی�گ� ن��ظ��ر در و f(b) > ۰ و f(a) < ۰ �ن��ی��د ك� ف��رض اث��ب��ات.
A ̸= {} �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و a ∈ A پ��س f(a) < ۰ �ون چ� و �ت اس� �دار �ران� ك� A پ��س A ⊆ [a, b] �ورت ص� �ن ای�
�م �ی� �ن� ک� �ی م� �ا ادع� supA = c �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت اس� �ود �وج� م� A �م �م� ری� � �وپ� س� �ت، �ی� �ام� �م� ت� �ل اص� �ه ب� �ا �ن� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
و f(c) < ۰ �ا ی� (۴) ١٣.٢.۴ �ه ب� �ا �ن� ب� �ورت ص� �ن ای� در �ف) �ل� خ� �رض (ف� f(c) ̸= ۰ �ر اگ� �ر اگ� �را زی� f(c) = ۰

�ك ی� در ١٣.٢.۴ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� c در f �ع �اب� ت� �ون چ� f(c) > ۰ �ر اگ� .f(c) > ۰ �ا ی�
ط��رف��ی از f(x) > ۰ ،x ∈ D ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی اس��ت م��ث��ب��ت D = (c− δ, c+ δ) م��ان��ن��د c از ه��م��س��ای��گ��ی
x۰ ∈ A �و �ض� ع� ۴.۴.١(ب) �م �م� ری� � �وپ� س� �ه �ص� �خ� �ش� م� �ت �ی� �اص� خ� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� c = supA و c − δ < c �ون چ�
ك��ه ،f(x۰) > ۰ پ��س (c− δ, c) ⊆ D چ��ون و f(x۰) ≤ ۰ پ��س ،c− δ < x۰ ≤ c ك��ه اس��ت م��وج��ود
�ی �گ� �ای� �س� �م� ه� ١٣.٢.۴ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� c در f �ون چ� ،f(c) < �ر۰ اگ� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ك ی�
ح��ال c+ δ۱ < b و f(x) < ۰ ،x ∈ D۱ ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود c از D۱ = (c− δ۱, c+ δ۱)

�رض ف� �ا ب� �ض �اق� �ن� �ت� م� �ه ك� x۱ ∈ A �ه �ج� �ی� �ت� ن� در ،f(x۱) < ۰ پ��س c < x۱ < c + δ۱ �م ری� � �ی� گ� �ی م� �ر �ظ� ن� در
.f(c) = ۰ ی��ع��ن��ی اس��ت ب��اط��ل خ��ل��ف ف��رض ب��ن��اب��رای��ن .supA = c

�ع��ی �اب� ت� �ه ك� �ی��ب �رت� �ن�ت� �دی� ب� �د، �ای� �م� �ی�ن� م� �ی �م� �س� م� �ا ب� را �ی �گ� �ت� �وس� �ی� پ� �وم �ه� �ف� م� �ه ك� �م �ردازی� �ی�پ� م� �ه�ای �ی� �ض� ق� �ان �ی� ب� �ه ب� �ون �ن� اك�
م��ع��ن��ی ب��ه ت��اب��ع پ��ی��وس��ت��گ��ی دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا ب��اش��د ن��داش��ت��ه ری��دگ��ی ب�� ن��ق��ط��ه�ای ه��ی��چ در آن ن��م��ودار ك��ه اس��ت پ��ی��وس��ت��ه

اس��ت. ت��اب��ع ن��م��ودار پ��ی��وس��ت��گ��ی

�ر ه� �رای ب� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� [a, b] �ر ب� f �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .( �ان��ی �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� (ق� ٧.١.۵ �ه �ی� �ض� ق�
y ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی م��ی�گ��ی��رد f(x۲)را و f(x۱) ب��ی��ن م��ق��ادی��ر ت��م��ام f ت��اب��ع ،f(x۱) ̸= f(x۲) ک��ه x۱ < x۲

.f(x) = y ك��ه اس��ت م��وج��ود x ∈ (x۱, x۲) ،f(x۲) و f(x۱) ب��ی��ن

�ه ب� �ه �ك� �ن� ای� �دون ب� �وان �ی�ت� م� (۴)١٣.٢.١ �ی �ن� �ع� ی� �وی ق� �ث �ی� �ل� �ث� ت� �ل اص� �ه ب� �ا �ن� ب� ،f(x۱) ̸= f(x۲) �ون چ� اث��ب��ات.
ك��ن��ی��د ف��رض .f(x۱) < f(x۲) ك��رد ف��رض ش��ود وارد خ��ل��ل��ی اس��ت��دلال ك��ل��ی��ت

f(x۱) < y < f(x۲) (۴.۵)

و f �ع �اب� ت� �ون چ� �ه ك� �م، ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در g(x) = y − f(x) �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� را [a, b] �ر ب� g �ع �اب� ت� �د. �اش� ب� �واه �خ� دل�
ری��م: دا (۴.۵) ب��ه ب��ن��ا ه��م��چ��ن��ی��ن و اس��ت پ��ی��وس��ت��ه g پ��س ه��س��ت��ن��د پ��ی��وس��ت��ه y ث��اب��ت ت��اب��ع

g(x۱) = y − f(x۱) > ۰, g(x۲) = y − f(x۲)

اس��ت �ود �وج� م� x ∈ (x۱, x۲) پ��س �ت اس� �ادق ص� [x۱, x۲] روی g �ع �اب� ت� �رای ب� �و �زان� �ول� ب� �ه �ی� �ض� ق� �ط �رای� ش� �س پ�
ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب ك��ه ،f(x) = y ی��ع��ن��ی ،y − f(x) = ۰ دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا g(x) = ۰ ک��ه

اس��ت. ش��ده
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م��وج��وداس��ت a رب��ه�ف��رد م��ن��ح��ص�� م��ث��ب��ت ع��دد ،n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر و b > ۰ ه��ر ب��رای ك��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اك��ن��ون
ب��ودن �ب��ت �ث� م� �د ح� در �ه ك� اس��ت �ود �وج� م� b n−ام �ه ری��ش� ،b �ب��ت �ث� م� �دد ع� �ر ه� ب��رای �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� .an = b �ه ك�
ك��ه اس��ت اث��ب��ات ق��اب��ل گ��ن��گ اع��داد وج��ود م��ی��ان��ی) (م��ق��دار ب��ول��زان��و ق��ض��ی��ه از ت��رت��ی��ب ب��دی��ن اس��ت. ف��رد ب��ه م��ن��ح��ص��ر

ب��ب��ی��ن��ی��د). را ١۶.۴.١ (ق��ض��ی��ه اس��ت ت��م��ام��ی��ت اص��ل ب��ا ب��ول��زان��و ق��ض��ی��ه ب��ودن م��ع��ادل ن��م��ای��ان��گ��ر

اس��ت �ود �وج� م� a > ۰ �رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �دد ع� �ورت ص� �ن ای� در ،n ∈ N و b > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٨.١.۵ �ال �ث� م�
.an = b

�ه �ت� �وس� �ی� پ� �س پ� �ت اس� x �س��ب ح� �ر ب� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ك ی� �ه ك� �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را f(x) = xn − b �ع �اب� ت� �ل. ح�
ری��م دا ك��ه ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در [۰, b+ ۱] ب��ازه روی را f ح��ال م��ی�ب��اش��د.

f(b+ ۱) = (b+ ۱)n − b > ۰, f(۰) = −b < ۰

an − b = ۰ دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا .f(a) = ۰ ك��ه اس��ت م��وج��ود a ∈ (۰, b+ ۱) ب��ول��زان��و ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س
ب��ه �ن��ح��ص��ر م� ق��س��م��ت ب��رای اس��ت. ش��ده ح��ل �ث��ال م� وج��ودی ق��س��م��ت �ی��ب ب��دی��ن�ت��رت� و an = b ب��ا اس��ت م��ع��ادل ك��ه

ن��ت��ی��ج��ه در .an۲ = b = an۱ ك��ه ب��اش��ن��د م��وج��ود a۱ ̸= a۲ م��ث��ب��ت اع��داد ك��ن��ی��د ف��رض ف��ردی،
an۱ − an۲ = ۰

م��ع��ادل ط��ور ب��ه ی��ا

(a۱ − a۲)

n∑
j=۱

an−j
۱ aj−۱

۲ = ۰

�ن��د �ت� ه��س� �ت��ه ب��س� R از ش��ده ال��ق��اء ج��م��ع و ض��رب اع��م��ال ت��ح��ت �ب��ت �ث� م� اع��داد و �ن��د �ت� ه��س� �ث��ب��ت م� a۲ و a۱ چ��ون ام��ا

a۱ = a۲ ی��ا و a۱ −a۲ = ۰ ری��م دا (٢) ١٠.٢.١ ب��ه ب��ن��ا ن��ت��ی��ج��ه در
n∑

j=۱
an−j

۱ aj−۱
۲ > ۰ پ��س ،(١.٢.١)

اس��ت. رب��ه�ف��رد م��ن��ح��ص�� aی��ی چ��ن��ی��ن و اس��ت ب��اط��ل a۱ ̸= a۲ خ��ل��ف ف��رض پ��س a۱ ̸= a۲ ف��رض ب��ا م��ت��ن��اق��ض ك��ه

.an = b �ه ك� دارد �ود وج� a < ۰ �دد ع� �ك ی� �ط �ق� ف� b < ۰ و n �رد ف� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� .٩.١.۵ �ه �ج� �ی� �ت� ن�
اس��ت. ك��ران��دار ب��س��ت��ه ب��ازه ه��ر ب��ر پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع ه��ر ك��ه م��ی�پ��ردازی��م واق��ع��ی��ت ای��ن ب��ه اك��ن��ون

پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع دی��گ��ر خ��واص ٢.۵

ن��م��ی�ت��وان ن��ب��اش��د ك��ران��دار و ب��س��ت��ه f ری��ف ت��ع�� ح��وزه اگ��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی f : R −→ R اگ��ر
،f(x) = ۱

x �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� f : (۰,۱) −→ R �اب��ع ت� �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �د �اش� ب� �دار �ران� ك� �ع��ی �اب� ت� f �ه ك� �رد ك� �ی��ن �م� ت��ض�
ه��م��چ��ن��ی��ن ن��ی��س��ت. ك��ران��دار f ن��ی��س��ت ب��س��ت��ه چ��ون ام��ا اس��ت ك��ران��دار (۰,۱) ب��ازه ی��ع��ن��ی آن ری��ف ت��ع�� ح��وزه چ��ه اگ��ر

ری��م دا و اس��ت ك��ران��دار و پ��ی��وس��ت��ه g چ��ه اگ��ر ،g(x) = ۱
۲−x ض��اب��ط��ه ب��ا g : (۰,۱) −→ R ت��اب��ع

inf {g(x) : x ∈ (۰,۱)} =
۱

۲
, sup {g(x) : x ∈ (۰,۱)} = ۱



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ١۶۴

�ای �ای� �ض� ق� در .۱۲ < g(x) < ۱ �م ری� دا x ∈ (۰,۱) �ر ه� �رای ب� �ی �ن� �ع� ی� �د �ی�رس� �م� ن� �ود خ� �ای �ران�ه� ك� �ه ب� �ع �اب� ت� �ی ول�
ب��ازه�ه��ای ب��ه آن��ه��ا ری��ف ت��ع�� ح��وزه �ی��ك��ه ص��ورت� در پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع ب��رای ك��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ب��خ��ش ای��ن در ش��ده م��ط��ال��ع��ه
م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ح��ت��ی و م��ی�ك��ن��د اخ��ت��ی��ار ن��ی��ز را خ��ود ك��ران��ه��ای ب��ل��ك��ه اس��ت ك��ران��دار ت��ن��ه��ا ن��ه ت��اب��ع ش��ود م��ح��دود ب��س��ت��ه

اس��ت. ب��س��ت��ه ب��ازه ی��ك ن��ی��ز ت��اب��ع ب��رد ح��ال��ت ای��ن در ك��ه

اس��ت. ك��ران��دار f آن��گ��اه ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه [a, b] ب��ر f ت��اب��ع اگ��ر .١.٢.۵ ق��ض��ی��ه

A ⊆ [a, b] ص��ورت ای��ن در .A = {x ∈ [a, b] اس��ت: ك��ران��دار [a, x] ب��ر f} ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در اث��ب��ات.
ری��م��م س��وپ�� ٧.۴.١ ت��م��ام��ی��ت اص��ل ب��ه ب��ن��ا ن��ت��ی��ج��ه در .A ̸= {} پ��س a ∈ A چ��ون و اس��ت ك��ران��دار A ن��ت��ی��ج��ه در
�ون چ� �ورت ص� �ن ای� �ر �ی� غ� در �را زی� .α = b �ه ك� �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �ا ادع� .supA = α �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ت اس� �ود �وج� م� A
f �س پ� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� α در f �ورت ص� �ن ای� در �ف). �ل� خ� �رض (ف� α < b �س پ� �ت اس� A �الای ب� �ران ك� �ك ی� b
�ان �ن� چ� را δ > ۰ �وان �ی�ت� م� (١.٢.۴ �ه �ی� �ض� (ق� �ت اس� �دار �ران� ك� (α − δ, α + δ) �د �ن� �ان� م� α از �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� در
�ه �ص� �خ� �ش� م� �ت �ی� �اص� خ� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� ،α − δ < α �ون چ� �ال ح� .(α − δ, α + δ) ⊆ [a, b] �ه ك� �رد ك� �ار �ی� �ت� اخ�
[a, x] �ر ب� f �ن �رای� �اب� �ن� ب� x − δ < x < α �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� x �د �ن� �ان� م� A از �وی �ض� ع� .(۴.۴.١) �م �م� ری� � �وپ� س�
�ر ب� f �س پ� �ت اس� �دار �ران� ك� �ز �ی� ن� [x, y] �ر ب� f ،α < y < α + δ �ه ك� y �ر ه� �رای ب� �ی �رف� ط� از �ت. اس� �دار �ران� ك�
�ك ی� �ن ای� و y > α �ا ام� ،y ∈ A ،A ری��ف � �ع� ت� �ه ب� �ا �ن� ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در اس��ت. �دار �ران� ك� [a, x] ∪ [x, y] = [a, y]

�ران��دار ك� [a, b] ب��ر f ك��ه �م �ی� م��ی�ده� ن��ش��ان �ن��ون اك� .α = b �ن��ی �ع� ی� اس��ت ب��اط��ل �ل��ف خ� ف��رض پ��س اس��ت. �اق��ض �ن� ت�
م��وج��ود چ��ن��ان δ > ۰ ،b در پ��ی��وس��ت��گ��ی ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه b در f چ��ون م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای اس��ت.
x ∈ A �و �ض� ع� �م �رم� �وپ� س� �ه �ص� �خ� �ش� م� �ی��ت �اص� خ� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� اس��ت. �دار �ران� ك� (b− δ, b] �ر ب� f �ه ك� اس��ت
پ��س اس��ت. �ران��دار ك� �ز �ی� ن� [x, b] ⊆ (b− δ, b] ب��ر f ط��رف��ی از ب��اش��د. �ران��دار ك� [a, x] ب��ر f ك��ه اس��ت م��وج��ود
�ل �ام� ك� �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �ب �ی� �رت� �ت� �ن �دی� ب� و �ت اس� �دار �ران� ك� [a, x] ∪ [x, b] = [a, b] �ی �ن� �ع� ی� �ا �ه� آن� �اع �م� �ت� اج� �ر ب� f

اس��ت.

ب��س��ت��ه ك��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه م��ی�ك��ن��ی��م. ب��ی��ان را ب��س��ت��ه ب��ازه�ه��ای ب��ر پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع م��ه��م خ��واص از ی��ك��ی زی��ر ق��ض��ی��ه در
ن��ی��س��ت. ح��ذف ق��اب��ل ك��ه اس��ت اس��اس��ی خ��واص از زی��ر ق��ض��ی��ه در ب��ودن

�ار �ی� �ت� اخ� را �ود خ� �م �م� �ی� �ی�ن� م� �م ه� و �م �م� زی� � اك� � م� �م ه� [a, b] �ر ب� f �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� [a.b] �ر ب� f �ر اگ� .٢.٢.۵ �ی��ه ق��ض�
ك��ه م��وج��ودن��د [a, b] ب��ازه از x۱ و x۰ اع��ض��اء ی��ع��ن��ی م��ی�ك��ن��د

f(x۰) = min{f(x) : x ∈ [a, b]}, f(x۱) = max{f(x) : x ∈ [a, b]}

�ت اس� �دار �ران� Aك� (١.٢.۵) �ل �ب� ق� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� .A = {f(x) : x ∈ [a.b]} �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در اث��ب��ات.
�د �ی� �ن� ك� �رض ف� �د دارن� �ود وج� �A �م �م� �ی� �ف� �ن� ای� و �م �رم� �وپ� س� �ت �ی� �ام� �م� ت� �ل اص� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� ،A ̸= {} �وح وض� �ه ب� �ون چ� و
م��وج��ودن��د [a, b] در x۱ و x۰ ك��ه ده��ی��م ن��ش��ان اس��ت ك��اف��ی ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��رای inf A = β و supA = α

را f(x۱) = α �رط ش� �ا ب� x۱ �ود وج� �ط �ق� ف� �ا م� �دلال، �ت� اس� �ه �اب� �ش� ت� �ل �ی� دل� �ه ب� β = f(x۰) و α = f(x۱) �ه ك�
�رض ف� �م. �ی� �ن� �ی�ك� م� �ذار واگ� �ده �ن� �وان� خ� �ه ب� �ن ری� � �م� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� f(x۰) = β �رط ش� �ا ب� x۰ �ود وج� و �م. �ی� �ای� �م� �ی�ن� م� �ات �ب� اث�
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�م ری� دا �س پ� �ت اس� A �الای ب� �ران ك� �ك ی� α �ون چ� و �ف) �ل� خ� �رض (ف� f(x) ̸= α ،x ∈ [a, b] �ر ه� �رای ب� �د �ی� �ن� ك�
م��ی�ك��ن��ی��م. ری��ف ت��ع�� زی��ر ض��اب��ط��ه ب��ا را [a, b] روی g ت��اب��ع .x ∈ [a, b] ت��م��ام f(x)ب��رای < α

g(x) =
۱

α− f(x)

ب��ه �ا �ن� ب� ،supA = α �ك��ه �ن� ای� از اس��ت. �ب��ت �ث� م� �و �ه �ت� �ی��وس� �ع��ی�پ� �اب� ت� [a, b] ب��ر g ٢.١.۵(ج)، �اب��ه �ن� ب� ص��ورت� درای��ن
ك��ه اس��ت م��وج��ود x ∈ [a, b] ع��ض��و ،ϵ > ۰ ه��ر ب��رای س��وپ��رم��م، م��ش��خ��ص��ه خ��اص��ی��ت

α− ϵ < f(x) < α

،ϵ > ۰ �ر ه� �رای ب� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� ، ۱
α−f(x) >

۱
ϵ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در .۰ < α − f(x) < ϵ �ادل �ع� م� �ور ط� �ه ب� �ا ی�

�ه ك� �ی��س��ت ن� �ران��دار ك� [a, b] ب��ر g ك��ه اس��ت �ن��ی �ع� �دی��ن�م� ب� ای��ن و g(x) > ۱
ϵ ك��ه اس��ت م��وج��ود x ∈ [a, b] ع��ض��و

�ام��ل ك� �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �ی��ب �رت� ت� �ن �دی� ب� و اس��ت �اط��ل ب� �ل��ف خ� ف��رض پ��س �د. �اش� �ی�ب� م� ١.٢.۵ �ب��ل ق� �ه �ی� �ض� ق� �ا ب� �اق��ض �ن� �ت� م�
اس��ت. ش��ده

�ه �ت� �س� ب� �ازه ب� ی��ك �ه، �ت� �س� ب� �ازه ب� �ر ه� �ر ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �اب� ت� �ر ه� �ر �وی� ت��ص� �ه ك� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ه ك� �م �ی� �ت� �س� ه� �ت��ی �ی� �ع� �وق� م� در �ون �ن� اك�
f ب��رد ه��م��ان ك��ه f([a, b]) ی��ع��ن��ی f ت��ح��ت [a, b] ت��ص��وی��ر آن��گ��اه ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه [a, b] ب��ر f اگ��ر واق��ع در اس��ت.

آن در ك��ه اس��ت [c۱, c۲] ش��ك��ل ب��ه ب��ازه�ای اس��ت
c۱ = min{f(x) : x ∈ [a, b]}, c۲ = max{f(x) : x ∈ [a, b]}

�ر �گ� دی� �ارت �ب� �ع� �ه ب� �ا ی� �ت. اس� �ه �ت� �س� ب� �ازه ب� �ك ی� �ز �ی� ن� f �رد ب� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� [a, b] �ر ب� f �ر اگ� .٣.٢.۵ �ه �ی� �ض� ق�
اس��ت. fپ��وش��ا : [a, b] −→ [c۱, c۲] ك��ه م��وج��ودن��د c۱ ≤ c۲

ك��ن��ی��د ف��رض ،٢.٢.۵ ق��ب��ل ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا اث��ب��ات.

c۱ = min {f(x) : x ∈ [a, b]}

c۲ = max {f(x) : x ∈ [a, b]}

ن��ش��ان اس��ت ك��اف��ی .c۱ < c۲ ك��ه ك��ن��ی��م ف��رض پ��س اس��ت. ش��ده اث��ب��ات ق��ض��ی��ه ك��ه c۱ = c۲ اگ��ر ص��ورت ای��ن در
c۲ = f(x۱) و c۱ = f(x۰) ری��م دا ٢.٢.۵ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه م��ی�گ��ی��رد. را c۲ و c۱ ب��ی��ن م��ق��ادی��ر ت��م��ام f ك��ه ده��ی��م
�س پ� �ت اس� �ع �اب� ت� f �ون چ� و f(x۰) < f(x۱) �م ری� دا �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� [a, b] از �ی �ای� �ض� اع� x۱ و x۰ �ه ك�
ب��ازه ج��م��ل��ه از آن رب��ازه زی�� ه��ر ب��ر پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه [a.b] ب��ر f چ��ون ح��ال .x۰ < x۱ ك��ن��ی��د ف��رض .x۰ ̸= x۱

را f(x۱) و f(x۰) �ی��ن ب� �ر �ادی� �ق� م� �ام �م� ت� f �ان��ی �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� ق��ض� �ه �اب� �ن� ب� پ��س �ود. ب� �د �واه� خ� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ز �ی� ن� [x۰, x۱]

م��ی�گ��ی��رد.

�ر اگ� �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� .f(b) = c۲ و f(a) = c۱ �م �ی� �وی� �ی�گ� �م� ن� �وق ف� �ه �ی� �ض� ق� در �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت�
درح��ق��ی��ق��ت .f(−۱) ̸= ۰ ول��ی f([−۱,۱]) = آن��گ��اه[۰,۱] ب��اش��د [−۱,۱] ب��ازه ب��ر f(x) = |x|

f(−۱) = f(۱) = max {f(x) : x ∈ [−۱,۱]} = ۱
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ف��رض داد. �ی��م �م� �ع� ت� �ر زی� ش��رح ب��ه �ه �ت� ب��س� �اً ل��زوم� �ه ن� ب��ازه�ای �ر ه� ب��ه م��ی�ت��وان را ف��وق �ی��ه ق��ض� ك��ه �ی��د �ای� �م� ن� �ه ت��وج� �ی��ن �ن� �م��چ� ه�
را y۱ ̸= y۲ �ل �ث� م� �داری �ق� م� �ردو ه� f �ر اگ� �ت. اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� f : I −→ R �ه ك� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� �ازه�ای ب� I �د �ی� �ن� ك�
ك��ه ب��اش��ن��د چ��ن��ان a و b ∈ I ك��ن��ی��د ف��رض ك��رد. خ��واه��د اخ��ت��ی��ار ن��ی��ز را دو آن ب��ی��ن م��ق��دار ه��ر f آن��گ��اه ك��ن��د اخ��ت��ی��ار
ای��ن در .a < b ك��ن��ی��د ف��رض .a ̸= b پ��س y۲ ̸= y۱ چ��ون ص��ورت ای��ن در .f(b) = y۲ و f(a) = y۱

�ام �م� ت� f �ی �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �س پ� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ز �ی� ن� [a, b] �دار �ران� ك� و �ه �ت� �س� ب� �ازه ب� �ه ب� f �د �دی� �ح� ت� �ورت ص�
م��ی�ك��ن��د. اخ��ت��ی��ار را y۲ و y۱ ب��ی��ن م��ق��ادی��ر

م��ی�ده��ی��م. ادام��ه پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع از دی��گ��ری خ��واص درب��اره را خ��ود ب��ح��ث

x < y �ق��ی �ی� �ق� ح� ع��دد دو ه��ر ب��رای �اه �رگ� ه� �ی��م �وی� گ� (ن��زول��ی) �ع��ودی ص� را f : R −→ R �اب��ع ت� .۴.٢.۵ �ع��ری��ف ت�
ب��اش��ی��م داش��ت��ه ،f ری��ف ت��ع�� ح��وزه در

f(x) ≤ f(y) (f(x) ≥ f(y))

اك��ی��داً ی��ا ص��ع��ودی اك��ی��داً ك��ه اس��ت ت��اب��ع��ی ی��ك��ن��وا. اك��ی��داً ت��اب��ع ن��ام��ن��د. ی��ك��ن��وا ت��اب��ع ی��ك را ن��زول��ی ی��ا ص��ع��ودی ت��اب��ع ه��ر
ت��اب��ع ی��ع��ن��ی اس��ت. م��ع��ك��وس�پ��ذی��ر ن��ت��ی��ج��ه در و ب��وده ی��ك ب��ه ی��ك ی��ك��ن��وا، اك��ی��داً ت��اب��ع ه��ر ك��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه ب��اش��د. ن��زول��ی
f اگ��ر ك��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه اس��ت. ه��م��ان��ی f−۱of : Df −→ R ك��ه اس��ت م��وج��ود چ��ن��ان f−۱ : Rf −→ R

اس��ت. چ��ن��ی��ن ن��ی��ز f−۱ ب��اش��د ن��زول��ی اك��ی��داً ی��ا ص��ع��ودی اك��ی��داً

ت��اب��ع ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ص��ع��ودی اك��ی��داً و پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی f : (a, b) −→ R ك��ن��ی��د ف��رض .۵.٢.۵ ق��ض��ی��ه
ت��واب��ع ب��رای ب��ود. خ��واه��د ص��ع��ودی اك��ی��داً پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی ن��ی��ز f−۱ : f((a, b)) −→ R ت��اب��ع ی��ع��ن��ی f م��ع��ك��وس
اس��ت. ب��از ب��ازه ی��ك ن��ی��ز f((a, b)) م��ج��م��وع��ه ب��ع��لاوه اس��ت. ب��رق��رار م��ش��اب��ه��ی ح��ك��م ن��ی��ز ن��زول��ی اك��ی��داً و پ��ی��وس��ت��ه

اع��داد پ��س اس��ت ی��ك ب��ه ی��ك ،f ت��اب��ع چ��ون آن��گ��اه .y۱ < y۲ و y۱, y۲ ∈ f((a, b)) �ی��د �ن� ك� ف��رض اث��ب��ات.
اس��ت �ع��ودی ص� �داً �ی� اك� f �اب��ع ت� �ون چ� و f(x۲) = y۲ و f(x۱) = y۱ �ه ك� �د �ودن� �وج� م� (a, b) در x۱ ̸= x۲

�رض ف� �ا ب� �ض �اق� �ن� �ت� م� �ه ك� y۱ > y۲ �ی �ن� �ع� ی� ،f(x۱) > f(x۲) �اه �گ� آن� x۱ > x۲ �ر اگ� �را زی� x۱ < x۲پ��س
ن��ت��ی��ج��ه y۱ < y۲ ف��رض ن��ت��ی��ج��ه در .x۲ = f−۱(y۲) و x۱ = f−۱(y۱) ری��م دا ص��ورت ای��ن در ام��ا اس��ت.
(a, b) �ون چ� �ت. اس� �ودی �ع� ص� �دا �ی� اك� f((a, b)) روی f−۱ �ع �اب� ت� �ی �ن� �ع� ی� f−۱(y۱) < f−۱(y۲) �د �ی�ده� م�
�رای ب� �ت. اس� �ازه ب� �ك ی� �ز �ی� ن� f((a, b)) �م �دی� دی� ٣.٢.۵ �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� از �د �ع� ب� �ه ك� �ه �چ� آن� �ق �ب� ط� پ��س �ت اس� �ازه ب� �ك ی�
در x۱ > x۲اگ��ر ك��ه ك��ن��ی��د م��لاح��ظ��ه اب��ت��دا اس��ت پ��ی��وس��ت��ه f−۱ و ب��از ب��ازه ی��ك f((a, b)) ك��ه ده��ی��م ن��ش��ان ای��ن��ك��ه

آن در ك��ه f([x۱, x۲]) = [c۱, c۲] ری��م دا ٣.٢.۵ ب��ه ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د دل��خ��واه (a, b) ب��ازه
c۱ = min{f(x) : x ∈ [x۱, x۲]}, c۲ = max{f(x) : x ∈ [x۱, x۲]}

.f((x۱, x۲)) = (c۱, c۲) ب��ن��اب��رای��ن .c۲ = f(x۲) و c۱ = f(x۱)پ��س اس��ت� ص��ع��ودی� اك��ی��داً f چ��ون و
اس��ت ك��اف��ی ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه f((a, b)) ب��ر f−۱ ت��اب��ع ك��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اك��ن��ون
آن��گ��اه ب��اش��د. دل��خ��واه y۰ ∈ f((a, b))ن��ی��د� ك� ف��رض اس��ت. �ت��ه پ��ی��وس� f((a, b)) از ن��ق��ط��ه ه��ر ب��ر ك��ه �ی��د ده� ن��ش��ان
�د �ی� �ن� ك� ف��رض f(x۰) = y۰ ك��ه اس��ت م��وج��ود (a, b) �ازه ب� در ف��ردی �ه ب� �ر �ن��ح��ص� م� x۰ اس��ت ی��ك �ه ب� ی��ك ،f چ��ون
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و ϵ۱ > ϵ ك��ه اس��ت م��وج��ود ϵ۱ > ۰ ،x۰ ∈ (a, b) و ب��از (a, b) چ��ون ب��اش��د دل��خ��واه ϵ > ۰

(x۰ − ϵ۱, x۰ + ϵ۱) ⊆ (a, b)

م��ی�ده��ی��م ق��رار و (x۰ − ϵ۲, x۰ + ϵ۱) ⊆ (x۰ − ϵ۱, x۰ + ϵ۱) ك��ه ب��اش��د چ��ن��ان ϵ۲ > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض ح��ال

y۱ = f(x۰ − ϵ۲), y۲ = f(x۰ − ϵ۱)

۰ < δ ≤ min{y۰ − y۱, y۲ − y۰} �ی��د �ن� ف��رض�ك� ،y۱ < y۰ < y۲ �ب��الا �اه��دات �م��ش� �ب��ق �ط� درای��ن�ص��ورت
ری��م دا |y − y۰|< δ ك��ه y ∈ f((a, b)) ه��ر ب��رای ك��ه دی��د م��ی�ت��وان س��ادگ��ی ب��ه ص��ورت ای��ن در

|f−۱(y)− f−۱(y۰)|< ϵ۱ < ϵ

ب��ازه ب��ودن ب��از ن��م��ای��ان��گ��ر خ��ود ك��ه (y − δ, y + δ) ⊆ f((a, b)) ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی f−۱ ی��ع��ن��ی
اس��ت. f((a, b))

�ودی �ع� ص� �دا �ی� اك� و �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ی �ع� �اب� (∞,۰)ت� روی f(x) = x۲ �ع �اب� ت� �وق ف� �ه �ی� �ض� ق� از �ردی رب� �ا ك� �وان �ن� ع� �ه ب�
م��ن��اس��ب��ی ری��ف ت��ع�� ح��وزه ب��ر f(x) = xr ت��اب��ع r ∈ Q ه��ر ب��رای م��ش��اب��ه��ی اس��ت��دلال ب��ا ك��ل��ی ط��ور ب��ه ب��ود. خ��واه��د
و ن��ی��س��ت ری��ف ت��ع�� ق��اب��ل ن��ق��ط��ه ی��ك در ف��ق��ط ك��ه م��ی�ك��ن��ی��م اش��اره پ��ی��وس��ت��گ��ی از دی��گ��ری ن��وع ب��ه اك��ن��ون اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه

اس��ت. م��وس��وم ی��ك��ن��واخ��ت پ��ی��وس��ت��گ��ی ب��ه و م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه آن از ت��اب��ع پ��ی��وس��ت��گ��ی

ی��ك��ن��واخ��ت پ��ی��وس��ت��گ��ی ٣.۵

�ان �ن� چ� δ > ۰ ،ϵ > ۰ �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �واخ��ت �ن� �ك� ی� �ه �ت� �وس� �ی� پ� را f : R −→ R �ع �اب� ت� .١.٣.۵ �ری��ف �ع� ت�
،f ت��اب��ع دام��ن��ه در x۲ و x۱ ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��د م��وج��ود

|x۱ − x۲|< δ ⇒ |f(x۱)− f(x۲)|< ϵ

آن ع��ك��س ول��ی اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه آن��گ��اه ب��اش��د ی��ك��ن��واخ��ت پ��ی��وس��ت��ه f ت��اب��ع اگ��ر ك��ه اس��ت واض��ح ف��وق ری��ف ت��ع�� از
�ت �واخ� �ن� �ك� ی� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ازی ب� �ازه ب� �چ �ی� ه� روی f(x) = x۲ �ع �اب� ت� �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �ت �س� �ی� ن� �رار �رق� ب� �ی �ل� ك� �ت �ال� ح� در
ϵ > ۰ �ر ه� �رای ب� �را زی� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �واخ� �ن� �ك� ی� �ور ط� �ه ب� f(x) = sinx �ع �اب� ت� �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� و �ت. �س� �ی� ن�
�س پ� δ ≤ ϵ �ون چ� �اه �گ� آن� |x۱ − x۲|< δ �ر اگ� �ورت ص� �ن ای� در �م ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در ۰ < δ ≤ ϵ �ت اس� �ی �اف� ك�

ه��م��واره دی��دی��م ح��د ف��ص��ل در ك��ه آن��چ��ه ب��ن��اب��ه ام��ا |x۱ − x۲|< ϵ

|sinx۱ − sinx۲|≤ |x۱ − x۲|

رن��ت��ی��ج��ه د
|sinx۱ − sinx۲|< ϵ

پ��ی��وس��ت��ه ی��ك��ن��واخ��ت ط��ور ب��ه ق��درم��ط��ل��ق ت��اب��ع و ۱
۱+x۲ ت��اب��ع ،cosx ت��اب��ع ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان ت��رت��ی��ب ه��م��ی��ن ب��ه
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اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ی��ك��ن��واخ��ت ب��ط��ور ب��س��ت��ه ب��ازه ی��ك ب��ر پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع ی��ك ت��ح��دی��د ك��ل��ی ب��ط��ور ه��س��ت��ن��د.

ج��م��ع��ی ت��اب��ع ۴.۵

٨.٣ �خ��ش (ب� �م. �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� y و x �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �ام� ن� �ی �ع� �م� ج� را f : R −→ R �ع �اب� ت�
ب��ب��ی��ن��ی��د) را ۶ ری��ن ت��م��

f(x+ y) = f(x) + f(y)

اس��ت. ج��م��ع��ی ت��اب��ع��ی اس��ت ث��اب��ت ع��ددی a آن در ك��ه f(x) = ax ت��اب��ع م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه

ج��م��ع��ی ت��اب��ع خ��واص ۵.۵

ص��ورت: ای��ن در ب��اش��د ج��م��ع��ی ت��اب��ع��ی f : R −→ R ك��ن��ی��د ف��رض

f(۰) = ۰ (١)

f(rx) = rf(x)،r گ��وی��ای ع��دد ه��ر ب��رای (٢)

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ی��ك��ن��واخ��ت ط��ور ب��ه f آن��گ��اه ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه ن��ق��ط��ه ی��ك در f اگ��ر (٣)

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ی��ك��ن��واخ��ت ط��ور ب��ه f آن��گ��اه ب��اش��د ن��زول��ی ی��ا ص��ع��ودی f اگ��ر (۴)

اث��ب��ات.

ری��م: دا (١)
f(۰) = f(۰ + ۰) = f(۰) + f(۰)

f(۰) = ۰ ن��ت��ی��ج��ه در

آن��گ��اه n ∈ N اگ��ر (٢)
f(nx) = f(x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸

nم��رت��ب��ه

) = f(x) + f(x) + · · ·+ f(x)︸ ︷︷ ︸
nم��رت��ب��ه

= nf(x)

ب��ن��اب��رای��ن
f(x) = f

[nx
n

]
= f

[
n
x

n

]
= nf

[x
n

]
ی��ا

f
[x
n

]
=

۱

n
f(x)
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ری��م دا (١) ب��ه ب��ن��ا ،x ∈ R ه��ر ب��رای ح��ال
۰ = f(۰) = f(x− x) = f(x+ (−x)) = f(x) + f(−x)

�م ری� دا ،m ∈ Z �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .f(−x) = −f(x) �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �ا ی�
درن��ت��ی��ج��ه و −m ∈ N آن��گ��اه m < ۰ اگ��ر زی��را .f(mx) = mf(x)

f(mx) = f((−m)(−x)) = −mf(−x) = m(−f(−x)) = mf(x)

r = m
n ك��ه م��وج��ودن��د n ∈ N و m ∈ Z اع��داد �ا، �وی� گ� اع��داد ری��ف � �ع� ت� �ه ب� �ا �ن� ب� ،r ∈ Q ب��رای �ن��ون اك�

درن��ت��ی��ج��ه
f(rx) = f

[m
n
x
]
= f

[
m

x

n

]
= mf

[x
n

]
=

m

n
f(x) = rf(x)

اس��ت م��وج��ود چ��ن��ان δ > ۰ ص��ورت ای��ن در ب��اش��د دل��خ��واه ϵ > ۰ و پ��ی��وس��ت��ه x۰ ن��ق��ط��ه در f ك��ن��ی��د ف��رض (٣)
x ∈ Rه��ر ب��رای ك��ه

|x− x۰|< δ ⇒ |f(x)− f(x۰)|< ϵ

پ��س |(x+ x۰)− x۰|= |x|< δ آن��گ��اه |x|< δ ،x ∈ R ب��رای اگ��ر ص��ورت ای��ن در
|f(x)|= |f(x+ x۰ − x۰)|= |f(x+ x۰)− f(x۰)|< ϵ

�ه ك� �د �ن� �اش� ب� �واه �خ� دل� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو x۲ و x۱ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ال ح� �ت. اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� ۰ در f �ی �ن� �ع� ی�
چ��ون ص��ورت ای��ن در |x۱ − x۲|< δ

|(x۱ − x۲)− ۰|= |x۱ − x۲|< δ

ری��م دا (٢) و (١) ب��ه ب��ن��ا ام��ا |f(x۱ − x۲)− f(۰)|< ϵ پ��س
|f(x۱ − x۲)− f(۰)|= |f(x۱)− f(x۲)|

ری��م دا ن��ت��ی��ج��ه در
|x۱ − x۲|< δ ⇒ |f(x۱)− f(x۲)|< ϵ

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ی��ك��ن��واخ��ت ط��ور ب��ه f ی��ع��ن��ی

خ��وان��ن��ده ب��ه آن��را اث��ب��ات ك��ه اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ۰ در ف��ق��ط f ت��اب��ع ك��ه ده��ی��م ن��ش��ان اس��ت ك��اف��ی (٣) ب��ه ت��وج��ه ب��ا (۴)
م��ی�ك��ن��ی��م. واگ��ذار
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ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ۶.۵

�د �ی� ده� �ان �ش� ن� �د. �ن� �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �اب� ت� دو f, g : R −→ R �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١.۶.۵ �ه �ال� �س� م�
و max{f, g}(x) = max{f(x), g(x)} آن در �ه ك� min{f, g} و max{f, g} �ع �واب� ت� �ه ك�

ه��س��ت��ن��د. پ��ی��وس��ت��ه ن��ی��ز min{f, g}(x) = min{f(x), g(x)}

ری��م: دا ه��م��واره ك��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه ح��ل.

max{a, b} =
a+ b+ |a− b|

۲

min{a, b} =
a+ b− |a− b|

۲

ری��م دا ن��ت��ی��ج��ه در

max{f, g}(x) = f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|
۲

min{f, g}(x) = f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|
۲

ب��ود. خ��واه��ن��د پ��ی��وس��ت��ه ف��وق ت��واب��ع ٢.١.۵ ب��ه ب��ن��ا اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ق��درم��ط��ل��ق ت��اب��ع چ��ون ك��ه

اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ح��ق��ی��ق��ی اع��داد م��ج��م��وع��ه در f(x) = [x] +
√

x− [x] ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٢.۶.۵ م��س��ال��ه
ن��م��ای��ی��د. رس��م آن��را ن��م��ودار و

ب��ن��اب��رای��ن ه��س��ت��ن��د پ��ی��وس��ت��ه ۵.١.۵ م��ث��ال ری��ش��ه�گ��ی��ری ت��اب��ع و ص��ح��ی��ح غ��ی��ر ن��ق��اط در ص��ح��ی��ح ج��زء ت��اب��ع چ��ون ح��ل.
x = n �م �ی� �ن� ك� ف��رض �ال ح� اس��ت. �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ح �ی� �ح� ص� �ر �ی� غ� �اط �ق� ن� �ام �م� ت� در f �اب��ع �ـ� ت� �ه ك� �م ری� دا ٢.١.۵ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب�

ری��م دا دی��ده�ای��م ح��د ق��س��م��ت در ك��ه آن��چ��ه ب��ه ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ص��ح��ی��ح ع��ددی
lim

x−→n−
[x] = n− ۱, lim

x−→n+
[x] = n

ری��م: دا پ��س

lim
x→n+

f(x) = lim
x→n+

[x] +
√

lim
x→n+

x− lim
x→n+

[x]

= n+
√
n− n = n
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ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت) پ��ی��وس��ت��ه
√
x ت��اب��ع (چ��ون

lim
x→n−

f(x) = lim
x→n−

[x] +
√

lim
x→n−

x− lim
x→n−

[x]

= n− ۱ +
√

n− (n− ۱)

= n− ۱ + (+۱) = n

ب��ن��اب��رای��ن و lim
x→n+

f(x) = lim
x→n−

f(x) = n ن��ت��ی��ج��ه در

lim
x→n

f(x) = n = f(x)

ری��م: دا x ∈ [n, n+ ۱)(n ∈ Z) ب��رای ف��وق ت��اب��ع ن��م��ودار رس��م ب��رای اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه f ت��اب��ع پ��س
f(x) = n+

√
x− n

�ه ب� �وق ف� �ع �اب� ت� �ودار �م� ن� �س پ� �م داده�ای� �ال �ق� �ت� ان� n �ه �ط� �ق� ن� �ه ب� را f(x) =
√
x �ع �اب� ت� �ه ك� �ت اس� �ی �ن� �ع� م� �ن �دی� ب� �ن ای� و

ب��ب��ی��ن��ی��د) را ۶.٣ (ب��خ��ش ب��ود. خ��واه��د زی��ر ص��ورت

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

f(x) = [x] +
√

x− [x] ت��اب��ع ن��م��ودار :١.۵ ش��ک��ل

�ا ب� f �ع �اب� ت� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �ان �ن� چ� را a �د �ن� �اش� ب� �ت �اب� ث� و �واه �خ� دل� �ری �ادی� �ق� م� c و b �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٣.۶.۵ �ه �ال� �س� م�
ض��اب��ط��ه

f(x) =

sinx x ≤ c

ax+ b x > c

ب��اش��د. پ��ی��وس��ت��ه ه��م��واره
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ك��ه آوری��م دس��ت ب��ه چ��ن��ان را a اس��ت ك��اف��ی پ��س ه��س��ت��ن��د پ��ی��وس��ت��ه ه��م��واره ax+ b و sinx ت��واب��ع چ��ون ح��ل.
ب��اش��ی��م: داش��ت��ه ب��ای��د ص��ورت ای��ن در ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه c ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع

lim
x→c+

f(x) = f(c) = sin c

پ��س f(x) = ax+ b ری��م دا x > c ب��رای ام��ا
lim
x→c+

f(x) = ac+ b

اگ��ر .c ̸= ۰ ك��ه ص��ورت��ی در a = sin c−b
c ری��م: دا ب��ن��اب��رای��ن ac+ b = sin c ب��اش��ی��م داش��ت��ه ب��ای��س��ت��ی ن��ت��ی��ج��ه در

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه a م��ق��ادی��ر ت��م��ام��ی ب��رای f ت��اب��ع b = ۰ ش��رط ب��ا ص��ورت ای��ن در c = ۰

ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۴.۶.۵ م��س��ال��ه

f(x) =

xk x ∈ Q

۰ x ̸∈ Q
k ∈ N

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ۰ در ف��ق��ط

در ب��اش��د دل��خ��واه ϵ > ۰ �ی��د �ن� ك� ف��رض �ن��ظ��ور م� ای��ن ب��رای اس��ت. �ت��ه �ی��وس� پ� ۰ در f ك��ه �م �ی� م��ی�ده� ن��ش��ان �ت��دا اب� ح��ل.
|x|< ۱ ری��م دا δ ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا آن��گ��اه |x|< δ اگ��ر ص��ورت ای��ن در .۰ < δ ≤ min{۱, ϵ} ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر

آن��گ��اه x ∈ Q اگ��ر پ��س ،|x|k= |xk| ام��ا |x|k< ϵ|x|k−۱< ϵ پ��س |x|< ϵ و
|f(x)− f(۰)| = |f(x)|= |xk| = |x|k< ϵ

آن��گ��اه x ̸∈ Q اگ��ر و
|f(x)− f(۰)| = ۰ < ϵ

ب��ا ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه ن��ی��ز x۰ ̸= ۰ ن��ق��ط��ه در f ك��ه خ��ل��ف) (ف��رض ك��ن��ی��م ف��رض اگ��ر ح��ال اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ۰ در f پ��س

،x ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود δ > ۰ اس��ت پ��ی��وس��ت��ه x۰ در f ای��ن��ك��ه از ،ϵ = |x۰|k
۳ ان��ت��خ��اب

|x− x۰|< δ ⇒ |f(x)− f(x۰)|< ϵ

�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� (ت� |x− x۰|< δ �ه ك� �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �ار �ی� �ت� اخ� �ان �ن� چ� را x ∈ Q′ �اه �گ� آن� ،x۰ ∈ Q �ر اگ� �ال ح�
پ��س f(x) = ۰ ری��م دا ص��ورت ای��ن در اس��ت) م��م��ك��ن ان��ت��خ��اب��ی چ��ن��ی��ن ح��ق��ی��ق��ی اع��داد در اص��م اع��داد ب��ودن چ��گ��ال

|f(x)− f(x۰)| = |−xk۰ |= |x۰|k<
|x۰|k

۳
⇒ ۱ <

۱

۳



پ��ی��وس��ت��گ��ی .۵ ف��ص��ل ١٧٣

و |x − x۰|< δ �ه ك� �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �ار �ی� �ت� اخ� �ان �ن� چ� را x ∈ Q �اه �گ� آن� x۰ ̸∈ Q �ر اگ� �ت. اس� �ض �اق� �ن� ت� �ك ی� �ه ك�
ص��ورت ای��ن در |x|> |x۰|

f(x) = xk, f(x۰) = ۰

|f(x)− f(x۰)| <
|x۰|k

۳
⇒ |xk|= |x|k< |x۰|k

۳

ی��ك �ه ك� ۱ < ۱
۳ �ی �ن� �ع� ی� |x۰|k< |x۰|k

۳ �م ری� دا �س پ� ،|x|k> |x۰|kه� ك� �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� |x|> |x۰| �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه�
اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ۰ در ف��ق��ط f ت��اب��ع ی��ع��ن��ی اس��ت ب��اط��ل خ��ل��ف ف��رض پ��س اس��ت. ت��ن��اق��ض

ه��م و م��ث��ب��ت م��ق��ادی��ر ه��م f ،x۰ از ه��م��س��ای��گ��ی ه��ر ب��رای و ب��وده پ��ی��وس��ت��ه x۰ ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع اگ��ر .۵.۶.۵ م��س��ال��ه
.f(x۰) = ۰ آن��گ��اه ك��ن��د اخ��ت��ی��ار را م��ن��ف��ی م��ق��ادی��ر

در f(x۰) > ۰ اگ��ر .f(x۰) < ۰ ی��ا f(x۰) > ۰ ی��ا پ��س f(x۰) ̸= ۰ خ��ل��ف) (ف��رض �ی��د �ن� ك� ف��رض ح��ل.
در f آن��گ��اه f(x۰) < ۰ اگ��ر اس��ت ف��رض ب��ا م��ت��ن��اق��ض ك��ه اس��ت م��ث��ب��ت x۰ از ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك در f ص��ورت ای��ن
�ی �ن� �ع� ی� �ت اس� �ل �اط� ب� �ف �ل� خ� �رض ف� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت اس� �رض ف� �ا ب� �ض �اق� �ن� �ت� م� �ه ك� �ت اس� �ی �ف� �ن� م� ،x۰ از �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ك ی�

.f(x۰) = ۰

�ه �ادل� �ع� م� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �د. �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ی �ع� �اب� ت� f : [۰,۱] −→ [۰,۱] �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .۶.۶.۵ �ه �ال� �س� م�
در �رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� x۰م� ی��ک �ی �ن� �ع� (ی� �ت. اس� [۰,۱] روی �ت �اب� ث� �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� دارای (r ∈ Q+) ،f(x) = xr

(f(x۰) = x۰ ک��ه اس��ت م��وج��ود [۰,۱]

اس��ت. ش��ده ح��ل م��س��ئ��ل��ه ص��ورت ای��ن در f(۱) = ۱ ی��ا f(۰) = ۰ اگ��ر ح��ل.
�ال ح� f(۰) > ۰ و f(۱) < ۱ �م ری� دا �ورت ص� �ن ای� در ،f(۱) ̸= ۱ و f(۰) ̸= ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �س پ�
�ع �اب� ت� و f �ون چ� �ه ك� �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در g(x) = xr − f(x) �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� را g : [۰,۱] −→ R �ع �اب� ت�
و g(۰) = −f(۰) < ۰ �م ری� دا و �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� g �ع �اب� ت� ٢.١.۵ �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� �د �ن� �ت� �س� ه� �ه �ت� �وس� �ی� پ� xr

اس��ت x۰ م��ان��ن��د ن��ق��ط��ه ی��ك دارای (۰,۱) روی g ت��اب��ع ب��ول��زان��و، ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س g(۱) = ۱ − f(۱) > ۰

.f(x۰) = xn۰ ی��ا xn۰ − f(x۰) = ۰ دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه g(x۰) = ۰ ک��ه

�ه �ادل� �ع� م� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �د. �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ی �ع� �اب� ت� f : [a, b] −→ [a, b] �د �ی� �ن� �رض�ك� ف� .٧.۶.۵ �ه �ال� �س� م�
اس��ت. [a, b] روی ث��اب��ت ن��ق��ط��ه ی��ك دارای f(x) = b+ a− x

ری��م دا ص��ورت ای��ن در f(b) = a ی��ا f(a) = b اگ��ر ح��ل.
f(a) = b = b+ a− a, ی��ا f(b) = a = b+ a− b
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�د �ی� �ن� ك� �رض ف� پ��س �ت. اس� �ده ش� �ل ح� �ه �ل� �ئ� �س� م� و �ت اس� �ت �اب� ث� �ه �ط� �ق� ن� دارای f(x) = b+ a− x �ه �ادل� �ع� م� �ی �ن� �ع� ی�
�ن ای� در f(b) > a و f(a) < b پ��س ،f([a, b]) ⊆ [a, b] چ��ون �ه �ج� �ی� �ت� ن� در f(b) ̸= a و f(a) ̸= b

ری��م: م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در زی��ر ض��اب��ط��ه ب��ا را g : [a, b] −→ R ت��اب��ع ص��ورت
g(x) = f(x) + x− b− a

[a, b] روی g ت��اب��ع ٢.١.۵ ب��ن��اب��ه پ��س ه��س��ت��ن��د پ��ی��وس��ت��ه [a, b] ب��ر x− b− a ت��اب��ع و f چ��ون ص��ورت ای��ن در
ری��م دا و اس��ت پ��ی��وس��ت��ه

g(a) = f(a) + a− b− a = f(a)− b < ۰

و
g(b) = f(b) + b− b− a = f(b)− a > ۰

دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا g(x۰) = ۰ ك��ه اس��ت م��وج��ود x۰ ∈ (a, b)ب��ول��زان��و ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه پ��س
f(x۰) + x۰ − b− a = ۰

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��س��ئ��ل��ه ح��ل ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و f(x۰) = b+ a− x۰ ب��ا اس��ت م��ع��ادل ك��ه

�ث��ب��ت م� ج��واب ی��ك ح��داق��ل دارای xn − ۴x۲ + x+ cosx = ۰ م��ع��ادل��ه ك��ه �ی��د ده� ن��ش��ان .٨.۶.۵ �ال��ه م��س�
اس��ت.

�ن��وس �ی� �س� ك� �ع �اب� ت� و �ا �ه� �ه�ای� �ل� �م� ج� �د �ن� چ� �ون چ� �ه ك� f(x) = xn − ۴x۲ + x+ cosx �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ل. ح�
ام��ا اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ن��ی��ز [۰,۱] ب��ر f ای��ن��ك��ه ب��خ��ص��وص پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی f پ��س ه��س��ت��ن��د پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع��ی

ری��م دا
f(۰) = cos ۰ = ۱ > ۰,

f(۱) = ۱ − ۴ + ۱ + cos۱ = −۲ + cos۱ < −۲ + ۱ = −۱ < ۰

x۰ ∈ (۰,۱) �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �ا ی� �ت اس� (۰,۱) �ازه ب� در �ر �ف� ص� �ك ی� دارای f �و �زان� �ول� ب� �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در
�ه �ادل� �ع� م� �ه ك� �م داده�ای� �ان �ش� ن� �ع، واق� در �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت� .xn۰ − ۴x۲

۰ + x۰ + cosx۰ = ۰ �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م�
اس��ت. (۰,۱) در ج��واب ی��ك لااق��ل دارای ف��وق

ب��اش��د زی��ر ض��اب��ط��ه ب��ا ت��اب��ع��ی f : [۰,۱] −→ R ك��ن��ی��د ف��رض .٩.۶.۵ م��س��ال��ه

f(x) =

x x ∈ Q

۱ − x x ̸∈ Q

ده��ی��د ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در

.f(f(x)) = x ،x ∈ [۰,۱] ه��ر ب��رای (١)
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.f(x) + f(۱ − x) = ۱ ،x ∈ [۰,۱] ه��ر ب��رای (٢)

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه x = ۱
۲ در f (٣)

ك��ن��د. م��ی اخ��ت��ی��ار را ۱ و ۰ ب��ی��ن م��ق��ادی��ر ت��م��ام f (۴)

اس��ت. گ��وی��ا f(x+ y)− f(x)− f(y) ع��دد [۰,۱] در y و x ه��ر ب��رای (۵)

ح��ل.

آن��گ��اه ب��اش��د گ��وی��ا x اگ��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��د دل��خ��واه x ∈ ك��ن��ی��د[۰,۱] ف��رض (١)
f(f(x)) = f(x) = x

پ��س ،f(x) = ۱ − x آن��گ��اه ب��اش��د گ��ن��گ x اگ��ر و
f(f(x)) = f(۱ − x) = ۱ − (۱ − x) = x

اس��ت. گ��ن��گ ن��ی��ز ۱ − x آن��گ��اه ب��اش��د گ��ن��گ x اگ��ر چ��ون

و �وده ب� �ا �وی� گ� �ز �ی� ن� ۱ − x �اه �گ� آن� x ∈ Q �ر اگ� �ورت ص� ای��ن در �د، �اش� ب� �واه �خ� دل� x ∈ [۰,۱] �د �ی� �ن� ك� ف��رض (٢)
ری��م: دا

f(x) + f(۱ − x) = x+ (۱ − x) = ۱

ری��م دا و ب��وده گ��ن��گ ن��ی��ز ۱ − x آن��گ��اه ب��اش��د گ��ن��گ x اگ��ر و
f(x) + f(۱ − x) = (۱ − x) + ۱ − (۱ − x) = ۱

ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� �ت. اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� x = ۱
۲ در f �ع �اب� ت� �ه ك� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �دا �ت� اب� (٣)

ح��ال |x− ۱
۲ |< ϵ پ��س |x− ۱

۲ |< δ اگ��ر ص��ورت ای��ن در ۰ < δ ≤ ϵ �ی��د �ن� ك� ف��رض ب��اش��د دل��خ��واه
ری��م: دا آن��گ��اه ب��اش��د گ��وی��ا x −f(x)∣∣∣∣اگ��ر f(

۱

۲
)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x− ۱

۲

∣∣∣∣ < ϵ

ری��م: دا آن��گ��اه ب��اش��د گ��ن��گ x اگ��ر −f(x)∣∣∣∣و f(
۱

۲
)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣۱ − x− ۱

۲

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x− ۱

۲

∣∣∣∣ < ϵ

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه x = ۱
۲ در f پ��س

f ی��ع��ن��ی f(f(x)) = x (١) ق��س��م��ت ب��ه ب��ن��ا و ۰ ≤ f(x) ≤ ۱ ری��م دا x ∈ ه��ر[۰,۱] ب��رای چ��ون (۴)
م��ی�گ��ی��رد. را ۱ و ۰ ب��ی��ن م��ق��ادی��ر ت��م��ام
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x+ y �اه �گ� آن� �د �ن� �اش� ب� �ا �وی� گ� y و x اگ��ر ص��ورت: ای��ن در �ن��د �اش� ب� �واه �خ� دل� [۰,۱] در y در x �ی��د �ن� ك� ف��رض (۵)
�ه �ج� �ی� �ت� ن� در �د �ن� �ت� �س� ه� �ا �وی� گ� f(x + y) و f(y) ،f(x) �ع، �اب� ت� �ه �ط� �اب� ض� �ه �اب� �ن� ب� �س پ� �ت اس� �ا �وی� گ� �ز �ی� ن�

آن��گ��اه ب��اش��ن��د گ��ن��گ y و x اگ��ر ب��ود خ��واه��د گ��وی��ا ن��ی��ز f(x+ y)− f(x)− f(y)

f(x+ y)− f(x)− f(y)

=

۱ − x− y − (۱ − x)− (۱ − y) = −۱ ∈ Q گ��ن��گ ب��اش��ن��د x+ y اگ��ر

x+ y − (۱ − x)− (۱ − y) = −۲ + ۲(x+ y) ∈ Q گ��وی��ا ب��اش��ن��د x+ y اگ��ر

پ��س ب��ود خ��واه��د گ��ن��گ ن��ی��ز x+ y آن��گ��اه ب��اش��د گ��وی��ا y و گ��ن��گ x اگ��ر
f(x+ y)− f(x)− f(y) = ۱ − (x+ y)− (۱ − x)− y = −۲y ∈ Q

ن��دارد. (۰,۱)وج��ود روی ب��ه [۰,۱] ب��ر پ��ی��وس��ت��ه�ای ت��اب��ع ه��ی��چ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١٠.۶.۵ م��س��ال��ه

f �ر اگ� �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� Df = [۰,۱] �ا ب� �ا �وش� پ� �ی �ع� �اب� ت� f : [۰,۱] −→ �د(۰,۱) �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
(۰,۱) �از ب� �ازه ب� �ال��ت ح� �ن ای� در f �رد ب� �ا �ام �د �اش� ب� �ه �ت� �س� ب� �ازه�ای ب� �رد ب� �ی �ت� �س� �ای� ب� ٣.٢.۵ �ه ب� �ا �ن� ب� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ�

ب��اش��د. پ��ی��وس��ت��ه ش��رای��ط ای��ن ت��ح��ت ن��م��ی�ت��وان��د f پ��س اس��ت ت��ن��اق��ض ی��ك ك��ه اس��ت

ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د. پ��ی��وس��ت��ه f : [۰,۱] −→ R ك��ن��ی��د ف��رض .١١.۶.۵ م��س��ال��ه

اس��ت. ث��اب��ت ت��اب��ع��ی f آن��گ��اه ك��ن��د، اخ��ت��ی��ار را گ��وی��ا م��ق��ادی��ر ف��ق��ط f اگ��ر (١)

اس��ت. ث��اب��ت ت��اب��ع��ی f آن��گ��اه ك��ن��د، اخ��ت��ی��ار را گ��ن��گ م��ق��ادی��ر ف��ق��ط f اگ��ر (٢)

اس��ت. ث��اب��ت ت��اب��ع��ی f آن��گ��اه ك��ن��د اخ��ت��ی��ار را م��ق��ادی��ر از م��ت��ن��اه��ی م��ق��دار ف��ق��ط f اگ��ر (٣)

ح��ل.

�ن ای� در �ت داش� �د �ن� �واه� خ� �ود وج� �رد ب� در r۱ < r۲ �ای �وی� گ� �ر �ادی� �ق� م� �س پ� �د �اش� �ب� ن� �ت �اب� ث� �ی �ع� �اب� ت� f �ر اگ� (١)
�ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� x۰ ∈ [۰,۱] �و �ض� ع� ،r۱ < y < r۲ �ر ه� �رای ب� �ی �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �ورت ص�
گ��ن��گ م��ی�ت��ـ��وان را y پ��س دارن��د وج��ود ن��ی��ز گ��ن��گ اع��داد ع��دد، دو ه��ر ب��ی��ن ك��ه م��ی�دان��ی��م ام��ا f(x۰) = y

�ت��ی��ج��ه ن� در اس��ت. ف��رض ب��ا �ت��ن��اق��ض م� ك��ه م��ی�ب��اش��د ن��ی��ز گ��ن��گ م��ق��ادی��ر ش��ام��ل f ب��رد ی��ع��ن��ی ك��رد �ت��ی��ار اخ� ن��ی��ز
اس��ت. ث��اب��ت ت��اب��ع��ی f ی��ع��ن��ی اس��ت ب��اط��ل خ��ل��ف ف��رض

م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ك��ه اس��ت (١) م��ش��اب��ه (٢) ح��ل (٢)
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داش��ت خ��واه��ن��د وج��ود f ب��رد در y۱ < y۲ ن��ت��ی��ج��ه در ب��اش��د. داش��ت��ه م��ق��دار ی��ك از f ب��رد ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض (٣)
�ن��ی �ع� ی� �ن��د م��ی�ك� �ار �ی� �ت� اخ� �ی��ز ن� را y۲ و y۱ �ی��ن ب� �ر �ادی� �ق� م� �ام �م� ت� f �ان��ی �ی� م� �ق��دار م� �ه �ی� ق��ض� �ه ب� �ا �ن� ب� ص��ورت ای��ن در
f ی��ع��ن��ی اس��ت م��ق��دار ی��ك دارای f ب��رد پ��س اس��ت ف��رض ب��ا م��ت��ن��اق��ض ك��ه ب��ود خ��واه��د ن��ام��ت��ن��اه��ی f ب��رد

اس��ت. ث��اب��ت

ب��اش��ی��م: داش��ت��ه R در y و x ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��د R دام��ن��ه ب��ا ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع��ی f ك��ن��ی��د ف��رض .١٢.۶.۵ م��س��ال��ه
f(x+ y) = f(x)f(y)

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ن��ق��اط ه��م��ه در f آن��گ��اه ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه ۰ در f ه��رگ��اه ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان

�ن ای� در �را زی� �ت اس� ۰ �ت �اب� ث� �ع �اب� ت� f �اه �گ� آن� f(x۰) = ۰ ،x۰ ∈ R �رای ب� �ر اگ� �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت� �دا �ت� اب� �ل. ح�
ری��م دا x ∈ R ه��ر ب��رای ص��ورت

f(x) = f(x− x۰ + x۰) = f(x− x۰).f(x۰) = ۰

در f ك��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان f(x) ̸= ۰ ،x ∈ R ه��ر ب��رای ك��ه ك��ن��ی��م ف��رض پ��س ب��ود. خ��واه��د پ��ی��وس��ت��ه f ن��ت��ی��ج��ه در
پ��ی��وس��ت��ه ۰ در f ای��ن��ك��ه از ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. دل��خ��واه ϵ > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای اس��ت، پ��ی��وس��ت��ه x

y ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود δ > ۰ ری��م دا اس��ت

|y|< δ ⇒ |f(y)− f(۰)|< ϵ

|f(x)|

ری��م: دا و f(۰) ̸= ۰ چ��ون ك��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه
f(۰) = f(۰ + ۰) = f(۰)۲

ری��م دا |y|< δ ك��ه ،y ه��ر ب��رای ب��ن��اب��رای��ن f(۰) = ۱ پ��س

|f(y)− ۱|<
∣∣∣∣ ϵ

|f(x)|

∣∣∣∣
ری��م: دا ن��ت��ی��ج��ه در |y − x|< δ ك��ن��ی��د ف��رض ح��ال

|f(y − x)− ۱|<
∣∣∣∣ ϵ

|f(x)|

∣∣∣∣ (۵.۵)

ری��م: دا ام��ا
۱ = f(۰) = f(x− x) = f(x).f(−x)

دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا

f(−x) =
۱

f(x)
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ری��م دا ۵.۵ از ن��ت��ی��ج��ه f(y)f(x)∣∣∣∣در
− ۱

∣∣∣∣ < ϵ

|f(x)|
⇒ |f(y)− f(x)| < ϵ

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه x در f ی��ع��ن��ی

روی ی��ا Q روی g و f اگ��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع��ی f, g : R −→ R اگ��ر .١٣.۶.۵ م��س��ال��ه
ب��راب��رن��د. R روی g و f آن��گ��اه ب��اش��ن��د ب��راب��ر Q′

|f(x)−g(x)|< ϵ ،ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ك��ه ده��ی��م ن��ش��ان اس��ت ك��اف��ی ب��اش��د. دل��خ��واه x ∈ R ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.
y ∈ R ه��ر ب��رای ك��ه م��وج��ودن��د δ۲ و δ۱ م��ث��ب��ت اع��داد پ��س ه��س��ت��ن��د پ��ی��وس��ت��ه x در g و f چ��ون

|y − x| < δ۱ ⇒ |f(y)− f(x)|< ϵ

۲

|y − x| < δ۲ ⇒ |g(y)− g(x)|< ϵ

۲

y ∈ R ه��ر ب��رای آن��گ��اه ۰ < δ ≤ min{δ۱, δ۲} ری��م ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در اگ��ر

|y − x|< δ ⇒ |f(y)− f(x)|< ϵ

۲
, |g(y)− g(x)|< ϵ

۲

م��م��ك��ن r چ��ن��ی��ن ان��ت��خ��اب گ��وی��ا اع��داد ب��ودن چ��گ��ال (ب��ن��اب��ه |r− x|< δ ك��ه ق��س��م��ی ب��ه r ∈ Q ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در
ری��م: دا پ��س اس��ت)

|f(r)− f(x)|< ϵ

۲
, |g(r)− g(x)|< ϵ

۲

ری��م دا م��ث��ل��ث ن��ام��س��اوی ب��ه ت��وج��ه ب��ا

|f(r)− f(x)− g(r)− g(x)|≤ |f(r)− f(x)|+|g(r)− g(x)|< ϵ

۲
+

ϵ

۲
= ϵ

ری��م: دا پ��س f(r) = g(r) ف��رض ب��ن��اب��ه ام��ا
|f(x)− g(x)|< ϵ

از �ف��اده �ت� اس� �ا ب� و �اب��ه م��ش� ری��ق � ط� ب��ه اس��ت. ش��ده �ام��ل ك� f |Q= g|Q ك��ه �ت��ی �ال� ح� ب��رای �ه �ل� �ئ� م��س� ح��ل �ی��ب �رت� ت� ب��دی��ن و
ب��ه آن��را ك��ه f = g آن��گ��اه f |Q′= g|Q′ اگ��ر ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان ح��ق��ی��ق��ی اع��داد در گ��ن��گ اع��داد ب��ودن چ��گ��ال

م��ی�ك��ن��ی��م. واگ��ذار خ��وان��ن��ده

م��س��ای��ل ٧.۵

ه��س��ت��ن��د. پ��ی��وس��ت��ه آن�ه��ا در ش��ده داده ت��واب��ع از ی��ک ه��ر ک��ه ب��ی��اب��ی��د را ب��ازه�ه��ای��ی زی��ر ری��ن��ات ت��م�� در .١
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f(x) = sinx
cosx .١٠

f(x) = [x] + ۱ .١١

f(x) = [x]
x x ̸= ۰ .١٢

f(x) = |[x]| .١٣

f(x) = −۱۷x
x۲−۱ .۵

f(x) = ۱
(x−۱۰)۱۵ .۶

f(x) = ۲x
x۳−۸ .٧

f(x) = |x+۲|
x+۲ .٨

f(x) = sinx
x۲ .٩

f(x) = x۱۷ − .١
۳x۱۵ + ۲

f(x) = ۳
√
x .٢

f(x) = ۴
√
x .٣

f(x) = ۱
x+۹ .۴

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه f(x) =


sinx
۳
√
x

x ̸= ۰

۰ x = ۰
ت��اب��ع ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٢

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه f(x) =

x۲−۴
x−a x ̸= ۰

۰ x = ۰
ت��اب��ع a از م��ق��ادی��ری چ��ه ب��رای .٣

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه R روی f(x) =

x۳−۱
x−۱ x ̸= ۱

۳ x = ۱
ت��اب��ع ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۴

اس��ت؟ پ��ی��وس��ت��ه x = ۱ در f(x) =

x۴−۱
x−۱ x ̸= ۱

a x = ۱
ت��اب��ع aاز م��ق��ادی��ری چ��ه ب��رای .۵

R روی f �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� و �وده �م� ن� �م رس� را f �ودار �م� ن� .f(x) =


x x < ۰

x۲ ۰ ⩽ x < ۱

x۳ x ⩾ ۱

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۶

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه

�ه چ� �ت �ح� ت� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� q(x)چ� و p(x) آن در �ه ک� f(x) =

p(x) x ⩽ x۰

q(x) x > x۰

�د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٧

اس��ت؟ م��وج��ود lim
x→x۰

f(x) ش��رای��ط��ی

ب��ی��اب��ی��د. را [۰,۱] ب��ازه روی f(x) = x۳+۳x۲+۲x+۱
x+۱ ت��اب��ع م��ی��ن��ی��م��م و زی��م��م اک�� م�� م��ق��ادی��ر .٨

ن��ق��ط��ه در ام��ا ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه (۰,۱] ب��ازه روی ک��ه ن��م��ای��ی��د ارائ��ه [۰,۱] ب��ازه روی ک��ران��دار ت��اب��ع ی��ک از را م��ث��ال��ی .٩
ن��ب��اش��د. پ��ی��وس��ت��ه x = ۰

ب��اش��د. پ��ی��وس��ت��ه | f | ام��ا ن��ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه ک��ه ب��زن��ی��د م��ث��ال f م��ان��ن��د ت��اب��ع��ی .١٠
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ب��ی��اب��ی��د. را f(x) = [x] + (x− [x])۲ ت��اب��ع ن��اپ��ی��وس��ت��گ��ی ن��ق��اط .١١

ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود h م��ث��ب��ت ع��دد ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .f(a) > ۰ و پ��ی��وس��ت��ه a در f : R → R اگ��ر .١٢
.f(x) > ۰ ،x ∈ (a− h, a+ h) ه��ر ب��رای

�ه ب� دارد وج��ود h �ب��ت �ث� م� �دد ع� �ه ک� �د �ی� ده� ن��ش��ان ،f(a) ̸= ۰ و �اش��د ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� a در f �ر اگ� �ه ک� �د �ی� ده� �ان ن��ش� .١٣
.| f(x) |> ۰ ،x ∈ (a− h, a+ h) ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری

از ب��اش��د ع��ب��ارت م��ق��ادی��رش ح��وزه و ب��وده پ��ی��وس��ت��ه R روی ک��ه ب��ی��اوری��د ت��اب��ع ی��ک از م��ث��ال��ی .١۴

(۰,∞) ال��ف)

[۰,∞) ب)

(۰,۱) ج)

[۰,۱] د)

در ک��ه f(r) = ۱
q ،r = p

q گ��وی��ای ع��دد ه��ر ب��رای ک��ه ب��اش��د ت��اب��ع��ی f : (۰,۱) → [۰,۱] �ن��ی��د ک� ف��رض .١۵
،(۰,۱) در x گ��ن��گ ع��دد ه��ر ب��رای و q > ۰ و ن��دارن��د �ت��رک م��ش� ع��ام��ل ک��ه �ن��د �ت� ه��س� �ی��ح��ی ص��ح� اع��داد q و p آن

ده��ی��د ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در .f(x) = ۰

ن��ی��س��ت. پ��ی��وس��ت��ه گ��وی��ای��ی ع��دد ه��ی��چ در f ال��ف)

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه گ��ن��گ ع��دد ه��ر در f ب)

گ��ن��گ ع��دد ه��ر در g ک��ه ط��وری ب��ه ده��ی��م ت��وس��ی��ع R gدر م��ان��ن��د ت��اب��ع��ی ب��ه را f م��ی�ت��وان��ی��م ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ج)
ن��ب��اش��د. پ��ی��وس��ت��ه گ��وی��ا ع��دد ه��ی��چ در ول��ی ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه

و x �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .f(۰) = f(۲) و �د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� f : [۰,۲] → R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١۶
�ع �اب� ت� �ی: �ای� �م� �ن� (راه� .f(x) = f(y) و | y − x |= ۱ �ه ک� �ی �م� �س� ق� �ه ب� �د �ودن� �وج� م� [۰,۲] در �ی yی�

ری��د.) ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در را g(x) = f(x+ ۱)− f(x)

اس��ت؟ پ��ی��وس��ت��ه ی��ک��ن��واخ��ت ط��ور ب��ه ش��ده م��ش��خ��ص م��ج��م��وع��ه�ه��ای روی زی��ر پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع از ی��ک ک��دام .١٧

(۰,۱] روی f(x) = ۱
x۳ .۴

(۰,۱] روی f(x) = sin ۱
x۲ .۵

(۰,۱] روی f(x) = sin ۱
x .۶

[۰,۱] روی f(x) = x۳ .١

(۰,۱) روی f(x) = x۳ .٢

R روی f(x) = x۳ .٣
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[۰,∞) روی f(x) = sinx۲ .٨ [۰,∞) روی f(x) = ۱
x۲+۱ .٧

�دار �ران� ک� R روی f �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �واخ��ت �ن� �ک� ی� �ه �ت� �وس� �ی� پ� R �دار �ران� ک� �ه �وع� �م� �ج� م� �ر ه� روی f �ر اگ� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .١٨
ری��د.) ب��ب�� ک��ار ب��ه م��ی�ت��وان��ی��د را خ��ل��ف ب��ره��ان روش (راه��ن��م��ای��ی: اس��ت.

ن��ی��س��ت. ی��ک��ن��واخ��ت پ��ی��وس��ت��ه (۰,۱) روی f(x) = ۱
x۲ ت��اب��ع ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ۱۸ ری��ن ت��م�� ک��م��ک ب��ه .١٩

f �ودار �م� ن� �ر ب� �ع �اط� ق� �ط خ� �ر ه� �ب �ی� ش� �ق �ل� �ط� �درم� ق� �ه ک� �د �اش� ب� [a, b] روی �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ع �اب� ت� �ک ی� f �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢٠
اس��ت. ی��ک��ن��واخ��ت پ��ی��وس��ت��ه [a, b] روی f ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د. ۱ از ن��اب��ی��ش��ت��ر
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۶ ف��ص��ل

م��ش��ت��ق

ای��ن دارای ک��ه �د �ن� �ت� ه��س� �ع��ی �واب� ت� �ه �ت� �ی��وس� پ� �ع �واب� ت� �ه ک� �م �م��ودی� ن� �ه م��لاح��ظ� و �دی��م ش� �ا �ن� آش� �ه �ت� �ی��وس� پ� �ع �واب� ت� �ا ب� �ب��ل ق� ف��ص��ل در
ک��اغ��ذ روی از ق��ل��م ب��رداش��ت��ن ب��دون ت��وان م��ی را آن و اس��ت ن��ش��ده ق��ط��ع ج��ا ه��ی��چ آن��ه��ا ن��م��ودار ک��ه ه��س��ت��ن��د خ��اص��ی��ت
ک��رد. �م �ی� خ��واه� �رف��ی �ع� م� را �ذی��ر �ت��ق�پ� م��ش� �واب��ع ت� ف��ص��ل ای��ن در ح��ال .y = x۲ و y = |x| �واب��ع ت� �د �ن� �ان� م� �م��ود ن� �م رس�
از ن��ق��ط��ه ه��ر در ک��ه ه��س��ت��ن��د ن��ی��ز خ��اص��ی��ت ای��ن دارای پ��ی��وس��ت��گ��ی خ��اص��ی��ت ب��ر ع��لاوه ک��ه ه��س��ت��ن��د ت��واب��ع��ی ت��واب��ع، ای��ن
�ت �ی� �اص� خ� �ن ای� �ت. �س� �ی� ن� �ود �م� ع� �ا ه� x �ور �ح� م� �ر ب� �اس �م� م� �ط خ� �ن ای� �ه �ت� �ب� ال� و �رد ک� �م رس� را �اس �م� م� �ط خ� �وان �ی�ت� م� آن
�ر �ی� غ� در �را زی� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ی �ان� �ه� اگ� � ن� �چ �ی� پ� �ا ی� �ه �وش� گ� �ی، �گ� �ت� �س� �ک� ش� �ه �ون� �گ� �چ� �ی� ه� �د �ای� �ب� ن� �ع �اب� ت� �ودار �م� ن� �ه ک� �د �ن� �ی�ک� م� �اب �ج� ای�
ع��ن��وان ب��ه ن��ی��س��ت ف��رد ب��ه م��ن��ح��ص��ر وج��ود ص��ورت در ی��ا ن��دارد وج��ود م��م��اس خ��ط ن��ق��اط ای��ن�گ��ون��ه ب��رای ای��ن�ص��ورت
�م��اس م� خ��ط x = ۱,−۱ �ق��اط ن� در (ال��ف) ش��ک��ل �اب��ع ت� �م��ودار ن� در ری��د. � �ی� ب��گ� �ر ن��ظ� در را زی��ر ت��واب��ع �م��ودار ن� �ث��ال م�

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

ن��دارد. وج��ود x = ۰ در م��م��اس خ��ط (ب)

-2 -1 1 2

-1

1

2

�رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� x = ۱,−۱ در �اس �م� م� �ط خ� (آ)
ن��ي��س��ت.

�رد ک� �م رس� �وان �ی�ت� م� �اوت �ف� �ت� م� �ای �داده� �ت� ام� �ا ب� �اس �م� م� خ��ط �ه �م� �ی� ن� دو �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �دارد ن� �ود وج� �رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م�

١٨٣
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�وق ف� �اط �ق� ن� در �ع �اب� ت� دو �ن �رای� �اب� �ن� ب� �دارد ن� �ود وج� �اس �م� م� �ط خ� x = ۰ �ه �ط� �ق� ن� در (ب) �ل �ک� ش� �ع �اب� ت� �ودار �م� ن� در و
ب��ه ح��ال داد خ��واه��ی��م ت��وض��ی��ح �ت��ر ب��ی��ش� را �ت��ه ن��ک� ای��ن �ت��ن��وع م� �ث��ال�ه��ای م� ب��ا ف��ص��ل ای��ن ادام��ه در �ت��ن��د. ن��ی��س� م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر

م��ی�پ��ردازی��م. م��ش��ت��ق ه��ن��دس��ی دق��ی��ق ت��ع��ب��ی��ر س��پ��س و ری��اض��ی ری��ف ت��ع��

م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ف��رم��ول��ه��ای و م��ش��ت��ق ١.۶

�ی��م خ��واه� �ی��ری �ت��ق�گ� م��ش� ف��رم��ول�ه��ای و �ت��ل��ف م��خ� ت��واب��ع �ت��ق م��ش� �ب��ه م��ح��اس� س��پ��س و م��ش��ت��ق ری��ف ت��ع�� ب��ه ق��س��م��ت ای��ن در
پ��رداخ��ت.

ح��د م��ق��دار ه��رگ��اه گ��وی��ی��م م��ش��ت��ق دارای ی��ا م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر a ∈ Df ن��ق��ط��ه در را y = f(x) ت��اب��ع .١.١.۶ ت��ع��ری��ف
ب��اش��د. م��ت��ن��اه��ی آن م��ق��دار و ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود زی��ر

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
(١.۶)

م��ی�ن��ام��ی��م. x = a ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع م��ش��ت��ق را آن و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش f ′(a) ب��ا را ح��د ح��اص��ل ص��ورت ای��ن در
f ′+(a) م��ی�ت��وان��ی��م آن��گ��اه ده��ی��م ن��م��ای��ش f ′−(a) ب��ا را چ��پ ح��د و f ′+(a) ب��ا را ف��وق ع��ب��ارت راس��ت ح��د اگ��ر
ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن و ب��ن��ام��ی��م x = a ن��ق��ط��ه در ت��اب��ع چ��پ م��ش��ت��ق را f ′−(a) و ت��اب��ع راس��ت م��ش��ت��ق را
�ان �م� ه� .f ′+(a) = f ′−(a) �ر اگ� �ط �ق� ف� و �ر اگ� �ت. اس� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� x = a در f(x) �ع �اب� ت� �ت �ف� گ� �وان �ی�ت� م�

و f ′(a) = lim
x→a

f(x)−f(a)
x−a ش��د ب��ی��ان ک��ه ط��وری

f ′(a) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
, f ′(a) = lim

x→a−

f(x)− f(a)

x− a
(٢.۶)

زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان را f ′(a) �ذا ل� و x = a+∆x ص��ورت ای��ن در ∆x = x− a �ی��م �ن� ک� ف��رض �ال ح�
ک��رد. ب��ی��ان ن��ی��ز

f ′(a) = lim
∆x−→۰

f(a+∆x)− f(a)

∆x
(٣.۶)

ب��اش��د. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر خ��ود ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه ن��ق��اط ت��م��ام در اگ��ر گ��وی��ی��م م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��اب��ع ی��ک را y = f(x) ت��اب��ع

آوری��د. دس��ت ب��ه ش��ده داده ن��ق��اط در را زی��ر ت��واب��ع از ی��ک ه��ر م��ش��ت��ق .٢.١.۶ م��ث��ال

(ال��ف)
f(x) = x, x = ۰

(ب)
f(x) = x۲, x = ۱
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(ج)
f(x) = sinx, x = ۰

ح��ل.

ری��م: دا ٣.۶ راب��ط��ه در م��ش��ت��ق ری��ف ت��ع�� ب��ن��اب��ه (ال��ف)

(ب)

f ′(۰) = lim
∆x→۰

f(۰ +∆x)− f(۰)

∆x
= lim

∆x→۰

∆x− ۰

∆x
= ۱

ری��م دا i ق��س��م��ت م��ش��اب��ه (ج)

f ′(۱) = lim
∆x→۰

f(۱ +∆x)− f(۱)

∆x

= lim
∆x→۰

(۱ +∆x)۲ − ۱

∆x

= lim
∆x→۰

۱ + (∆x)۲ + ۲∆x− ۱

∆x

= lim
∆x→۰

(∆x+ ۲) = ۲.

ری��م دا ١.۶ راب��ط��ه در م��ش��ت��ق ری��ف ت��ع�� ب��ا

f ′(۰) = lim
x→۰

f(x)− f(۰)

x− ۰

= lim
x→۰

sinx− sin ۰

x− ۰

= lim
x→۰

sinx− sin ۰

x− ۰

= lim
x→۰

sinx

x
= ۱.

آوری��د. دس��ت xب��ه دل��خ��واه ن��ق��ط��ه در را زی��ر ت��واب��ع از ی��ک ه��ر م��ش��ت��ق .٣.١.۶ م��ث��ال

f(x) = x۲ (ال��ف)

f(x) = sinx (ب)

(n ∈ N) f(x) = xn (ج)
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ح��ل.

(ال��ف)

f ′(x) = lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x

= lim
∆x→۰

(x+∆x)۲ − x۲

∆x

= lim
∆x→۰

(∆x۲ + ۲x∆x)

∆x
= lim

∆x→۰
(∆x+ ۲x) = ۲x.

(ب)

f ′(x) = lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x

= lim
∆x→۰

sin(x+∆x)− sinx

∆x

= lim
∆x→۰

۲ cos
[
x+∆x+x

۲

]
sin
[
x+∆x−x

۲

]
∆x

= lim
∆x→۰

۲ cos
[
x+ ∆x

۲

]
sinx

[
∆x
۲

]
∆x

= lim
∆x→۰

cos

[
x+

∆x

۲

]
sin
[
∆x
۲

][
∆x
۲

]
= lim

∆x→۰
cos

[
x+

∆x

۲

]
lim

∆x→۰

sin
[
∆x
۲

][
∆x
۲

]
= (cosx)× ۱ = cosx.

(ج)

f ′(x) = lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x

= lim
∆x→۰

(x+∆x)n − xn

∆x

= lim
∆x→۰

xn +
(
n
۱

)
xn−۱∆x+

(
n
۲

)
xn−۲(∆x)۲ + . . .+

(
n

n−۱

)
x(∆x)n−۱

∆x
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+

(
n
n

)
(∆x)n − xn

∆x

= lim
∆x→۰

((
n

۱

)
xn−۱ +

(
n

۲

)
xn−۲∆x+ · · ·+

(
n

n− ۱

)
x(∆x)n−۲

+

(
n

n

)
(∆x)n−۱

)

=

(
n

۱

)
xn−۱

=
n!

۱! (n− ۱)!
xn−۱ = nxn−۱.

.f ′(x) = ۰ ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ث��اب��ت ت��اب��ع ی��ک f ک��ن��ی��م ف��رض .۴.١.۶ ق��ض��ی��ه

ری��م دا م��ش��ت��ق ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در اس��ت ث��اب��ت��ی م��ق��دار k ک��ه f(x) = k ک��ن��ی��م ف��رض اث��ب��ات.

f ′(x) = lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→۰

k − k

∆x
= ۰.

ب��ه �ب��ت ن��س� ق��وی�ت��ری �ی��ت خ��اص� ب��ودن �ر �ت��ق�پ��ذی� م��ش� ش��د �ی��ان ب� ف��ص��ل ای��ن �ت��دا اب� در ک��ه �ه �ون� �م��ان�گ� ه� .۵.١.۶ �ادآوری ی�
م��ط��ل��ب ای��ن ع��ک��س ول��ی اس��ت پ��ی��وس��ت��ه م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��اب��ع ه��ر ک��ه داد خ��واه��ی��م ن��ش��ان واق��ع در اس��ت. ب��ودن پ��ی��وس��ت��ه
�ل��ب م��ط� ای��ن �ب��ات اث� �ن��د. �ت� �ی��س� ن� �ر �ت��ق�پ��ذی� م��ش� ول��ی �ه�ان��د �ت� �ی��وس� پ� �ه ک� �د �ن� ب��اش� �ع��ی �واب� ت� اس��ت �م��ک��ن م� و �ی��س��ت ن� �ی��ح ص��ح� �ی��ز ن�

م��ی�ن��م��ای��ی��م. م��وک��ول ۶.۶ ق��س��م��ت ب��ه را ن��ق��ض م��ث��ال�ه��ای ب��ی��ان ب��ا ه��م��راه

ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ری ت��واب��ع g و f ت��واب��ع ک��ن��ی��م ف��رض م��ش��ت��ق�گ��ی��ری). (ف��رم��ول��ه��ای ۶.١.۶ ق��ض��ی��ه

ال��ف)
(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x)

ب)
(f − g)′(x) = f ′(x)− g′(x)

ج)
(fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)
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)د)
f

g

)′
(x) =

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

(g(x))۲
(g(x) ̸= ۰)

( ذ
(cf)′(x) = cf ′(x) ( م��ق��دار (cث��اب��ت

ال��ف) اث��ب��ات.

(f + g)′(x) = lim
∆x→

(f + g)(x+∆x)− (f + g)(x)

∆x

= lim
∆x→۰

f(x+∆x) + g(x+∆x)− f(x)− g(x)

∆x

= lim
∆x→۰

[
f(x+∆x)− f(x)

∆x
+

g(x+∆x)− g(x)

∆x

]
= lim

∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x
+ lim

∆x→۰

g(x+∆x)− g(x)

∆x

= f ′(x) + g′(x).

م��ی�ب��اش��د. (ال��ف) ب��ه م��ش��اب��ه (ب) زی��ن��ه گ�� ح��ل (ب)

ری��م دا (ج) ب��رای (ج)

(fg)′(x)

= lim
∆x→۰

(fg)(x+∆x)− (fg)(x)

∆x

= lim
∆x→۰

f(x+∆x)g(x+∆x)− f(x)g(x)

∆x

= lim
∆x→۰

f(x+∆x)g(x+∆x)− f(x)g(x+∆x) + f(x)g(x+∆x)− f(x)g(x)

∆x

= lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x
g(x+∆x) + lim

∆x→۰
f(x)

g(x+∆x)− g(x)

∆x
= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).
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م��ی�پ��ردازی��م (د) زی��ن��ه گ�� اث��ب��ات ب��ی��ان ب��ه ح��ال

(
f

g

)
(x) = lim

∆x→۰

(
f
g

)
(x+∆x)−

(
f
g (x)

)
∆x

= lim
∆x→۰

f(x+∆x)
g(x+∆x) −

f(x)
g(x)

∆x

= lim
∆x→۰

f(x+∆x)g(x)− f(x)g(x+∆x)

∆xg(x+∆x)g(x)
.

ری��م دا ص��ورت در f(x)g(x) ج��م��ل��ه ک��ردن ک��م و اض��اف��ه ب��ا

= lim
∆x→۰

f(x+∆x)g(x)− f(x)g(x) + f(x)g(x)− f(x)g(x+∆x)

∆xg(x+∆x)g(x)

= lim
∆x→۰

g(x)f(x+∆x)−f(x)
∆x − f(x)g(x+∆x)−g(x)

∆x

g(x+∆x)g(x)

=
lim

∆x→۰
g(x) lim

∆x→۰

f(x+∆x)−f(x)
∆x − lim

∆x→۰
f(x) lim

∆x→۰

g(x+∆x)g(x)
∆x

lim
∆x→۰

g(x+∆x) lim
∆x→۰

g(x)

=
g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]۲
.

(ذ)

(cf ′)(x) = lim
∆x→۰

(cf)(x+∆x)− (cf)(x)

∆x

= lim
∆x→۰

cf(x+∆x)− cf(x)

∆x

= lim
∆x→۰

c
f(x+∆x)− f(x)

∆x

= c lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x

= cf ′(x).

ص��ورت ای��ن در (n ∈ N) و f(x) = x−n ک��ن��ی��د ف��رض .٧.١.۶ ن��ت��ی��ج��ه
f ′(x) = −nx−n−۱.
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�م ری� دا (ج) �ه �ن� زی� � گ� ٣.١.۶ �ال �ث� م� (د) �ت �م� �س� ق� ۶.١.۶ �ه �ی� �ض� ق� در �ری �ی� گ� �ق �ت� �ش� م� �ای �ه� �ول� �رم� ف� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� اث��ب��ات.
ن��ت��ی��ج��ه: در f(x) = ۱

xn

f ′(x) =
۰ − nxn−۱

x۲n
= −nx−n−۱

�اص��ل ح� �دداً �ج� م� f ′(x) = nxn−۱ �ول �رم� ف� n ∈ N آن در �ه ک� f(x) = xn �ه ک� �ی �ال� ح� در .٨.١.۶ �ه �ج� �ی� �ت� ن�
ش��ود.

ت��واب��ع ب��ق��ی��ه م��ش��ت��ق م��ی�ت��وان cosx و sinx ت��واب��ع م��ش��ت��ق ب��ه ت��وج��ه ب��ا م��ث��ل��ث��ات��ی). ت��واب��ع (م��ش��ت��ق ٩.١.۶ ن��ت��ی��ج��ه
آورد. دس��ت ب��ه زی��ر ص��ورت ب��ه ۶.١.۶ ق��ض��ی��ه م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ف��رم��ول��ه��ای ک��م��ک ب��ه را م��ث��ل��ث��ات��ی

ت��اب��ع ت��اب��ع م��ش��ت��ق
f(x) f ′(x)

sinx cosx

cosx − sinx

tanx ۱ + tan۲ x = sec۲ x

cotx −(۱ + cot۲ x) = − csc۲ x

secx secx tanx

cscx − cscx cotx

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر ت��واب��ع از ی��ک ه��ر م��ش��ت��ق .١٠.١.۶ م��ث��ال

ال��ف)
f(x) = (۱ + x sinx)۲

ب)
f(x) = (x۲ + ۱) sec۲ x

ج)

f(x) =
sinx+ cosx

x۲ tanx

ح��ل.

ال��ف)
f ′(x) = ۲(sinx+ x cosx)(۱ + x sinx)
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ب)
f ′(x) = ۲x sec۲ x+ ۲(x۲ + ۱) secx(secx tanx)

ج)

f ′(x) =
(cosx− sinx)(x۲ tanx)− [۲x tanx+ x۲(۱ + tan۲ x)](sinx+ cosx)

x۴ tan۲ x

م��ی�ت��وان را زی��ر ن��م��اده��ای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��اب��ع ی��ک y = f(x) ک��ن��ی��م ف��رض .١١.١.۶ ت��ذک��ر
ب��رد. ک��ار ب��ه زی��ر ص��ورت ب��ه ت��اب��ع م��ش��ت��ق ب��رای

f ′(x), Df(x), y′,
d

dx
f(x),

dy

dx

ش��د. خ��واه��د داده ت��وض��ی��ح ب��ی��ش��ت��ر آی��ن��ده ف��ص��ل در راس��ت س��م��ت ن��م��اد دو م��ورد در

م��ع��ک��وس و م��رک��ب ت��واب��ع م��ش��ت��ق ٢.۶

�ه ب� �س �پ� س� و �رد ک� �م �ی� �واه� خ� �ان �ی� ب� را �ره�ای �ی� �ج� زن� �ده �اع� ق� �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� در و �ع �اب� ت� دو �ب �ی� �رک� ت� �ق �ت� �ش� م� �ت �م� �س� ق� �ن ای� در
پ��رداخ��ت. خ��واه��ی��م م��ع��ک��وس ت��اب��ع م��ش��ت��ق م��ح��اس��ب��ه

ص��ورت ای��ن در �د �ن� �اش� ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� a �ه �ط� �ق� ن� در g �اب��ع ت� و g(a) �ه �ط� �ق� ن� در f �اب��ع ت� �م �ی� �ن� ک� ف��رض .١.٢.۶ �ه �ی� �ض� ق�
ری��م دا و اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر a ن��ق��ط��ه در f ◦ g ت��اب��ع

(f ◦ g)′(a) = f ′(g(a))g′(a)

ق��س��م��ت در را م��ط��ل��ب ای��ن اث��ب��ات م��ی�ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه a ن��ق��ط��ه در ل��ذا اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر a در g ت��اب��ع چ��ون اث��ب��ات.
ب��اش��د �اب��ت ث� �اب��ع ت� a از �ای��گ��ی �م��س� ه� در g(x) �اب��ع ت� �ر اگ� lim

x→a
g(x) = g(a) �اب��رای��ن �ن� ب� ک��رد. �ی��م خ��واه� �ی��ان ب� �ع��د ب�

ل��ذا م��ی�ب��اش��د ب��رق��رار وض��وح ب��ه ت��س��اوی و ب��ود خ��واه��د ث��اب��ت ت��اب��ع a از ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک در ن��ی��ز f ◦ g ت��اب��ع آن��گ��اه
ت��اب��ع پ��ی��وس��ت��گ��ی و م��ش��ت��ق ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در ن��ب��اش��د a ن��ق��ط��ه ه��م��س��ای��گ��ی در ث��اب��ت ت��اب��ع g ک��ن��ی��م ف��رض

ری��م. دا a ن��ق��ط��ه در g

(f ◦ g)′(a) = lim
x→a

(f ◦ g)(x)− (f ◦ g)(a)
x− a

= lim
x→a

f(g(x))− f(g(a))

x− a

= lim
x→a

f(g(x))− (g(a))

g(x)− g(a)
× g(x)− g(a)

x− a

= lim
x→a

f(g(x))− f(g(a))

g(x)− g(a)
lim
x→a

g(x)− g(a)

x− a
= f ′(g(a))g′(a)
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.٢.٢.۶ ن��ت��ی��ج��ه

ص��ورت: ای��ن در u = g(x) و y = f(u) ک��ن��ی��د ف��رض ال��ف)
dy

dx
=

dy

du

du

dx

�ده �اع� ق� را آن �ه ک� �ود �م� ن� �اده �ف� �ت� اس� لازم �داد �ع� ت� �ه ب� �ب �رک� م� �ع �اب� ت� �ق �ت� �ش� م� �ول �رم� ف� از �وان �ی�ت� م� �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� در ب)
ب��اش��ی��م. داش��ت��ه اگ��ر م��ث��ال ط��ور ب��ه م��ی�ن��ام��ی��م. زن��ج��ی��ری

Y = f(u), u = g(v), v = h(w), w = k(x)

ری��م: دا آن��گ��اه
dy

dx
=

dy

du

du

dv

dv

dw

dw

dx
.

آن اول �ه �ق� �ل� ح� �ه ک� اس��ت �ی��ری �ج� زن� �ه�ه��ای �ق� �ل� ح� �د �ن� �ان� �م� ه� چ��پ �م��ت س� �ه ک� اس��ت �ه��ت ج� �دی��ن ب� �ی��ری �ج� زن� �ط��لاح اص�
ب��رای را ت��واب��ع �ی��ب ت��رک� �ت��ق م��ش� از �ف��اده �ت� اس� �ق��ه �ل� ح� دو ای��ن �ی��ن ب� �ه�ه��ای �ق� �ل� ح� وج��ود و اس��ت dx آن آخ��ر �ق��ه �ل� ح� و dy
�لاوه ع� �ه ب� و �ازد �ی�س� م� �اده س� �ار �ی� �س� ب� را �ات �ب� �اس� �ح� م� �ی �اه� گ� �ری �ی� �ج� زن� �ده �اع� ق� �ازد. �ی�س� م� �خ��ص �ش� م� �د �دی� ج� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م�
م��ی�س��ازن��د. آش��ک��ار را ح��ق��ی��ق��ت ای��ن زی��ر م��ث��ال�ه��ای م��ی�ده��د. ک��اه��ش م��رات��ب ب��ه را م��ح��اس��ب��ات در اش��ت��ب��اه اح��ت��م��ال

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ت��واب��ع از ی��ک ه��ر م��ش��ت��ق .٣.٢.۶ م��ث��ال

ال��ف)

y =

√
۱ +

√
x

ب)

y =

√
۱ +

√
۱ +

√
۱ +

√
x

ج)

y = sin(۱ + cos
√

۱ + x۲)

ح��ل.

ص��ورت ای��ن در y =
√
u پ��س u = ۱ +

√
x م��ی�ده��ی��م ق��رار ال��ف)

dy

dx
=

dy

du

du

dx
=

۱

۲
√
u

۱

۲
√
x
=

۱

۴
√

۱ +
√
x
√
x
=

۱

۴
√

x(۱ +
√
x)
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ص��ورت ای��ن در w = ۱ +
√
x و v = ۱+

√
w و u = ۱ +

√
v و y =

√
u م��ی�ده��ی��م ق��رار ب)

ری��م. دا

dy

dx
=

dy

du

du

dv

dv

dw

dw

dx

=
۱

۲
√
u

۱

۲
√
v

۱

۲
√
w

۱

۲
√
x

=
۱

۱۶

√
۱ +

√
۱ +

√
۱ +

√
x

√
۱ +

√
۱ +

√
۱ +

√
x

√
۱ +

√
۱ +

√
x
√
x

ص��ورت ای��ن در v =
√

۱ + x۲ و u = ۱ + cos v, y = sinu ک��ن��ی��م ف��رض ج)

dy

dx
=

dy

du

du

dv

dv

dx

= (cosu)(− sin v)

(
x√

۱ + x۲

)
=

x sin
√

۱ + x۲ cos(۱ + cos
√

۱ + x۲)√
۱ + x۲

و �د �اش� ب� �ک ی� �ه ب� �ک ی� و �ر �ذی� پ� �ق �ت� �ش� م� �ی �ع� �اب� ت� f �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �وس). �ک� �ع� م� �ع �اب� ت� �ق �ت� �ش� (م� ۴.٢.۶ �ه �ی� �ض� ق�
ری��م. دا و اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ن��ی��ز f−۱ ص��ورت ای��ن در x ∈ Df−۱ ه��ر ازای ب��ه (f ′(f−۱(x))) ̸= ۰

(f−۱)′(x) =
۱

f ′(f−۱(x))

�و �ض� ع� b ∈ Df−۱ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �ود �وج� م� f−۱ �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت اس� �ک ی� �ه ب� �ک ی� �ع �اب� ت� f �ون چ� اث��ب��ات.
ری��م. دا و (f ′(f−۱(b)) ̸= ۰ ف��رض ب��ه ب��ن��ا ب��اش��د دل��خ��واه��ی

(f−۱)′(b) = lim
h→۰

f−۱(b+ h)− f−۱(b)

h

�دار �ق� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و f(a) = b �ذا ل� �ت اس� �ک ی� �ه� ب� �ک� ی� f �ون چ� f−۱(b) = a �م �ی� �ن� ک� �رض ف�
�ا ی� و f(a + k) = b + h �ذا ل� f−۱(b + h) = a + k �ه ک� �وری ط� �ه ب� دارد �ود وج� k �رد ف� �ه� ب� �ر �ص� �ح� �ن� م�
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ن��وش��ت. م��ی�ت��وان پ��س h = f(a+ k)− f(a)

(f−۱)′(b) = lim
k→۰

a+ k − a

f(a+ k)− f(a)

= lim
k→۰

۱
(a+k)−f(a)

k

=
۱

lim
k→۰

f(a+k)−f(a)
k

=
۱

f ′(a)
=

۱

f ′(f−۱(b))

اس��ت. ث��اب��ت ح��ک��م و

راب��ط��ه �ی��ن �رف� ط� از �ی��ری �ت��ق�گ� م��ش� �ا ب� و x = sin y ص��ورت ای��ن در y = sin−۱ x �ی��د �ن� ک� ف��رض .۵.٢.۶ �ث��ال م�
ری��م دا x ب��ه ن��س��ب��ت

۱ = y′ cos y ⇒ y′ =
۱

cos y

=
۱√

۱ − sin۲ y

=
۱√

۱ − x۲
.

ب��ن��اب��رای��ن
آورد. ب��دس��ت را ف��وق م��ع��ک��وس ت��اب��ع م��ش��ت��ق ق��ض��ی��ه ک��م��ک ب��ه م��ی�ت��وان ن��ی��ز م��س��ت��ق��ی��م ط��ور ب��ه

y′ = (sin−۱ x)′ =
۱

cos(sin−۱ x)
=

۱√
۱ − sin۲(sin−۱ x)

=
۱√

۱ − x۲

م��ث��ل��ث��ات��ی م��ع��ک��وس ت��واب��ع م��ش��ت��ق ٣.۶

�ث��ال م� در آورد. ب��دس��ت را �ث��ات��ی �ل� �ث� م� م��ع��ک��وس ت��واب��ع �ت��ق م��ش� م��ی�ت��وان �ث��ات��ی �ل� �ث� م� ت��واب��ع �ت��ق م��ش� ف��رم��ول�ه��ای ک��م��ک ب��ه
ت��واب��ع م��ورد در م��ی�ت��وان ف��وق روش م��ش��اب��ه آم��د دس��ت ب��ه sin−۱ x ی��ع��ن��ی س��ی��ن��وس م��ع��ک��وس ت��اب��ع م��ش��ت��ق ۵.٢.۶

ک��رد. م��ح��اس��ب��ه را م��ش��ت��ق csc−۱x و cos−۱ x ،tan−۱ x ،cot−۱(x) ،sec−۱ x
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(ال��ف)

y = cos−۱ x ⇒ x = cos y ⇒ ۱ = −y−۱ sin y ⇒ y′ =
۱

sin y

=
−۱√

۱ − cos۲ y

=
−۱√

۱ − x۲

(ب)

y = tan−۱ ⇒ x = tan y

⇒ ۱ = y′(۱ + tan۲ y)

⇒ y′ =
۱

۱ + tan۲ y

=
۱

۱ + x۲

(ج)

y = cot−۱ x ⇒ x = cot y

⇒ ۱ = −y′(۱ + cot۲ y)

⇒ y′ =
−۱

۱ + cot۲ y

=
−۱

۱ + x۲

(د)

y = sec−۱ x ⇒ x = sec y

⇒ ۱ = y′ sec y. tan y

⇒ y′ =
۱

sec y. tan y

=
۱

x
√
x۲ − ۱
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�ت��ق �ش� م� �ت اس� x �س��ب ح� �ر ب� �ی �ع� �اب� ت� u �ه ک� �ره �ی� غ� و y = sin−۱u ،y = cos−۱u �ه چ� �ان �ن� چ� �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� در
م��ی�ش��ون��د. ح��اص��ل زی��ر ص��ورت ب��ه م��ث��ل��ث��ات��ی م��ع��ک��وس ت��واب��ع

ت��اب��ع ت��اب��ع م��ش��ت��ق
sin−۱ u u′

√
۱−u۲

cos−۱ u −u√
۱−u۲

tan−۱ u u′

۱+u۲

cot−۱ u −u′

۱+u۲

sec−۱ u u′

u
√
u۲−۱

csc−۱ u −u′

u
√

۱−u۲

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ع��ب��ارت م��ش��ت��ق .١.٣.۶ م��ث��ال
y = tan−۱(sin−۱(x+ x۳))

ری��م: دا ص��ورت ای��ن در v = x+ x۳ و y = tan−۱ u ،u = sin−۱ v ک��ن��ی��م ف��رض ح��ل.

y′ =
dy

dx
=

dy

du

du

dv

dv

dx

=
۱

۱ + u۲

۱√
۱ − v۲

(۱ + ۳x۲)

=
۱

۱ + [sin−۱(x+ x۳)]۲
۱√

۱ − (x+ x۳)۲
(۱ + ۳x۲)

ب��الات��ر م��رات��ب م��ش��ت��ق��ات ۴.۶

و �ت اس� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� �ی �ع� �اب� ت� �ود خ� �ن ای� �ه ک� �د �اش� �ی�ب� م� y′ = ۳x۲ �ع �اب� ت� y = x۳ �ع �اب� ت� �ق �ت� �ش� م� �ه ک� �م �دی� دی� �لا �ب� ق�
ح��اص��ل ب��الات��ر و س��وم و دوم م��رت��ب��ه م��ش��ت��ق��ات ف��رای��ن��د ای��ن ان��ج��ام ب��ا ری��م ب��گ��ی�� م��ش��ت��ق ت��اب��ع ای��ن از م��ج��ددا م��ی�ت��وان��ی��م
اس��ت��ف��اده y′ ی��ا f ′(x) ن��م��اد از y = f(x) ت��اب��ع م��ش��ت��ق ب��رای ن��م��ودی��م م��لاح��ظ��ه ق��ب��ل در ک��ه ط��ور ه��م��ان م��ی�ش��ود.
س��وم م��رت��ب��ه م��ش��ت��ق و y′′ ی��ا f ′′(x) ن��م��اد از م��ی�ت��وان دوم م��رت��ب��ه م��ش��ت��ق ی��ع��ن��ی ب��الات��ر م��ش��ت��ق��ات ب��رای و م��ی�ک��ردی��م
�اده �ف� �ت� اس� y(n) �ا ی� f (n)(x) �اد �م� ن� از nام �ه �ب� �رت� م� �ق �ت� �ش� م� �رای ب� �ب �ی� �رت� ت� �ن �ی� �م� ه� �ه ب� و y′′′ �ا ی� f ′′′(x) �اد �م� ن� از
�اد �م� ن� دوم �ه �ب� �رت� م� �ق �ت� �ش� م� �رای ب� �م �ی� �ای� �م� ن� �اده �ف� �ت� اس� اول �ه �ب� �رت� م� �ق �ت� �ش� م� �رای ب� dy

dx �اد �م� ن� از �ه �چ� �ان� �ن� چ� �ه �ت� �ب� ال� �وده �م� ن�

�ود. �م� ن� �اده �ف� �ت� اس� �وان �ی�ت� م� dny
dxn �اد �م� ن� از nام �ت��ق �ش� م� �رای ب� و d۳y

dx۳ �اد �م� ن� �وم س� �ه �ب� �رت� م� �رای ب� و d۲y
dx۲ = d

dx(
dy
dx)

م��ی�پ��ردازی��م. م��ث��ال چ��ن��د ذک��ر ب��ه ح��ال

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ع��ب��ارت دوم م��ش��ت��ق .١.۴.۶ م��ث��ال
Y = (x+ x۲ sinx)۲
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ری��م دا ح��ل.
Y ′ = ۲(۱ + ۲x sinx+ x۲ cosx)(x+ x۲ sinx)

ری��م. دا م��ش��ت��ق�گ��ی��ری دی��گ��ر ب��ار ی��ک� ب��ا ب��ن��اب��رای��ن

Y ′′ = ۲(۲ sinx+ ۲x cosx+ ۲x cosx− x۲ sinx)(x+ x۲ sinx)

+ ۲(۱ + ۲x sinx+ x۲ cosx)(۱ + ۲x sinx+ x۲ cosx)

= ۲(۲ sinx+ ۴x cosx− x۲ sinx)(x+ x۲ sinx) + (۱ + ۲x sinx+ x۲ cosx)۲

آوری��د. دس��ت ب��ه n ح��س��ب ب��ر را زی��ر ت��واب��ع از ی��ک ه��ر nام م��ش��ت��ق .٢.۴.۶ م��ث��ال

y = sinx ال��ف)

y = ۱
x ب)

y = cosx ج)

ری��م دا (ال��ف) ح��ل ب��رای ح��ل.

y = sinx ⇒ y′ = cosx = sin(x+
π

۲
)

⇒ y′′ = − sinx = sin(x+ π) = sin(x+
۲π

۲
)

⇒ y′′′ = − cosx = sin(x+
۳π

۲
)

⇒ y(۴) = sinx = sin(x+ ۲π) = sin(x+
۴π

۲
)

ب��ن��اب��رای��ن
y(n) = sin(x+

nπ

۲
)

ری��م دا (ب) ح��ل ب��رای

y =
۱

x
= x−۱ ⇒ y′ = (−۱)x−۲

⇒ y′′ = ۱.۲.x−۳

⇒ y′′′ = −۱.۲.۳.x−۴
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ب��ن��اب��رای��ن

y(n) = (−۱)nn!x−n−۱ =
(−۱)nn!

xn+۱

ک��ه ک��رد ت��ح��ق��ی��ق م��ی�ت��وان س��ادگ��ی ب��ه ال��ف ق��س��م��ت م��ش��اب��ه (ج) ق��س��م��ت ب��رای

y(n) = cos(x+
nπ

۲
)

ض��م��ن��ی م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ۵.۶

�ی �ن� �ع� ی� �د �ودن� ب� �ده ش� �ان �ی� ب� �ر �گ� دی� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ب �س� ح� �ر ب� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ک ی� �ح ری� � ص� �ان �ی� ب� �ا ب� �م �ده�ای� دی� �ون �ن� اک� � ت� �ه ک� �ی �ع� �واب� ت�
�د �ن� �ان� م� y و x �ن �ی� ب� �ه�ای �ط� راب� �ط �وس� ت� �ی �ن� �م� ض� �ور ط� �ه ب� �ع �واب� ت� �ی �ض� �ع� ب� �ال ح� �ن ای� �ا ب� y = f(x) �ورت ص� �ه ب�
ه��ای��ی راب��ط��ه چ��ن��ی��ن اس��ت م��م��ک��ن گ��اه��ی و م��ی�ش��ون��د ری��ف ت��ع�� x۳ + y۳ = ۶xy۲ی��ا x۲ + y۳ − ۲xy = ۰

از �س پ� y′ �ه �ب� �اس� �ح� م� �ذا ل� �د �اش� �ب� ن� x از �ح ری� � ص� �ع �اب� ت� �د �ن� چ� �ا ی� �ک ی� �وان �ن� ع� �ه ب� y آوردن �ت �دس� ب� �رای ب� �ل ح� �ل �اب� ق�
پ��رداخ��ت. خ��واه��ی��م y م��ح��اس��ب��ه ب��دون y′ م��ح��اس��ب��ه ن��ح��وه ب��ه ق��س��م��ت ای��ن در ب��ود خ��واه��د دش��وار y م��ح��اس��ب��ه

را f �ع �اب� ت� �ورت ص� ای��ن در f(x, y) = ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� و �وده ب� x از �ی �ع� �اب� ت� y �م �ی� �ن� ک� ف��رض .١.۵.۶ �ری��ف �ع� ت�
م��ی�ن��ام��ی��م. y و x م��ت��غ��ی��ره��ای از ض��م��ن��ی ت��اب��ع ی��ک

ص��ورت ب��دی��ن y′ م��ح��اس��ب��ه ن��ح��وه و م��ی�گ��وی��ی��م ض��م��ن��ی م��ش��ت��ق�گ��ی��ری را f(x, y) = ۰ ض��م��ن��ی ت��اب��ع از y′ م��ح��اس��ب��ه
را دارد وج��ود y′ آن در ک��ه ح��اص��ل م��ع��ادل��ه س��پ��س ری��م. ب��گ��ی�� م��ش��ت��ق x ب��ه ن��س��ب��ت ب��ای��د م��ع��ادل��ه ط��رف��ی��ن از ک��ه اس��ت

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل y و x ح��س��ب ب��ر y′ م��ق��دار ب��ن��اب��رای��ن و م��ی�آوری��م دس��ت ب��ه آن از را y′ و ک��رده ح��ل

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ض��م��ن��ی ت��واب��ع از ی��ک ه��ر ض��م��ن��ی م��ش��ت��ق .٢.۵.۶ م��ث��ال

x۲ + y۲ = ۳۵ ال��ف)

x۳ + ۴y۳ = y۲ − x ب)

ح��ل.

ری��م. م��ی�گ��ی�� م��ش��ت��ق x ب��ه ن��س��ب��ت راب��ط��ه ط��رف��ی��ن از ال��ف)
۲x+ ۲yy′ = ۰

ی��ا و
y′ =

−x

y
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۳x۲ + ۱۲y۲y′ = ۲yy′ − ۱ م��ی�ش��ود xن��ت��ی��ج��ه ب��ه ن��س��ب��ت ف��وق راب��ط��ه ط��رف��ی��ن از م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ب��ا ب)
ب��ن��اب��رای��ن (۲y − ۱۲y۲)y′ = ۳x۲ + ۱ ی��ا و

y′ =
۳x۲ + ۱

۲y(۱ − ۶y)

م��ش��ت��ق ه��ن��دس��ی ت��ع��ب��ی��ر ۶.۶

ری��م. دا م��ش��ت��ق ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را y = f(x) ت��اب��ع

f ′(x) = lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x
.

ک��ه ک��رد خ��واه��ی��م م��لاح��ظ��ه ری��م ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در زی��ر ش��ک��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا را f(x+∆x)−f(x)
∆x ک��س��ر اگ��ر

b b

O

P
H

x x+∆x

f(x+∆x)− f(x) = OH, ∆x = PH

ل��ذا
f(x+∆x)− f(x)

∆x
=

OH

PH
= tanOP̂H

و م��ی�ش��ود ن��زدی��ک P ن��ق��ط��ه ب��ه O ن��ق��ط��ه آن��گ��اه ∆x → ۰ ه��ن��گ��ام��ی ص��ورت ای��ن در θ̂ = OP̂H ک��ن��ی��م ف��رض
دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه م��ی�ش��ود ن��زدی��ک��ت��ر x ن��ق��ط��ه در L م��م��اس خ��ط س��م��ت ب��ه PO وت��ر

f ′(x) = lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x
.

�دس��ی �ن� ه� �ر �ی� �ب� �ع� ت� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت اس� x �ه �ط� �ق� ن� در y = f(x) �ودار �م� ن� �ر ب� �اس �م� م� �ط خ� �ی��ب ش� �ر �راب� ب� f ′(x) �رای��ن �اب� �ن� ب�
�ر ب� �د �ای� ش� اس��ت. �ق��ط��ه ن� آن در �م��اس م� خ��ط �ی��ب ش� از �ب��ارت ع� خ��ود ری��ف � �ع� ت� �ه �ن� دام� از �ه �ق��ط� ن� �ر ه� در �اب��ع ت� �ر ه� �ت��ق م��ش�
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در ف��رد ب��ه �ر �ن��ح��ص� م� �م��اس م� خ��ط وج��ود �ع��ادل م� x �ق��ط��ه ن� در �ت��ق�پ��ذی��ری م��ش� ک��ه اس��ت �ن��دس��ی ه� �ی��ر �ب� �ع� ت� �ی��ن �م� ه� اس��اس
و ک��ام��ل ب��ود ش��ده ب��ی��ان ف��ص��ل ای��ن اب��ت��دای در ک��ه را م��ش��ت��ق�پ��ذی��ری ت��وص��ی��ف ب��ح��ث ن��ک��ت��ه ای��ن اس��ت. ش��ده ن��ق��ط��ه ای��ن
ب��ودی��م داده وع��ده را آن ق��ب��ل از ک��ه پ��ی��وس��ت��گ��ی و م��ش��ت��ق�پ��ذی��ری ب��ی��ن ارت��ب��اط ب��ه ای��ن��ج��ا در ح��ال م��ی�س��ازد. آش��ک��ارت��ر

م��ی�پ��ردازی��م.

در f ت��اب��ع ص��ورت ای��ن در ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر a ∈ Df ن��ق��ط��ه در y = f(x) ت��اب��ع ک��ن��ی��م ف��رض .١.۶.۶ ق��ض��ی��ه
اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ن��ق��ط��ه ای��ن

ری��م: دا ل��ذا اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر a ∈ Df yدر = f(x) ت��اب��ع چ��ون اث��ب��ات.

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

ط��رف��ی از

lim
x→a

[f(x)− f(a)] = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
(x− a)

= lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
lim
x→a

(x− a)

= f ′(a)× ۰ = ۰

ب��ن��اب��رای��ن
lim
x→a

f(x) = f(a)

�ه �ت� �وس� �ی� پ� x = a در f(x) �ع �اب� ت� �ن �رای� �اب� �ن� ب� lim
x→a

f(x) = f(a) �ن��ی �ع� ی� lim
x→a

(f(x)− f(a)) = ۰ پ��س
اس��ت.

م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ول��ی پ��ی��وس��ت��ه�ان��د ن��ق��اط��ی در ک��ه دارن��د وج��ود زی��ادی ت��واب��ع ی��ع��ن��ی ن��ی��س��ت ب��رق��رار ف��وق ق��ض��ی��ه ع��ک��س
اس��ت. ن��ک��ت��ه ای��ن ب��ه اش��اره زی��ر م��ث��ال ن��ی��س��ت��ن��د.

ن��ی��س��ت��ن��د. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ول��ی پ��ی��وس��ت��ه�ان��د ش��ده داده ن��ق��ط��ه در زی��ر ت��واب��ع ده��ی��د ن��ش��ان .٢.۶.۶ م��ث��ال

.x = ۰ ن��ق��ط��ه در f(x) = |x| ال��ف)

.x = ۱ ن��ق��ط��ه در f(x) = ۱ + |x۲ + ۱| ب)

ح��ل.
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�ه ب� �ا �ن� ب� �ری �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� �ی �ررس� ب� �رای ب� �ال ح� اس��ت �ه �ت� �وس� �ی� پ� x = ۰ در �ذا ل� lim
x→۰

|x|= ۰ �ه ک� �ت اس� �ح واض� ال��ف)
ری��م دا ری��ف ت��ع��

f ′(۰) = lim
x→۰

f(x)− f(۰)

x− ۰
= lim

x→۰

|x|−۰

x− ۰
= lim

x→۰

|x|
x
.

�ن��ی �ع� ی� �ت �س� �ی� ن� �ود �وج� م� f ′(۰) �رای��ن �اب� �ن� ب� lim
x→۰−

|x|
x = −۱ و lim

x→۰+

|x|
x = ۱

۱ = ۱ �م �ی� �ی�دان� م� �ی ول�

ن��ی��س��ت. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر x = ۰ در f(x) = |x| ت��اب��ع

زی��را اس��ت پ��ی��وس��ت��ه x = ۱ در ن��ظ��ر م��ورد ت��اب��ع ب)
lim
x→۱

f(x) = lim
x→۱

۱ + |x۲ − ۱|= ۱.

ری��م دا م��ش��ت��ق�پ��ذی��ری ب��ررس��ی ب��رای ول��ی

f ′(۱) = lim
x→۱

f(x)− f(۱)

x− ۱

= lim
x→۱

۱ + |x۲ − ۱|−۱

x− ۱

= lim
x→۱

|x۲ − ۱|
x− ۱

= lim
x→۱

|x+ ۱||x− ۱|
x− ۱

.

ری��م دا ل��ذا

lim
x→۱+

|x+ ۱||x− ۱|
x− ۱

= lim
x→۱+

(x+ ۱)(x− ۱)

x− ۱
= ۲

ن��ی��ز و

lim
x→۱−

|x+ ۱||x− ۱|
x− ۱

= lim
x→۱−

(x+ ۱)(−x+ ۱)

x− ۱
= −۲.

ن��ی��س��ت. م��وج��ود f ′(۱) ب��ن��اب��رای��ن

ب��ه م��ش��ت��ق ت��ع��ب��ی��ر م��ی�ت��وان آن��ه��ا ج��م��ل��ه از ک��ه ک��رد م��ط��رح م��ی�ت��وان را دی��گ��ری ت��ع��اب��ی��ر م��ش��ت��ق ب��رای .٣.۶.۶ ی��ادآوری
ن��م��ود. ب��ی��ان زی��ر ص��ورت ب��ه را ت��ع��ب��ی��ر ن��رخ ع��ن��وان

�ی��ی��ر ت��غ� x۲ ب��ه x۱ از xاگ��ر y = f(x) ی��ع��ن��ی اس��ت واب��س��ت��ه x دی��گ��ر ک��م��ی��ت ب��ه ک��ه اس��ت �ی��ت��ی ک��م� y ک��ن��ی��د ف��رض
y در �ن��اظ��ر �ت� م� �ی��ر �ی� �غ� ت� و ∆x = x۲ − x۱ از اس��ت �ب��ارت ع� م��ی�ش��ود �ی��ده �ام� ن� x �م��و ن� �ه ک� x در �ی��ر �ی� �غ� ت� �اه آن��گ� �اب��د ی�
y ت��غ��ی��ی��ر م��ی��ان��گ��ی��ن ن��رخ ∆y

∆x = f(x۲)−(f(x۱)
x۲−x۱

ت��ف��اض��ل�ه��ا ن��س��ب��ت ک��ه م��ی�ب��اش��د ∆y = f(x۲)− f(x۱)،
وق��ت��ی ∆y

∆x ح��د ی��ا و x۱ ب��ه x۲ وق��ت��ی را م��ت��وس��ط ن��رخ ای��ن ح��د م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده [x۱, x۲] ب��ازه ب��ر x ب��ه ن��س��ب��ت
در x �ه ب� �ت �ب� �س� ن� y �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ه�ای �ظ� �ح� ل� �رخ �ه�ای(ن� �ظ� �ح� ل� �ت �رع� �ه�ایindex)س� �ظ� �ح� ل� �رخ ن� را �د �ن� �ی�ک� م� �ل �ی� م� ۰ �ه ب� ∆x
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ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ن��ام��ی��م. x = x۱

ت��غ��ی��ی��ر ل��ح��ظ��ه�ای� ن��رخ������ = lim
∆x→۰

∆y

∆x
= lim

x۲→x۱

f(x۲)− f(x۱)

x۲ − x۱
= f ′(x۱)

ش��ب ن��ی��م��ه از س��اع��ت ه��ر در ش��ه��ر، ی��ک در روز ی��ک در س��ان��ت��ی��گ��راد) درج��ه (ب��ه T ح��رارت درج��ه .۴.۶.۶ م��ث��ال
ت��غ��ی��ی��ر م��ت��وس��ط ن��رخ اس��ت. ش��ده ان��دازه�گ��ی��ری ش��ب ن��ی��م��ه از و س��اع��ت ب��ه x زم��ان اس��ت ش��ده ث��ب��ت زی��ر ج��دول در

س��اع��ت x ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢
c۰ درج��ه T ۶/۵ ۶/١ ۵/۶ ۴/٩ ۴/٢ ۴/٠ ۴/٠ ۴/٨۶ ١٨/٣ ١٨/٣ ١٠/٠ ١٢/١ ١۴/٣
س��اع��ت x ١٣ ١۴ ١۵ ١۶ ١٧ ١٨ ١٩ ٢٠ ٢١ ٢٢ ٢٣ ٢۴
c۰ درج��ه T ١۶/٠ ١٧/٣ ١٨/٢ ١٨/٨ ١٧/۶ ١۶/٠ ١۴/١ ١١/۵ ١٠/٢ ٩/٠ ٧/٩ ٧

ت��ا ظ��ه��ر از (iii) ظ��ه��ر از ب��ع��د ۲ ت��ا ظ��ه��ر از (ii) ظ��ه��ر از ب��ع��د ۳ ت��ا ظ��ه��ر از (i) زم��ان ب��ه ن��س��ب��ت را ح��رارت درج��ه
آوری��د. دس��ت ب��ه ظ��ه��ر از ب��ع��د ۱

ح��ل.

ن��ت��ی��ج��ه در م��ی�ی��اب��د ۱۸/۲۰ت��غ��ی��ی��ر ت��ا ۱۴/۳۰ از ح��رارت درج��ه ظ��ه��ر از ۳ب��ع��د ت��ا ظ��ه��ر از (i)
∆T = T (۱۵)− T (۱۲) = ۱۸٫ ۲ − ۱۴٫ ۳ = ۳٫ ۹۰

ب��ه ن��س��ب��ت ح��رارت �ی��ی��ر ت��غ� م��ت��وس��ط ن��رخ �ن��اب��رای��ن ب� اس��ت س��اع��ت ∆x = ۳ زم��ان در �ی��ی��ر ت��غ� ک��ه ح��ال��ی در
از: اس��ت ع��ب��ارت زم��ان

∆T

∆x
=

۳٫ ۹

۳
= ۱٫ ۳ س��اع��ت ب��ر درج��ه

از: اس��ت ع��ب��ارت ت��غ��ی��ی��ر م��ت��وس��ط ن��رخ ظ��ه��ر از ب��ع��د ۲ ت��ا ظ��ه��ر از (ii)
∆T

∆x
=

T (۱۴)− T (۱۲)

۱۴ − ۱۲
=

۱۷٫ ۳ − ۱۴٫ ۳

۲
= ۱٫ ۵ س��اع��ت ب��ر درج��ه

از: اس��ت ع��ب��ارت ت��غ��ی��ی��ر م��ت��وس��ط ن��رخ ظ��ه��ر از ب��ع��د ۱ ت��ا ظ��ه��ر از (iii)
∆T

∆x
=

T (۱۳)− T (۱۲)

۱۳ − ۱۲
=

۱۶٫ ۰ − ۱۴٫ ۳

۱
= ۱٫ ۷ س��اع��ت ب��ر درج��ه

ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ائ��ل ٧.۶

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ت��واب��ع از ک��دام ه��ر م��ش��ت��ق ف��رم��ول م��ش��ت��ق ری��ف ت��ع�� از اس��ت��ف��اده ب��ا .١.٧.۶ م��س��ال��ه
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y =
√
x ال��ف)

y = cosx ب)

ح��ل.

ری��م. دا م��ش��ت��ق ری��ف ت��ع�� از اس��ت��ف��اده ب��ا (ال��ف)

f ′(x) = lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x

= lim
∆x→۰

√
x+∆x−

√
x

∆x

= lim
∆x→۰

(
√
x+∆x−

√
x)(

√
x+∆x+

√
x)

∆x(
√
x+∆x+

√
x)

= lim
∆x→۰

x+∆x− x

∆x(
√
x+∆x+

√
x)

= lim
∆x→۰

۱√
x+∆x+

√
x

=
۱

۲
√
x
=

۱

۲
√
x

ری��م: دا ال��ف ق��س��م��ت م��ش��اب��ه ب)

f ′(x) = lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x

= lim
∆x→۰

cos(x+∆x)− cosx

∆x

= lim
∆x→۰

cosx cos∆x− sinx sin∆x− cosx

∆x

= lim
∆x→۰

cosx(cos∆x− ۱)− sinx sin∆x

∆x

= lim
∆x→۰

cosx(−۲ sin۲(∆x/۲)− sinx sin∆x

∆x

= lim
∆x→۰

[
(− cosx)(sin(

∆x

۲
))
(sin∆x/۲)

∆x/۲
− (sinx)(

sin∆x

∆x
)

]
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= (− cosx) lim
∆x→۰

sin(
∆x

۲
) lim
∆x→۰

(sin∆x/۲)

∆x/۲
− sinx lim

∆x→۰

sin∆x

∆x

= (− cosx)(۰)(۱)− (sinx)(۱) = − sinx

ض��اب��ط��ه ب��ا ش��ده ری��ف fت��ع�� ت��اب��ع ک��ه ک��ن��ی��د ت��ع��ی��ی��ن ط��وری bرا و a .٢.٧.۶ م��س��ال��ه

f(x) =

x+ a sinx x < ۰

۲x+ b x ≥ ۰

آوری��د. ب��دس��ت را f ′(۰) س��پ��س و ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر

�ق��ط��ه ن� در اس��ت �اف��ی ک� ل��ذا اس��ت. �ت��ق�پ��ذی��ر م��ش� x < ۰ و x > ۰ �ق��اط ن� �م��ام ت� در f �اب��ع ت� �ه ک� اس��ت واض��ح ح��ل.
ری��م: دا م��ن��ظ��ور ب��دی��ن ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ن��ی��ز x = ۰

f ′(x) =

۱ + a cosx x < ۰

۲ x ≥ ۰

f ′−(۰) = ۱ + a, f ′+(۰) = ۲ ⇒ ۱ + a = ۲ ⇒ a = ۱

ری��م. دا x = ۰ ن��ق��ط��ه در ل��ذا اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ن��ی��ز ن��ق��ط��ه آن در ن��ق��ط��ه ی��ک در م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��اب��ع ه��ر م��ی�دان��ی��م ه��م��چ��ن��ی��ن

lim
x→۰−

f(x) = lim
x→۰−

x+ a sinx = ۰

lim
x→۰+

f(x) = lim
x→۰+

۲x+ b = b = f(۰)

ب��ود. خ��واه��د زی��ر ص��ورت ب��ه fت��اب��ع ض��اب��ط��ه ن��ت��ی��ج��ه در و b = ۰ پ��س

f(x) =

x+ sinx x < ۰

۲x x ≥ ۰

ت��اب��ع .٣.٧.۶ م��س��ال��ه

f(x) =

x۲ sin ۱
x x ̸= ۰

۰ x = ۰

ن��ی��س��ت. پ��ی��وس��ت��ه ن��ق��ط��ه ای��ن fدر ′ ول��ی اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر x = ۰ ن��ق��ط��ه fدر ده��ی��د ن��ش��ان ری��د. ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در را



م��ش��ت��ق .۶ ف��ص��ل ٢٠۵

۰ در f �س پ� f ′(۰) = lim
x→۰

f(x)−f(۰)
x−۰ = lim

x→۰
x sin ۱

x = ۰ �م ری� دا �ق �ت� �ش� م� �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ا �ن� ب� �ل. ح�
ری��م: دا م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ف��رم��ول�ه��ای از اس��ت��ف��اده ب��ا x ̸= ۰ ازای ب��ه دی��گ��ر ط��رف از .f ′(۰) = ۰ و اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر

f ′(x) = ۲x sin
۱

x
+ x۲ cos

۱

x
.

(
−۱

x۲

)
ب��ن��اب��رای��ن

f ′(x) =

۲x sin ۱
x − cos ۱

x x ̸= ۰

۰ x = ۰

ن��ی��س��ت. پ��ی��وس��ت��ه ۰ در f ′ ل��ذا ن��م��ی�ب��اش��د م��وج��ود lim
x→۰

f ′(x) پ��س ن��ی��س��ت م��وج��ود ۰ در cos ۱
x ح��د چ��ون

ک��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را زی��ر ش��ده داده ت��واب��ع م��ش��ت��ق .۴.٧.۶ م��س��ال��ه

y = sin(cos(tanx)) ال��ف)

y =

√
x+

√
x+

√
x+

√
x ب)

ح��ل.

�ن ای� yدر = sin v و v = cosu uو = tanx �م �ی� �ن� ک� �رض ف� ای �ره �ی� �ج� زن� �ده �اع� ق� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� ال��ف)
ری��م. دا ص��ورت

dy

dx
=

dy

dv

dv

du

du

dx
= (cos v)(− sinu)(۱ + tan۲x)

= cos(cos(tanx))(− sin(tanx))(۱ + tan۲ x)

ص��ورت ای��ن در y =
√
u و u = x+

√
v و v = x+

√
w و w = x+

√
x �م �ی� �ن� ک� ف��رض ب)

ری��م: دا

dy

dx
=

dy

du

du

dx
=

۱

۲
√
u

(
۱ +

۱

۲
√
v

dv

dx

)
=

۱

۲
√
u

[
۱ +

۱

۲
√
v
(۱ +

۱

۲
√
w

dw

dx
)

]
=

۱

۲
√
u

۱ +
۱

۲
√
v(۱ + ۱

۲
√
w(۱+ ۱

۲
√

x)
)
)





٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢٠۶

=
۱

۲

√
x+

√
x+

√
x+

√
x

۱ +
۱

۲
√
x+

√
x+

√
x(

۱ +
۱

۲
√
x+

√
x
(۱ +

۱

۲
√
x
)

)]

و f ′(x) = ۱√
۱+x۲ �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� �ی �ع� �اب� ت� f : R → R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۵.٧.۶ �ه �ال� �س� م�

و g′(۱) �ه �ب� �اس� �ح� م� اس��ت �ل��وب �ط� م� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� ری��ف � �ع� ت� g(x) = f(f(x)) ص��ورت �ه ب� را g �اب��ع ت� f(۱) = ۱

.g′′(۱)

م��ی�دان��ی��م ح��ل.

g′(x) = f ′(f(x))f ′(x) ⇒ g′′(x) = [f ′(f(x))]′f ′(x) + f ′(f(x))f ′′(x)

= [f ′′(f(x))][f ′(x)]۲ + f ′(f(x)f ′′(x)

ری��م: دا ه��م��چ��ن��ی��ن

f ′′(x) =
۰ − ۲x

۲
√

۱+x۲

۱ + x۲
= − x

(۱ + x۲)
۳
۲

ن��ت��ی��ج��ه در

f(۱) = ۱, f ′(۱) =
۱√
۲
, f ′′(۱) = − ۱

۲
√

۲

داش��ت خ��واه��ی��م ب��ن��اب��رای��ن

g′(۱) = f ′(f(۱))f ′(۱) = f ′(۱)f ′(۱) =
۱√
۲
.

۱√
۲
=

۱

۲

g′′(۱) = f ′′(f(۱))[f ′(۱)]۲ + f ′(f(۱))f ′′(۱)

= f ′′(۱)[f ′(۱)]۲ + f ′(۱)f ′′(۱)

= − ۱

۲
√

۲
(

۱√
۲
)۲ +

۱√
۲
(− ۱

۲
√

۲
= −۱

۴
(

۱√
۲
+ ۱)

= −۱

۴
(
۲ +

√
۲

۲
) = −۲ +

√
۲

۸

در را f−۱ �ع �اب� ت� �ق �ت� �ش� م� �دار �ق� م� �ت. اس� �روض �ف� م� f(x) = x۶ + ۳x۳ + x + ۱ �ع �اب� ت� .۶.٧.۶ �ه �ال� �س� م�
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آوری��د. ب��ه�دس��ت b = ۶

ری��م. دا م��ع��ک��وس ت��اب��ع م��ش��ت��ق ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

(f−۱)(x) =
۱

f ′(f−۱(x))

�ا ی� و a۶ + ۳a۳ + a + ۱ = ۶ �ورت ص� �ن ای� در f(a) = b = ۶ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ال ح�
a = ۱ آن ج��واب ی��ک ل��ذا اس��ت ص��ف��ر چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ای��ن ض��رای��ب م��ج��م��وع چ��ون a۶ + ۳a۳ + a− ۵ = ۰

ب��ن��اب��رای��ن f ′(x) = ۶x۵ + ۹x۲ + ۱ ه��م��چ��ن��ی��ن f−۱(۶) = ۱ ن��ت��ی��ج��ه در f(۱) = ۶ ری��م دا و م��ی�ب��اش��د
داش��ت. خ��واه��ی��م

(f−۱)′(۶) =
۱

f ′(f−۱(۶))
=

۱

f ′(۱)
=

۱

۱۶

ک��ن��ی��د. ث��اب��ت ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر a در f ت��اب��ع اگ��ر .٧.٧.۶ م��س��ال��ه

lim
x→a

xf(a)− af(x)

x− a
= f(a)− af ′(a)

ری��م: دا ح��ل.

lim
x→a

xf(a)− af(x)

x− a
= lim

x→a

xf(a)− af(a) + af(a)− af(x)

x− a

= lim
x→a

(x− a)f(a)− a(f(x)− f(a))

x− a

= lim
x→a

[f(a)− a
f(x)− f(a)

x− a
]

= lim
x→a

f(a)− lim
x→a

a.
f(x)− f(a)

x− a

= f(a)− af ′(a)

ک��ن��ی��د. ح��س��اب را f ′(۰) وج��ود ص��ورت در ،f(x) =

x۲[۱x ] x ̸= ۰

۰ x = ۰
ک��ن��ی��د ف��رض .٨.٧.۶ م��س��ال��ه



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢٠٨

ری��م: دا م��ش��ت��ق ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا ح��ل.

f ′(۰ = lim
x→۰

f(x)− f(۰)

x− ۰

= lim
x→۰

x۲[۱/x]− ۰

x− ۰
= lim

x→۰
x[

۱

x
]

ری��م دا �ان��دوی��چ س� �ی��ه ق��ض� ب��ه �ا �ن� ب� ل��ذا ۱ − x < x[۱x ] ≤ ۱ �ی��ج��ه �ت� ن� در ۱
x − ۱ < [۱x ] ≤

۱
x �م��واره ه� �ی��م م��ی�دان�

اس��ت. ۱ ب��راب��ر آن م��ق��دار و م��وج��ود f ′(۰) ب��ن��اب��رای��ن ب��ب��ی��ن��ی��د)، را ۵.٣.۴ (م��ث��ال lim
x→۰

x[۱x ] = ۱

f چ��پ م��ش��ت��ق و f(a) = g(a) ک��ه ط��وری ب��ه h(x) =

f(x) x ≤ a

g(x) x ≥ a
ک��ن��ی��د ف��رض .٩.٧.۶ م��س��ال��ه

اس��ت. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر a ن��ق��ط��ه در h ت��اب��ع ک��ن��ی��د ث��اب��ت اس��ت. a ن��ق��ط��ه در g راس��ت م��ش��ت��ق م��س��اوی a ن��ق��ط��ه در

�د. �رن� �راب� ب� �ر �گ� �دی� �ک� ی� �ا ب� و �ود �وج� م� a �ه �ط� �ق� ن� در h راس��ت �ق �ت� �ش� م� و h چ��پ �ت��ق �ش� م� �م �ی� �ن� ک� �اب��ت ث� اس��ت �ی �اف� ک� �ل. ح�
ری��م: دا

f ′+(a) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a+

g(x)− g(a)

x− a
= g′

+
(a)

f ′−(a) = lim
x→a−

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a−

g(x)− g(a)

x− a
= g′

−
(a)

اس��ت. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر a ن��ق��ط��ه در f پ��س f ′+(a) = f ′−(a) ل��ذا g′+(a) = f ′−(a) چ��ون

اس��ت. ش��ده داده زی��ر ض��م��ن��ی م��ع��ادل��ه ص��ورت ب��ه م��ن��ح��ن��ی م��ع��ادل��ه .١٠.٧.۶ م��س��ال��ه
√
y + ۴

√
y + ۵

√
y = xy۲

آوری��د. ب��دس��ت آن ن��م��ودار ب��ر واق��ع ۱ ع��رض ب��ه ن��ق��ط��ه�ای در را ف��وق م��ن��ح��ن��ی م��ش��ت��ق

ری��م. م��ی�گ��ی�� م��ش��ت��ق x ب��ه ن��س��ب��ت م��ن��ح��ن��ی م��ع��ادل��ه ط��رف��ی��ن از ض��م��ن��ی م��ش��ت��ق از اس��ت��ف��اده ب��ا ح��ل.
y′

۲
√
y
+

y′

۴ ۴
√

y۳
+

y′

۵ ۵
√

y۴
= y۲ + ۲xyy′

ی��ا و

y′ =
y۲

۱
۲
√
y + ۱

۴ ۴
√

y۳

۱

۵ ۵
√

y۴
− ۲xy
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�ق��دار م� �ی��ج��ه �ت� ن� در x =
√
y+ ۴

√
y+ ۵

√
y

y۲ = ۳
۱ = ۳ پ��س اس��ت �ن��ی �ن��ح� م� �م��ودار ن� روی �ق��ط��ه ن� و y = ۱ چ��ون

ب��ا: اس��ت ب��راب��ر (۳,۱) ن��ق��ط��ه در y′

y′ =
۱

۱
۲ + ۱

۴ + ۱
۵ − ۶

= − ۲۰

۱۰۱

روی �ه�ای �ط� �ق� ن� �ت. اس� �روض �ف� م�

x = t cos t− ۱

y = t sin t+ ۱
�ادلات �ع� م� �ا ب� �ری �ت� �ارام� پ� �ی �ن� �ح� �ن� م� .١١.٧.۶ �ه �ال� �س� م�

ب��اش��د. ص��ف��ر ن��ق��ط��ه ای��ن در م��م��اس خ��ط ش��ی��ب ک��ه ب��ی��اب��ی��د م��ن��ح��ن��ی ای��ن

ری��م: دا پ��ارام��ت��ری م��ش��ت��ق ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

y′ =
dy/dt

dx/dt
=

sin t+ t cos t

cos t− t sin t

�ذا ل� �ت اس� �رار �رق� ب� t = ۰ ازای �ه ب� �ن ای� و sin t + t cos t = ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �د �ای� ب� �اه �گ� آن� y′ = ۰ �ر اگ� �ال ح�
.(−۱,۱) از اس��ت ع��ب��ارت ن��ظ��ر م��ورد ن��ق��ط��ه

م��س��ای��ل ٨.۶

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ت��واب��ع از ک��دام ه��ر م��ش��ت��ق م��ش��ت��ق، ری��ف ت��ع�� از اس��ت��ف��اده ب��ا .١

۱)f(x) =
√
x ۲)f(x) =

۳
√

x۲ + ۱ ۳)f(x) = tanx

۴)f(x) =
۱

x
۵)f(x) = secx ۶)f(x) = tan−۱ x

ت��اب��ع ک��ه ک��ن��ی��د پ��ی��دا ط��وری را b و a م��ق��ادی��ر .٢

f(x) =

x+a
x+b x ≥ ۱

۳[−x]|x− ۲|−۲ x < ۱

اس��ت. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر x = a ن��ق��ط��ه در

ت��اب��ع ک��ه ب��ی��اب��ی��د ط��وری را b و a .٣

f(x) =

ax۲ + bx+ ۲ |x|≤ ۲
√
x۲ + ۴x+ ۴ |x|> ۲

ب��اش��د. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ن��ق��اط ت��م��ام در



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢١٠

آوری��د. ب��دس��ت م��خ��ت��ص��ات م��ب��دا ن��ق��ط��ه در را f(x) = x|x|[x] ت��اب��ع چ��پ م��ش��ت��ق .۴

ب��اش��ی��م. داش��ت��ه x۲ و x۱ ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای و م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر f ت��اب��ع��ی اگ��ر .۵
|f(x۱)− f(x۲)|≤ (x۱ − x۲)

۲

اس��ت. ث��اب��ت ت��اب��ع��ی f ک��ن��ی��د ث��اب��ت

ص��دق f ′′(x) = −f(x) و f ′(x) = g(x) رواب��ط در و ب��وده م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��واب��ع��ی g و f ک��ن��ی��د ف��رض .۶
.h(۱۰) م��ح��اس��ب��ه اس��ت م��ط��ل��وب h(۰) = ۵ و h(x) = f۲(x) + g۲(x) اگ��ر ک��ن��ن��د.

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ت��اب��ع م��ش��ت��ق .٧

.۵

f(x) =
sin−۱ x

cos−۱ x

.۶
f(x) = cos

√
۱ +

√
x

.٧

f(x) =
x sin۳ x− x۳ sinx√

۱ + x۲

.١
f(x) = ۲x

۱
۲ +۳x

۱
۳ +۴x

۱
۴ +۵x

۱
۵

.٢
f(x) = x۲ sinx. cosx

.٣
f(x) =

۱

۱ + tan۲ x

.۴
f(x) = tan−۱(

۱

tan−۱(x)
+cosx)

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر ض��م��ن��ی ت��واب��ع م��ش��ت��ق .٨

.٣
x =

√
y + ۳

√
y + ۴

√
y

.۴
۳x۲y + xy۲ + y = ۰

.١
√
x+

√
y = ۱

.٢
x

۱
۳ + y

۱
۳ = ۱

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ت��واب��ع م��ش��ت��ق زن��ج��ی��ری و ق��اع��ده ک��م��ک ب��ه .٩

.٢
y =

۱

x+ ۱
۱+۱/x

.١

y =

√
۱ +

√
۱ +

√
۱ +

√
۱ + x
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.۴
y = sin(x+ sin(x+ sinx))

.٣
y = tan−۱(sin−۱(cos−۱(

√
x)))

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ت��واب��ع از ی��ک ه��ر اُم n م��ش��ت��ق .١٠

.۴
y =

۱

x

.۵
y =

x+ ۱

x+ ۲

.۶
y =

ax+ b

cx+ d

.١
y = sinx

.٢
y = cosx

.٣
y =

√
x

اس��ت؟ چ��ق��در f ′(a) م��ق��دار f(x) = g۳(x) + ۱
g(x) و g

′(a) = ۲ و g(a) = ۱ اگ��ر .١١

آوری��د. ب��دس��ت x = ۱ در را g ◦ f(x) م��ش��ت��ق و g′(x) =
√

۳x+ ۱۶ و f(x) = x۳ −۱ اگ��ر .١٢

ک��ن��ی��د. ح��س��اب x ب��ه ن��س��ب��ت را f(sin۲(x)) ت��اب��ع م��ش��ت��ق م��ق��دار ب��اش��د ۱
x ب��راب��ر f(x) ت��اب��ع م��ش��ت��ق اگ��ر .١٣

ک��ن��ی��د. ح��س��اب را آن م��ش��ت��ق f−۱ ب��ر واق��ع ۴ ط��ول ب��ه ن��ق��ط��ه�ای در ب��اش��د f(x) = ۲x۳ + x+ ۱ اگ��ر .١۴

خ��ط��ی f م��ع��ک��وس ت��اب��ع ب��ر واق��ع ۲ ع��رض ب��ه ن��ق��ط��ه�ای در اس��ت م��ف��روض f(x) = x۳ + x− ۶ ت��اب��ع .١۵
آوری��د. ب��دس��ت را خ��ط ش��ی��ب م��ی�ک��ن��ی��م م��م��اس آن ن��م��ودار ب��ر

در را f م��ع��ک��وس ت��اب��ع م��ش��ت��ق م��ق��دار اس��ت م��ف��روض [۲,∞) دام��ن��ه ب��ا f(x) = x۳ − ۴x+ ۷ ت��اب��ع .١۶
ک��ن��ی��د. پ��ی��دا (b ∈ Df − ۱)b = ۷

ض��م��ن��ی ص��ورت ب��ه را م��ن��ح��ن��ی م��ع��ادل��ه

y = sin t− ۱

x = cos t+ ۱
پ��ارام��ت��ری م��ع��ادلات در t پ��ارام��ت��ر ح��ذف ب��ا .١٧

ک��ن��ی��د. م��ق��ای��س��ه ه��م ب��ا و آورده ب��دس��ت ض��م��ن��ی و پ��ارام��ت��ری ری��ق ط�� دو ب��ه را dy
dx و ب��ن��وی��س��ی��د
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٧ ف��ص��ل

م��ش��ت��ق ب��ن��ی��ادی ق��ض��ای��ای

و �رك��ب م� �ك��وس، �ع� م� �ع �واب� ت� �ق �ت� �ش� م� �ری، �ی� گ� �ق �ت� �ش� م� �ای �ول�ه� �رم� ف� �ر �ی� �ظ� ن� �ق �ت� �ش� م� �ی �اس� اس� �ای �ای� �ض� ق� �ا ب� �ل �ب� ق� �ل �ص� ف� در
ب��ه ام��لا� ك� �اه دی��دگ� ای��ن م��ی�پ��ردازی��م. �ت��ق م��ش� �ی��ادی �ن� ب� �ای��ای ق��ض� ب��ه دی��گ��ری �اه ازدی��دگ� ف��ص��ل ای��ن در ش��دی��م. �ن��ا آش� �ی��ره غ�
از �د �ن� �ارت� �ب� ع� �د ش� �د �ن� �واه� خ� �ان �ی� ب� �ل �ص� ف� �ن درای� �ه ك� �ادی �ی� �ن� ب� �ای �ای� �ض� ق� دارد. �اص �ص� �ت� اخ� �ق �ت� �ش� م� �ردی رب� �ا ك� �ای �ه�ه� �ب� �ن� ج�
ت��ی��ل��ور. ق��ض��ی��ه و ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده ك��وش��ی، و م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار و رل ق��ض��ای��ای ن��س��ب��ی، م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� ق��ض��ای��ای
ك��ه م��ی�گ��ی��رن��د. ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد دارد م��ش��ت��ق رب��رده��ای ك��ا ب��ه اخ��ت��ص��اص ك��ه ه��ش��ت��م ف��ص��ل در ق��ض��ای��ا ای��ن از ب��رخ��ی

ن��م��ود. خ��واه��ی��م اش��اره آن�ه��ا ب��ه ن��ی��ز آن�ج��ا در

م��ی�ن��ی��م��م و اك��زی��م��م م�� ١.٧

راه ی��اف��ت��ن ب��ه ن��ی��از آن��ه��ا در ك��ه م��ی�ب��اش��د ب��ه��ی��ن��ه�س��ازی م��س��ائ��ل ری��اض��ی��ات در م��ش��ت��ق م��ب��ح��ث م��ه��م رب��رده��ای ك��ا از ی��ك��ی
و �م��م زی� � اك� � م� �ادی��ر �ق� م� �ت��ن �اف� ی� �ه ب� �ر �ن��ج� م� �ائ��ل م��س� ای��ن ح��الات از �ی��اری ب��س� در ری��م. دا را ك��اری ان��ج��ام ری��ن) � �ت� �ه� (ب� �ن��ه �ی� �ه� ب�
�ز �ی� ن� و �ب��ی �س� ن� �ا ی� �ق �ل� �ط� ازم� �م اع� �م �م� �ی� �ی�ن� م� و �م �م� زی� � اك� � م� �م �ی� �اه� �ف� م� �ان �ی� ب� �ه ب� �م��ت �س� ق� �ن ای� در �ود. �ی�ش� م� �ع �اب� ت� ی��ك �م �ی� �ی� �ی�ن� م�

پ��رداخ��ت. خ��واه��ی��م رب��وط��ه م�� ق��ض��ای��ای

�م �ی� �وی� گ� �ق �ل� �ط� م� �م �م� زی� � اك� � م� �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� را x۰ ∈ Df �ه �ط� �ق� ن� �ت. اس� �روض �ف� م� y = f(x) �ع �اب� ت� .١.١.٧ �ری��ف �ع� ت�
�ه �ط� �ق� ن� �ك ی� x۰ ∈ Df �ه �ط� �ق� ن� �ه �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� .f(x) ≤ f(x۰) �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� x ∈ Df �ر ه� ازای �ه ب� �اه �رگ� ه�

.f(x) ≥ f(x۰) ب��اش��ی��م داش��ت��ه x ∈ Df ه��ر ازای ب��ه اگ��ر اس��ت م��ط��ل��ق م��ی�ن��ی��م��م

م��ش��اه��ده ت��اب��ع ن��م��ودار ب��ه ت��وج��ه ب��ا ری��د. ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در [۰,۳] ب��ازه�ی در را f(x) = x۲ − ۱ ت��اب��ع .٢.١.٧ م��ث��ال
اس��ت. م��ط��ل��ق زی��م��م اك�� م�� x۰ = ۳ و م��ط��ل��ق م��ی�ن��ی��م��م ن��ق��ط��ه x۰ = ۰ ك��ه م��ی�ش��ود

f �اب��ع ت� �ی �ب� �س� ن� �م �م� زی� � اك� � م� �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� را x۰ ∈ Df �ه �ط� �ق� ن� اس��ت. �روض �ف� م� y = f(x) �اب��ع ت� .٣.١.٧ �ری��ف �ع� ت�
داش��ت��ه ط��وری�ك��ه ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود D = (x۰ − δ, x۰ + δ) م��ان��ن��د x۰ ن��ق��ط��ه از ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك اگ��ر گ��وی��ی��م

٢١٣
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.[۰,۳] ب��ازه�ی در f(x) = x۲ ت��اب��ع ن��م��ودار :١.٧ ش��ک��ل

ب��اش��ی��م:
∀x ∈ D ∩Df : f(x) ≤ f(x۰)

اگ��ر اس��ت ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م ن��ق��ط��ه ی��ك x۰ ∈ Df ن��ق��ط��ه م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه
∀x ∈ D ∩Df : f(x) ≥ f(x۰).

�ه ب� �ا �ه� آن� �ی �ب� �س� ن� �م �م� �ی� �ی�ن� م� و �م �م� زی� � اك� � م� �اط �ق� ن� g(x) = x۳ و f(x) = x۲ �ودار �م� ن� �ه ب� �ه �وج� �ات� ب� .۴.١.٧ �ال �ث� م�
م��ی�ب��اش��ن��د. زی��ر ص��ورت

f(x) = x۲

g(x) = x۳

ن��ق��ط��ه ه��ی��چ دارای و اس��ت f(x) ت��اب��ع ب��رای م��ط��ل��ق م��ی�ن��ی��م��م ن��ی��ز و ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م ن��ق��ط��ه ی��ك x۰ = ۰ ن��ق��ط��ه
ن��م��ی�ب��اش��د. م��ط��ل��ق ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م ی��ا زی��م��م اك�� م�� ن��ق��ط��ه ه��ی��چ دارای g(x) ت��اب��ع ن��م��ی�ب��اش��د. م��ط��ل��ق ی��ا ن��س��ب��ی زی��م��م اك�� م��

م��م��اس خ��ط م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر، ت��واب��ع ب��رای ك��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان م��ی�ب��اش��د ف��رم��ا ق��ض��ی��ه ب��ه م��ع��روف ك��ه زی��ر ق��ض��ی��ه در
اس��ت. اف��ق��ی ص��ورت ب��ه ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� ن��ق��اط در

م��ی�ن��ی��م��م ی��ا زی��م��م اك�� م�� ن��ق��ط��ه ی��ك x۰ و م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر x۰ ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع ك��ن��ی��م ف��رض ف��رم��ا). (ق��ض��ی��ه ۵.١.٧ ق��ض��ی��ه
.f ′(x۰) = ۰ ص��ورت ای��ن در �ب��اش��د. ن��س��ب��ی

�ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ف، ری� � �ع� ت� �ه ب� �ا �ن� ب� �ورت ص� �ن درای� �د. �اش� ب� f �ع �اب� ت� �ی �ب� �س� ن� �م �م� زی� � اك� � م� �ه �ط� �ق� ن� x۰ �م �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
ط��وری�ك��ه ب��ه دارد وج��ود D = (x۰ − δ, x۰ + δ)

∀x ∈ D ∩Df : f(x) ≤ f(x۰).
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.f(x) = x۳ ت��اب��ع ن��م��ودار (ب)
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.f(x) = x۲ ت��اب��ع ن��م��ودار (آ)

م��ی�ك��ن��ی��م. ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه h ̸= ۰ ب��رای را g(h) ت��اب��ع ح��ال

g(h) =
f(x۰ + h)− f(x۰)

h
.

�اه آن�گ� h > ۰ �ر اگ� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .f(x۰ + h) ≤ f(x۰) �م ری� دا x۰ ± h ∈ D ∩ Df �ه ک� h �ر ه� �رای ب�
ت��اب��ع چ��ون . lim

h→۰+
g(h) ≤ ۰ و lim

h→۰−
g(h) ≥ ۰ ب��ن��اب��رای��ن .g(h) ≥ ۰ آن�گ��اه h < ۰ اگ��ر و g(h) ≤ ۰

ب��ن��اب��رای��ن .lim
h→۰

g(h) = f ′(x۰) پ��س اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر x۰ در f
۰ ≤ lim

h→۰−
g(h) = lim

h→۰+
g(h) = lim

h→۰
g(h) ≤ ۰

�ه ب� �دلال �ت� اس� �د �اش� ب� �ی �ب� �س� ن� �م �م� �ی� �ی�ن� م� �ه �ط� �ق� ن� x۰ �ه ك� �ی �ت� �ال� ح� در f ′(x۰) = ۰ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و .lim
h→۰

g(h) = ۰ پ��س
اس��ت. م��ش��اب��ه ط��ور

.۶.١.٧ ن��ت��ی��ج��ه

دارای ی��ع��ن��ی اف��ق��ی ص��ورت ب��ه ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م ی��ا زی��م��م اك�� م�� ن��ق��اط در م��م��اس خ��ط��وط م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��واب��ع در (ال��ف)
ه��س��ت��ن��د. ص��ف��ر ش��ی��ب

ه��س��ت��ن��د. ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م ی��ا زی��م��م اك�� م�� ب��رای ك��ان��دی��د ن��ق��اط f م��ش��ت��ق ری��ش��ه�ه��ای (ب)

ب��ی��ان م��ش��ت��ق دوم و اول آزم��ون�ه��ای ع��ن��وان ت��ح��ت را ن��ق��اط ای��ن وض��ع��ی��ت ت��ع��ی��ی��ن ن��ح��وه ف��ص��ل ای��ن ان��ت��ه��ای در
ك��رد. خ��واه��ی��م

ری��م دا f(x) = x۳ ت��اب��ع در م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه ن��ی��س��ت. ب��رق��رار ك��ل��ی ح��ال��ت در ف��رم��ا ق��ض��ی��ه ع��ك��س .٧.١.٧ ت��ذک��ر
ن��ی��س��ت. ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م ی��ا زی��م��م اك�� م�� ن��ق��ط��ه ی��ك x۰ = ۰ ول��ی f ′(۰) = ۰
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م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار و رل ق��ض��ای��ای ٢.٧

�ا �ای� �ض� ق� �ن ای� �ت �ی� �م� اه� �د. �اش� �ی�ب� م� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� وم� رل �ای �ای� �ض� ق� �ق �ت� �ش� م� در �م �ه� م� و �ادی �ی� �ن� ب� �ای �ای� �ض� ق� �ه �ل� �م� ج� از
ن��ی��ز و آن��ه��ا ه��ن��دس��ی ت��ع��اب��ی��ر و ق��ض��ای��ا ای��ن ب��ی��ان ب��ه ق��س��م��ت درای��ن آن��ه��اس��ت. م��ت��ن��وع و ب��س��ی��ار ك��ارب��رده��ای ب��راس��اس
ك��ه ب��اش��ی��م. داش��ت��ه اش��اره�ای ن��ی��ز (رل) ق��ض��ی��ه ب��ه اس��ت لازم ج��ا ای��ن در م��ی�پ��ردازی��م. آن��ه��ا رب��رده��ای ك��ا از ن��م��ون��ه چ��ن��د

م��ی�ك��ن��د. اخ��ت��ی��ار ب��ازه درای��ن را خ��ود م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� [a, b] ب��ازه، در پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع

(a, b) �ازه ب� در و �ه �ت� �وس� �ی� پ� [a, b] �ه �ت� �س� ب� �ازه ب� در f(x) �ع �اب� ت� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� رل). �ه �ی� �ض� (ق� ١.٢.٧ �ه �ی� �ض� ق�
�ه ب� �وددارد وج� c ∈ (a, b) �د �ن� �ان� م� �ه�ای �ط� �ق� ن� �ورت ص� �ن ای� در f(a) = f(b) �لاوه ع� �ه ب� و �د �اش� ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م�

.f ′(c) = ۰ ط��وری�ك��ه

[a, b] در را خ��ود �ی��م��م م��ی�ن� و زی��م��م اك�� م�� ٢.٢.۵ �ی��ه ق��ض� ب��ه �ن��ا ب� ل��ذا اس��ت �ت��ه �ی��وس� پ� [a, b] در f ت��اب��ع چ��ون اث��ب��ات.
�ه �ط� �ق� ن� x۲ ∈ [a, b] و f(x۱) = M و �م �م� زی� � اك� � م� �ه �ط� �ق� ن� x۱ ∈ [a, b] �م �ی� �ن� ك� �رض ف� �ذا ل� �د. �ن� �ی�ك� م� �ار �ی� �ت� اخ�
ص��ف��ر ن��ق��ط��ه�ای ه��ر در آن م��ش��ت��ق و اس��ت ث��اب��ت ت��اب��ع f آن�گ��اه m = M اگ��ر ب��اش��د. f(x۲) = m و م��ی�ن��ی��م��م
x۱ ن��ق��اط از ی��ك��ی ح��داق��ل پ��س f(a) = f(b) چ��ون ص��ورت درای��ن m ̸= M ك��ن��ی��م ف��رض ب��ن��اب��رای��ن اس��ت.
اس��ت. م��وج��ود f ′(x) ف��رض ط��ب��ق ص��ورت ای��ن در a < x۱ < b ك��ن��ی��د ف��رض ه��س��ت��ن��د. (a, b) ب��ازه در x۲ ی��ا

اس��ت. ب��رق��رار ح��ك��م و f ′(x۱) = ۰ ف��رم��ا ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا اس��ت. ن��س��ب��ی زی��م��م اك�� م�� ن��ق��ط��ه x۱ چ��ون

و �ت �س� �ی� ن� �ت �اب� ث� �ع �اب� ت� f �ون چ� �رد. ك� �ف �ی� �وص� ت� �ر زی� �ورت ص� �ه ب� �وان �ی�ت� م� را رل �ه �ی� �ض� ق� �ی �دس� �ن� ه� �ر �ی� �ب� �ع� ت�
�ه �ط� �ق� ن� از �د �ای� ب� �ون چ� �م �ی� �ن� ك� �ت �رك� ح� �الا ب� �ت �م� س� �ه ب� �ودار �م� ن� روی (a, f(a)) �ه �ط� �ق� ن� از �ر اگ� �ذا ل� f(a) = f(b)

c ن��س��ب��ی زی��م��م اك�� م�� ن��ق��ط��ه ك��ه اس��ت ه��ن��گ��ام ای��ن در ب��رگ��ردد پ��ای��ی��ن س��م��ت ب��ه ب��ای��د f(x) ت��اب��ع ب��گ��ذری��م. (b, f(b))
م��ی�ش��ود. xه��ا م��ح��ور م��وازی ی��ع��ن��ی اف��ق��ی ص��ورت ب��ه ن��ق��ط��ه ای��ن در م��م��اس خ��ط و م��ی�آی��د وج��ود ب��ه

(a, f(a)) (b, f(b))

a bc
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اس��ت. ری��ش��ه ی��ك دارای دق��ی��ق��ا x۳ + x− ۱ = ۰ م��ع��ادل��ه ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٢.٢.٧ م��ث��ال

�ون چ� اس��ت �ه �ش� ری� دارای f(x) = x۳ + x− ۱ �ه ك� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �و �زان� �ت� �ول� ب� �ه �ی� �ض� ق� �ك �م� ك� �ه ب� �دا �ت� اب� �ل. ح�
ری��ش��ه ك��ه م��ی�ك��ن��ی��م ادع��ا ح��ال م��ی�ب��اش��د. ۰ < c < ۱ ری��ش��ه f(x)دارای = ۰ م��ع��ادل��ه ل��ذا f(۰) = −۱ < ۰

ی��ك f(x) چ��ون �د. �اش� f(x)ب� = ۰ �ه �ادل� �ع� م� �ر �گ� دی� �ه �ش� ری� c′ �م �ی� �ن� ک� ف��رض �ل��ف خ� �ان �ره� ب� �ه ب� �دارد. ن� �ود وج� �گ��ری دی�
�ه ب� �ا �ن� ب� �ذا ل� f(c) = f(c۱) = ۰ ع��لاوه �ه ب� اس��ت. �ر �ذی� �ت��ق�پ� م��ش� و �ت��ه �ی��وس� پ� R در پ��س اس��ت �ه�ای �ل� �م� �ن��دج� چ� �اب��ع ت�
�م �ی� �ی�دان� م� �ر �گ� دی� �رف ط� از .f ′(c۲) = ۰ �ه �وری�ك� ط� �ه ب� دارد �ود وج� c۱ و c �ن �ی� ب� c۲ �د �ن� �ان� م� �ه�ای �ط� �ق� ن� رل �ه �ی� �ض� ق�
ی��ك دق��ی��ق��ا f(x)دارای = ۰ پ��س اس��ت ت��ن��اق��ض ك��ه ن��ی��س��ت ج��واب دارای f ′(x) = ۳x۲ + ۱ = ۰ م��ع��ادل��ه

اس��ت. ری��ش��ه
و اس��ت �ده ش� �ع��روف م� �ی��ن �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� ق��ض� �ام ن� �ه ب� �ه ك� �د �اش� �ی�ب� م� رل �ی��ه ق��ض� از �ل��ی�ت��ری ك� �ال��ت ح� �ر زی� �ه �ی� ق��ض�

ش��د. ب��ی��ان لاگ��ران��ژ ف��ران��س��وی ری��اض��ی��دان ت��وس��ط ب��ار اول��ی��ن

(a, b) در و �ه �ت� �وس� �ی� پ� [a, b] در f �ع �اب� ت� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ژ)). �ران� (لاگ� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� (ق� ٣.٢.٧ �ه �ی� �ض� ق�
ط��وری�ك��ه ب��ه وج��وددارد a < c < b م��ان��ن��د ن��ق��ط��ه�ای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

�ع �اب� ت� �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �ی �ررس� ب� �ورد م� �ی �دس� �ن� ه� �ر �ی� �ب� �ع� ت� �ه �ی� �ل� وس� �ه ب� را آن �ودن ب� �ول �ق� �ع� م� �ه، �ی� �ض� ق� �ات �ب� ازاث� �ل �ب� ق�
�ب �ی� ش� �م. ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ع �اب� ت� �ن ای� از را B = (b, f(b)) و A = (a, f(a)) �اط �ق� ن� و y = f(x)

م��ی�ش��ود م��ح��اس��ب��ه زی��ر راب��ط��ه�ی از AB پ��اره�خ��ط

mAB =
f(b)− f(a)

b− a
.

�ی��ب ش� �ت��ق م��ش� �ن��دس��ی ه� �ی��ر �ب� �ع� ت� �ه ب� �ا �ن� ب� f ′(c) دی��گ��ر ط��رف از اس��ت. ح��ك��م راس��ت �م��ت س� �ب��ارت ع� �م��ان ه� �ا �ق� �ی� دق� ك��ه
ص��ورت ای��ن ب��ه م��ی�ت��وان را م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ب��اش��د. (c, f(c)) ن��ق��ط��ه در ت��اب��ع ب��ر م��م��اس خ��ط
�ط �اره�خ� �اپ� ب� �وازی م� �ه �ط� �ق� ن� �ن ای� در �اس �م� م� �ط خ� �ه �وری�ك� ط� �ه ب� �وددارد وج� (c, f(c)) �ون چ� �ه�ای �ط� �ق� ن� �ه ک� �رد ک� �ان �ی� ب�

م��ی�س��ازد. آش��ك��ارت��ر را ح��ق��ی��ق��ت ای��ن م��ق��اب��ل ش��ك��ل اس��ت AB

م��ی�ك��ن��ی��م. ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه را g(x) ت��اب��ع اث��ب��ات.

g(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

ت��اب��ع دو م��ج��م��وع زی��را اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه [a, b] در g(x) م��ی�ك��ن��ی��م. ب��ررس��ی g(x) ت��اب��ع ب��رای را رل ق��ض��ی��ه ش��رای��ط
چ��ن��د و f ت��اب��ع دو ه��ر زی��را اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر (a, b) در g(x) م��ی�ب��اش��د. ی��ك درج��ه ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د ی��ك و پ��ی��وس��ت��ه

ن��ت��ی��ج��ه در م��ش��ت��ق�پ��ذی��رن��د ی��ك درج��ه ج��م��ل��ه�ای

g′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
.
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a

bc

B

A

ری��م دا ط��رف��ی از ه��س��ت��ن��د.) ث��اب��ت ت��واب��ع f(b)−f(a)
b−a و f(a) ك��ن��ی��د (ت��وج��ه

g(a) = f(a)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(a− a) = ۰

و

g(b) = f(b)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(b− a) = ۰

�ی �ن� �ع� ی� .g′(c) = ۰ �ه �وری�ك� ط� �ه ب� دارد �ود وج� a < c < b �د �ن� �ان� م� �ه�ای �ط� �ق� ن� رل �ه �ی� �ض� ق� �ق �ب� ط� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
اس��ت. ث��اب��ت ح��ك��م و f ′(c) = f(b)−f(a)

b−a

ب��ب��ی��ن��ی��د). را ۶.١.۴ (ق��ض��ی��ه ك��ن��ی��د ث��اب��ت را زی��ر ن��ام��س��اوی�ه��ای از ی��ك ه��ر .۴.٢.٧ م��ث��ال

(x > ۰) sinx ≤ x (ال��ف)

(x > ۰) tan−۱ x < x (ب)

ح��ل.

�دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �ط �رای� ش� در f(x) �ع �اب� ت� �د. ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� درن� را [۰, x] �ازه ب� و f(x) = sinx �د �ی� �ن� ك� ف��رض (ال��ف)
ط��وری�ك��ه ب��ه دارد وج��ود ۰ < c < x ل��ذا ك��ن��د م��ی ص��دق م��ی��ان��گ��ی��ن

cosx = f ′(c) =
f(x)− f(۰)

x− ۰
=

sinx

x
.

sinx ≤ x ب��ن��اب��رای��ن cos ≤ ۱ ط��رف��ی از
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۰ < c < x ل��ذا م��ی�ك��ن��د ص��دق [۰, x] ب��ازه در f(x) = tan−۱ x ت��اب��ع ب��رای م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه (ب)
ط��وری�ك��ه ب��ه دارد وج��ود

۱

۱ + c۲
= f ′(c) =

f(x)− f(۰)

x− ۰
=

tan−۱ x− tan−۱ ۰

x− ۰
=

tan−۱ x

x
.

.tan−۱ x < x ب��ن��اب��رای��ن ۱
۱+c۲ < ۱ چ��ون

�د. �اش� ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� �ار ب� دو R �ر ب� و �ز �ای� �م� �ت� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ه �ش� ری� �ه س� دارای f(x) �ع �اب� ت� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .۵.٢.٧ �ال �ث� م�
دارد. ح��ق��ی��ق��ی ری��ش��ه ی��ك ح��داق��ل f ′′(x) ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان

.f(c۱) = f(c۲) = f(c۳) = ۰ �ی �ن� �ع� ی� �د �ن� �اش� ب� f(x) �ای �ه�ه� �ش� ری� c۳ و c۱, c۲ �م �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
و [c۱, c۲] �ای �ازه�ه� ب� در f �ع �اب� ت� �رای ب� را رل �ه �ی� �ض� ق� �ورت ص� �ن ای� در c۱ < c۲ < c۳ �رد ك� �رض ف� �وان �ی�ت� م�

ری��م. م��ی�ب�� ك��ار ب��ه [c۲, c۳]

∃ k۱ ∈ (c۱, c۲) : f
′(k۱) = ۰

∃ k۲ ∈ (c۲, c۳) : f
′(k۲) = ۰

�ورت ص� �ن ای� در �م. ری� � �ی�ب� م� �ار ك� �ه ب� [k۱, k۲] �ازه ب� و f ′(x) �ع �اب� ت� �رای ب� را رل �ه �ی� �ض� ق� �دد �ج� م� �ال ح�
دارد. ح��ق��ی��ق��ی ری��ش��ه�ی ی��ک ح��داق��ل f ′′(x) ی��ع��ن��ی .f ′′(k۳) ط��وری�ك��ه ب��ه دارد وج��ود k۱ < k۲ < k۳

. اس��ت گ��ردی��ده ب��ی��ان ك��وش��ی ت��وس��ط اب��ت��دا ك��ه م��ی�ب��اش��د م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه از ت��ع��م��ی��م��ی زی��ر ق��ض��ی��ه

[a, b] در g(x) و f(x) �واب��ع ت� �د �ی� �ن� ك� ف��رض �ش��ی)). (ك� �ه �ت� �اف� ی� �م �ی� �م� �ع� ت� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� (ق� ۶.٢.٧ �ه �ی� �ض� ق�
ط��وری�ك��ه ب��ه دارد وج��ود a < c < b م��ان��ن��د ن��ق��ط��ه�ای ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر (a, b) ودر پ��ی��وس��ت��ه

f ′(c)(g(b)− g(a)) = g′(c)(f(b)− f(a))

�ل �اص� ح� �ژ) �ران� (لاگ� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� g′(x) = ۱ �اه آن�گ� �م �ی� �ن� ك� �ار �ی� �ت� اخ� g(x) = x �ر اگ� �م ری� دا �ه �وج� (ت�
م��ی�ش��ود.)

م��ی�ك��ن��ی��م. ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه را h(x) ت��اب��ع اث��ب��ات.
h(x) = g(x)[f(b)− f(a)]− f(x)[g(b)− g(a)].

در �ز �ی� ن� h(x) �ع �اب� ت� �ذا ل� �د �ن� �اش� �ی�ب� م� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� (a, b) در و �ه �ت� �وس� �ی� پ� [a, b] در g(x) f(x)و �ع �واب� ت� �ون چ�
زی��را h(a) = h(b) ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر (a, b) در و پ��ی��وس��ت��ه [a, b]

h(a) = g(a)[f(b)− f(a)]− f(a)[g(b)− g(a)] = g(a)f(b)− f(a)g(b)

h(b) = g(b)[f(b)− f(a)]− f(b)[g(b)− g(a)] = g(a)f(b)− f(a)g(b)

دارد �ود وج� a < c < b �ه �ط� �ق� ن� �ذا ل� �ت اس� �رار �رق� ب� [a, b] �ازه ب� و h(x) �اب��ع ت� �رای ب� رل �ه �ی� �ض� ق� �ط �رای� ش� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
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چ��ون .h′(c) = ۰ ط��وری�ك��ه ب��ه
h′(c) = g′(x)[f(b)− f(a)]− f ′(x)[g(b)− g(a)]

پ��س
g′(c)[f(b)− f(a)]− f ′(c)[g(b)− g(a)] = ۰.

ن��ت��ی��ج��ه در
f ′(c)[g(b)− g(a)] = g′(c)[f(b)− f(a)].

ص��ورت ب��ه �وان �ی�ت� م� g(b)− g(a) ̸= ۰ �ه �ی�ك� �ت� �ال� ح� در را �ه �ت� �اف� ی� �م �ی� �م� �ع� ت� �ی��ن �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� ق��ض� .٧.٢.٧ �ذک��ر ت�
ن��م��ود. ب��ی��ان زی��ر

f ′(c)

g′(c)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

ث��اب��ت ت��اب��ع��ی f ص��ورت درای��ن f ′(x) = ۰ ب��اش��ی��م داش��ت��ه x ∈ Df ه��ر ازای ب��ه �ن��ی��د ك� ف��رض .٨.٢.٧ ق��ض��ی��ه
اس��ت.

.f(x۱) = f(x۲) ری��م Dfدا در x۲ و x۱ دل��خ��واه م��ق��دار دو ه��ر ازای ب��ه ك��ه ك��ن��ی��م ث��اب��ت اس��ت ك��اف��ی اث��ب��ات.
چ��ون ری��م م��ی�گ��ی�� درن��ظ��ر را [x۱, x۲] ب��ازه ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. دل��خ��واه x۱ < x۲ و x۲ ∈ Df ك��ن��ی��م ف��رض
�ی �ن� �ع� ی� �ت. �راراس� �رق� ب� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �ط �رای� ش� و �ت �س� ه� �ز �ی� ن� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �س پ� �ت اس� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� f �ع �اب� ت�

ل��ذا f(x۲) = f(x۱) پ��س ۰ = f ′(c) =
f(x۲)− f(x۱)

x۲ − x۱
ط��وری�ك��ه ب��ه دارد وج��ود x۱ < c < x۲

اس��ت. ث��اب��ت ت��اب��ع��ی f

ص��ورت ای��ن در f ′(x) = g′(x) �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� (a, b) �ازه ب� در x �ر ه� ازای �ه ب� �م �ی� �ن� ك� ف��رض .٩.٢.٧ �ه �ج� �ی� �ت� ن�
اس��ت. ث��اب��ت��ی م��ق��دار K ك��ه f(x) = g(x) +K ی��ع��ن��ی اس��ت. ث��اب��ت ت��اب��ع��ی f − g

�ر ه� ازای �ه ب� �اه گ� �ر ه� �م �ی� �وی� گ� �ودی �ع� ص� (a, b) ∈ Df �ر ب� را f �روض �ف� م� �ع �اب� ت� .١٠.٢.٧ �ف �ری� �ع� ت�
�اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ودی �ع� ص� �دا �ی� اك� و f(x۱) ≤ f(x۲) �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� x۱ ≤ x۲ �ه ک� x۱, x۲ ∈ (a, b)

.f(x۱) < f(x۲) ده��د ن��ت��ی��ج��ه x۱ < x۲

اگ��ر گ��وی��ی��م ن��زول��ی را f ت��اب��ع م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه
∀x۱, x۲ ∈ (a, b) ∈ Df : x۱ ≥ x۲ ⇒ f(x۱) ≤ f(x۲)

ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ن��زول��ی اك��ی��دا و
x۱ > x۲ ⇒ f(x۱) < f(x۲)
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ب��اش��د �ب��ت �ث� م� �ی��دا اك� (a, b) روی f ′ اگ��ر اس��ت �ف��روض م� x ∈ (a, b) ه��ر ب��رای f(x) �اب��ع ت� .١١.٢.٧ �ی��ه ق��ض�
f �اه آن�گ� �د �اش� ب� �ی �ف� �ن� م� (a, b) روی f ′ �ه �چ� �ان� �ن� چ� �ه �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� �ت. اس� �ودی �ع� ص� �دا �ی� اك� (a, b) روی f �اه آن�گ�

اس��ت. ن��زول��ی اك��ی��دا (a, b) روی

در .x۱ < x۲ �م �ی� �ن� ك� �رض ف� �ز �ی� ن� و f ′(x) > ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� x ∈ (a, b) �ر ه� �رای ب� �م �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
�ه �ط� �ق� ن� �اه آن�گ� �م ری� � �ب� ب� �ار ك� �ه ب� [x۱, x۲] �ازه ب� و f(x) �ع �اب� ت� �رای ب� را �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �ر اگ� �ورت ص� �ن ای�

و f ′(c) > ۰ �ون چ� .f ′(c) =
f(x۲)− f(x۱)

x۲ − x۱
�ه �وری�ك� ط� �ه ب� �ت داش� �د �واه� خ� �ود وج� x۱ < c < x۲

ت��اب��ع ب��ن��اب��رای��ن .f(x۱) < f(x۲) ی��ع��ن��ی .f(x۲)− f(x۱) > ۰ ب��اش��ی��م داش��ت��ه ب��ای��د پ��س x۲ − x۱ > ۰

�ذار واگ� �ده �ن� �وان� خ� �ه ب� �ن ری� � �م� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� �ه ك� �ود �ی�ش� م� �ت �اب� ث� �ه �اب� �ش� م� �ور ط� �ه ب� دوم �ت �م� �س� ق� �ت اس� �ودی �ع� ص� �دا �ی� اك� f
م��ی�گ��ردد.

را ن��ق��اط��ی ن��ی��ز و ص��ع��ودی f(x) = ۳x۴ − ۴x۳ − ۱۲x۲ + ۵ ت��اب��ع آن در ك��ه را ن��ق��اط��ی .١٢.٢.٧ م��ث��ال
ب��ی��اب��ی��د. اس��ت ن��زول��ی f ت��اب��ع آن در ك��ه

f ′(x) �لام��ت ع� �ی��ن �ی� �ع� ت� �ا ب� .f ′ = ۱۲x۳ − ۱۲x۲ − ۲۴x = ۱۲x(x− ۲)(x+ ۱) �م ری� دا �ل. ح�
−۱ و ۰ ن��ق��اط ری��م دا ت��وج��ه م��ی�ك��ن��ی��م. م��ش��خ��ص را ه��س��ت��ن��د ن��زول��ی ی��ا ص��ع��ودی f ك��ه را ج��اه��ای��ی ق��ب��ل ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا

ب��ازه ۱۲x x− ۲ x+ ۱ f ′(x) f

x ≤ −۱ − − − − ،ن��زول��ی (−∞,−۱] ب��ر
−۱ < x ≤ ۰ − − + + ص��ع��ودی (−۱, ۰] ب��ر
۰ < x < ۲ + − + − ن��زول��ی (۰,۲) ب��ر
x > ۲ + + + + ص��ع��ودی (۲,∞) ب��ر

ب��ه ب��ع��د ق��س��م��ت در ب��اش��ن��د. ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م ی��ا زی��م��م اك�� م�� ن��ق��اط اس��ت م��م��ك��ن ك��ه م��ی�ب��اش��ن��د f م��ش��ت��ق ری��ش��ه�ه��ای ۲ و
ن��م��ود. خ��واه��ی��م رات��ع��ی��ی��ن آن��ه��ا ن��وع م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� آزم��ون�ه��ای ك��م��ك

ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده ٣.٧
sinx
x �ع �اب� ت� در x = ۰ �ی �ن� زی� � �گ� �ای� ج� �اس �راس� ب� را �د ح� �ن ای� lim

x→۰

sinx
x = ۱ �ه ك� �م �ده�ای� دی� �د ح� �ل �ص� ف� در لا� �ب� ق�

�ی �م� �ه� �ب� م� �ورت ص� �ن �ی� �ن� چ� �ك ی� �د ح� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� ۰
۰ �وع ن� از �م �ه� �ب� م� �ورت ص� �ك ی� را sinx

x آورد. �ت دس� �ه ب� �وان �ی�ت� �م� ن�
م��ث��لا ب��اش��د ع��ددی ه��ر م��ی�ت��وان��د

lim
x→۰

|x|
x۲

= ∞, lim
x→۰

x۳

x۲
= ۰, lim

x→۰

ax۲

x۲
= a

۱∞ و ۰۰ ،∞۰ ،∞−∞ ،۰.∞ ،∞∞ ص��ورت �ه ب� �ا �ه� آن� از �ی �ض� �ع� ب� �ه ك� اس��ت �ود �وج� م� �م �ه� �ب� م� �ور ص� �ر �گ� دی� �واع ان�
�ه ارائ� را �ال �ت� �ی� �وپ� ه� �ی��ن �وان� ق� �ام ن� �ه ب� �ی �ای� روش�ه� ∞

∞ و ۰
۰ �م �ه� �ب� م� �ور ص� ح��د �ه �ب� �اس� �ح� م� �رای ب� �خ��ش ب� �ن ای� در �د. �ن� �اش� �ی�ب� م�
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م��ب��ه��م ص��ور از ب��ع��ض��ی ح��د ی��اف��ت��ن ب��رای ش��ود. م��راج��ع��ه ی��ازده ف��ص��ل ب��ه ۱∞ و ∞۰ و ۰۰ م��ب��ه��م ص��ور م��ی�ك��ن��ی��م.ب��رای
�وق ف� �ه �ون� �م� ن� ازدو �ی �ك� ی� �ه ب� را �ا �ه� آن� �م �ت� ری� �ا �گ� ل� �ع �اب� ت� �ك �م� ك� �ه ب� و �ری �ب� ج� �ات �ب� �اس� �ح� م� �ه �ل� �ی� وس� �ه ب� �وان �ی�ت� م� ولا� �م� �ع� م� �ر �گ� دی�
ق��وان��ی��ن ك��رد. م��ح��اس��ب��ه س��ادگ��ی ب��ه وم��خ��رج ص��ورت ك��ردن س��اده ب��ا م��ی�ت��وان را م��ب��ه��م ص��ور از ب��س��ی��اری و ك��رد ت��ب��دی��ل

ن��ب��اش��ن��د. اس��ت��ف��اده ق��اب��ل ك��ردن س��اده روش�ه��ای ك��ه م��ی�گ��ی��رن��د ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد وق��ت��ی ف��ق��ط ه��وپ��ی��ت��ال

�ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� f, g : R −→ R �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ال). �ت� �ی� �وپ� ه� �ده �اع� (ق� ١.٣.٧ �ه �ی� �ض� ق�
lim
x→c

f(x)
g(x) = A ص��ورت ای��ن در lim

x→c

f ′(x)
g′(x) = A و lim

x→c
f(x) = lim

x→c
g(x) = ۰

�رض ف� �ق �ب� ط� �ن �رای� �اب� �ن� ب� A < r < p �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �ار �ی� �ت� اخ� �ان �ن� چ� را P, r �داد اع� A ∈ R �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.

اگ��ر ك��ه ری��م دا D = (c− δ′, c+ δ′) م��ان��ن��د c ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك در ب��ن��اب��رای��ن .lim
x→c

f ′(x)
g′(x) = A < rری��م دا

�ن��د. �ت� ه��س� دل��خ��واه x, y آن در ك��ه c < x < y < c+ δ ك��ه �ی��د �ن� ك� ف��رض ح��ال .f
′(x)

g′(x) < r آن�گ��اه x ∈ D

ك��ه: اس��ت م��وج��ود چ��ن��ان t ∈ (x, y) ك��وش��ی م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در
f(y)− f(x)

g(y)− g(x)
=

f ′(t)

g′(t)

ری��م: دا پ��س (x, y) ⊆ D چ��ون
f(y)− f(x)

g(y)− g(x)
< r

ری��م: دا آن�گ��اه y → c اگ��ر اك��ن��ون
f(x)

g(x)
= lim

y→c

f(y)− f(x)

g(y)− g(x)
≤ r

x ∈ (c, c+ δ′) �ر ه� �رای ب� �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� δ′ > ۰ �م ری� دا A < P �ه Pك� �واه �خ� دل� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �س پ�
�رای ب� �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� δ′′ > ۰ �دد ع� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� q < A �ر اگ� �ه �اب� �ش� م� �ق ری� � ط� �ه ب� .f(x)g(x) < p �م ری� دا

�م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ال ح� .f(x)g(x) > q �م ری� دا x ∈ (c− δ′′, c) �ر ه�
x ∈ (c− δ, c+ δ) ه��ر ب��رای ص��ورت درای��ن ۰ < δ ≤ min{δ′, δ′′} و p = A+ ϵ

۲ و q = A− ϵ
۲

اس��ت. ش��ده ت��ك��م��ی��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و |f(x)g(x) −A|< ϵ ری��م دا

١.٣.٧ ق��ض��ی��ه در .٢.٣.٧ ت��ذک��ر

ب��اش��د. ±∞ م��ی�ت��وان��د A ال��ف)

�د �وان� �ی�ت� م� c و �د �ن� �اش� ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� (a, b) �د �ن� �ان� م� �ازی ب� �ازه ب� روی R �ای ج� �ه ب� �د �ن� �وان� �ی�ت� م� f, g �ع �واب� ت� ب)
c = b−, c = a+ و a < c < b

c = ±∞ م��ی�ت��وان��د ج)



م��ش��ت��ق ب��ن��ی��ادی ق��ض��ای��ای .٧ ف��ص��ل ٢٢٣

�الات ح� �ی �ام� �م� ت� در �د �ن� �اش� ب� �ی �اق� ب� �ددا �ج� م� �ود خ� �وت ق� �ه ب� �ا �رض�ه� ف� �ه �ی� �ق� ب� و lim
x→c

f(x) = ±∞ �اه �رگ� ه� د)
م��ان��د. خ��واه��د ب��رق��رار ق��ض��ی��ه ف��وق

lim
x→۰+

(
۱

x
− ۱

sinx

)
م��ح��اس��ب��ه اس��ت م��ط��ل��وب .٣.٣.٧ م��ث��ال

ری��م. دا آن م��ح��اس��ب��ه ب��رای اس��ت. ∞−∞ ن��وع از ح��د ای��ن ح��ل.

lim
x→۰+

(
۱

x
− ۱

sinx

)
= lim

x→۰+

sinx− x

x sinx

= lim
x→۰+

cosx− ۱

sinx+ x cosx

= lim
x→۰+

− sinx

۲ cosx− x sinx
= ۰

�ددا �ج� م� ص��ورت درای��ن �د �اش� ب�
∞
∞

�ا ی�
۰

۰
ص��ورت ب��ه �ز �ی� ن� lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
اس��ت �ك��ن �م� م� �واردی م� در .۴.٣.٧ �ذک��ر ت�

و ف��وق �ال �ث� م� در �رد. ك� �رار �ك� ت� �د ح� آم��دن دس��ت �ه ب� �ا ت� �وان �ی�ت� م� را �م��ل ع� ای��ن و �م ری� � �ی�ب� م� �ار ك� �ه ب� را �ت��ال �ی� �وپ� ه� �ده �اع� ق�
اس��ت. اف��ت��اده ات��ف��اق ام��ر ای��ن زی��ر م��ث��ال در ه��م��چ��ن��ی��ن

.lim
x→۰

cosx− ۱

x۲
اس��ت م��ط��ل��وب .۵.٣.٧ م��ث��ال

ری��م: دا ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده از اس��ت��ف��اده ب��ا ح��ال م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه
۰

۰
م��ب��ه��م ص��ورت x ج��ای ب��ه ۰ ج��ای��گ��ذاری ب��ا ح��ل.

lim
x→۰

cosx− ۱

x۲
= lim

x→۰
−sinx

۲x
= lim

x→۰
−cosx

۲
= −۱

۲

.lim
x→۰

tanx− x

x۳
اس��ت م��ط��ل��وب .۶.٣.٧ م��ث��ال

ری��م دا ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده از اس��ت��ف��اده ب��ا ح��ال م��ی�آی��د دس��ت ب��ه
۰

۰
م��ب��ه��م ص��ورت x ج��ای ب��ه ۰ ج��ای��گ��ذاری ب��ا ح��ل.

lim
x→۰

tanx− x

x۳
= lim

x→۰

sec۲ x− ۱

۳x۲

ری��م. دا ق��اع��ده ای��ن از م��ج��دد اس��ت��ف��اده ب��ا اس��ت
۰

۰
ن��وع از م��ب��ه��م ه��ن��وز راس��ت س��م��ت ح��د چ��ون

lim
x→۰

sec۲ x− ۱

۳x۲
= lim

x→۰

۲ sec۲ x tanx

۶x



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢٢۴

ری��م: دا ق��اع��ده ای��ن از م��ج��دد اس��ت��ف��اده ب��ا پ��س اس��ت ص��ف��ر ب��راب��ر ص��ف��ر، در م��خ��رج ص��ورت ح��د چ��ون م��ج��ددا و

lim
x→۰

tanx− x

x۳
= lim

x→۰

sec۲ x− ۱

۳x۲

= lim
x→۰

۲ sec۲ x tanx

۶x

= lim
x→۰

۴ sec۲ x tan۲ x+ ۲ sec۴ x

۶
=

۲

۶
=

۱

۳

. lim
x→π−

sinx

۱ − cosx
اس��ت م��ط��ل��وب .٧.٣.٧ م��ث��ال

م��ی�آوری��م دس��ت ب��ه ب��ن��م��ای��ی��م ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده از اس��ت��ف��اده در س��ع��ی ك��ورك��وران��ه اگ��ر ح��ل.

lim
x→π−

sinx

۱ − cosx
= lim

x→π−

cosx

sinx
= −∞

�رج �خ� م� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �ه �وج� ت� �ی ول� sinx → ۰ �ی �ن� �ع� ی� �ر �س� ك� �ورت ص� x → π− �ی �ت� وق� �ه �رچ� اگ� �ت اس� �ط �ل� غ� �ن ای� و
�د ح� �رد. ب� �ار ك� �ه ب� �وان �ی�ت� �م� ن� �ا ج� �ن ای� در را �ال �ت� �ی� �وپ� ه� �ده �اع� ق� �س پ� �د. �ن� �ی�ك� �م� ن� �ل �ی� م� �ر �ف� ص� �ه ب� (۱ − cosx)ی� �ن� �ع� ی�
ج��ای��گ��ذاری از س��ادگ��ی ب��ه اس��ت غ��ی��رص��ف��ر وم��خ��رج ب��وده پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع��ی م��خ��رج و ص��ورت چ��ون واق��ع در م��ط��ل��وب

ب��ا: اس��ت ب��راب��ر و م��ی�آی��د دس��ت ب��ه

lim
x→π−

sinx

۱ − cosx
=

sinπ

۱ − cosπ
=

۰

۱ − (−۱)
= ۰

ت��ی��ل��ور ق��ض��ی��ه ۴.٧

�ی��ت �ع� واق� ی��ك �د �ن� �ت� �س� ه� �اد زی� �ای �ه� �ی� �دگ� �ی� �چ� �ی� پ� دارای �م ری� دا �ار �روك� س� �ا �ه� آن� �ا ب� �ل �م� ع� در �ه ك� �ی �ع� �واب� ت� از �اری �ی� �س� ب� �ه ك� �ن ای�
روش�ه��ای��ی ری��اض��ی��دان��ان م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای ب��اش��د پ��ی��چ��ی��ده خ��ی��ل��ی م��ی�ت��وان��د پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع ی��ك م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه اس��ت
�د �ن� چ� �د �وده�ان� �م� ن� �داع اب� �رد ك� �ار ك� �ا �ه� آن� �ا ب� �ی �ادگ� س� �ه ب� �وان �ت� ب� �ه ك� �ی �ع� �واب� ت� �ب �س� �رح� ب� �ی �ن� �ی� �ع� م� �ع �واب� ت� �ب ری� � �ق� ت� �رای ب� را
دارای ك��ه ت��واب��ع��ی ك��ه اس��ت واق��ع��ی��ت ای��ن ب��ی��ان��گ��ر واق��ع در ت��ی��ل��ور ق��ض��ی��ه م��ی�ب��اش��ن��د. ت��واب��ع ای��ن ج��م��ل��ه از ج��م��ل��ه�ای�ه��ا
�ور �ل� �ی� ت� �ه �ی� �ض� ق� �ان �ی� ب� �رای ب� زد، ری��ب � �ق� ت� �ا �ه�ای�ه� �ل� �م� ج� �د �ن� چ� �ا ب� �وان �ی�ت� م� را �د �ن� �اش� ب� �الا ب� �ی �اف� ك� �دازه ان� �ه ب� �ق �ت� �ش� م� �رات��ب م�

م��ی�ن��م��ای��ی��م. ری��ف رات��ع�� ت��اب��ع ی��ك ت��ی��ل��ور n-ام م��رت��ب��ه ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د اب��ت��دا

�ن ای� در �د �اش� ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� ام -(n + ۱) �ه �ب� �رت� م� �ا ت� c �ل �ام� ش� �ازه�ای ب� روی f �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١.۴.٧ �ف �ری� �ع� ت�
از: اس��ت ع��ب��ارت c ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع ام n م��رت��ب��ه ت��ی��ل��ور ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د ص��ورت

Pn(x) = f(c) + f ′(c)(x− c) +
f ′′(c)

۲
(x− c)۲ + · · ·+ f (n)(c)

(۱)(۲) · · · (n)
(x− c)n



م��ش��ت��ق ب��ن��ی��ادی ق��ض��ای��ای .٧ ف��ص��ل ٢٢۵

درای��ن c ∈ (a, b) و م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ام -(n+ ۱) م��رت��ب��ه ت��ا (a, b) ب��ر f �ن��ی��د ك� ف��رض �ی��ل��ور). (ت� ٢.۴.٧ ق��ض��ی��ه
ك��ه اس��ت م��وج��ود c, x ب��ی��ن z م��ان��ن��د ع��ددی x ∈ (a, b) ه��ر ب��رای ص��ورت

f(x) = Pn(x) +
f (n+۱)(z)

(۱)(۲) · · · (n)(n+ ۱)
(x− c)n+۱

F (t) = f(x)−
∑n

k=۰
f (k)(t)

(۱)(۲)···(k)(x− t)k و G(t) = (x− t)n+۱ ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در اث��ب��ات.
F (c) = f(x) − Pn(x) و G(c) = (x − c)n+۱ ،G(x) = F (x) = ۰ �م ری� دا �ورت ص� �ن ای� در

ه��م��چ��ن��ی��ن

G′(t) = −(n+ ۱)(x− t)n ,

F ′(t) =
n∑

k=۱

f (k+۱)(t)

(۱)(۲) · · · (k)
(x− t)k −

n∑
k=۱

f (k)(t)k

(۱)(۲) · · · (k)
(x− t)k

= − f (n+۱)(t)

(۱)(۲) · · · (n)
(x− t)n

�د واج� �د �ن� �اش� ب� c, x آن �ی �ای� �ه� �ت� ان� �اط �ق� ن� �ه ك� �ه�ای �ت� �س� ب� �ازه ب� روی G,F �ی �وش� ك� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ه �وج� �ات� ب�
ك��ه: اس��ت م��وج��ود c, x ب��ی��ن ای z ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ب��اش��ن��د. ق��ض��ی��ه ای��ن ش��رای��ط
F (c)− F (x)

G(c)−G(x)
=

F ′(z)

G′(z)

ری��م: دا ت��س��اوی درای��ن رب��وط��ه م�� م��ق��ادی��ر ج��ای��گ��ذاری ب��ا ح��ال

f(x)− p(x)− ۰

(x− c)n+۱ − ۰
=

−f (n+۱)(z)(x−z)n

(۱)(۲)···(n)

−(n+ ۱)(x− z)n

ری��م: دا وس��ط��ی��ن ط��رف��ی��ن و ك��س��ر ك��ردن س��اده از پ��س ی��ا و

f(x) = p(x) +
f (n+۱)(z)

(۱)(۲) · · · (n)(n+ ۱)
(x− c)n+۱

ب��رد. خ��واه��ی��م ك��ار ب��ه ت��واب��ع ت��ی��ل��ور ب��س��ط ب��رای را ت��ی��ل��ور ق��ض��ی��ه ١۵ ف��ص��ل در

. ن��م��ای��ی��د م��ح��اس��ب��ه ۰ در را پ��ن��ج��م م��رت��ب��ه ت��ی��ل��ور چ��ن��دج��م��ل��ه�ای f(x) = sinx ت��اب��ع ب��رای .٣.۴.٧ م��ث��ال

ری��م: دا ح��ل.

f(x) = sinx ⇒ f ′(x) = cosx



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢٢۶

⇒ f ′′(x) = − sinx

⇒ f ′′′(x) = − cosx

⇒ f (۴)(x) = sinx

⇒ f (۵)(x) = cosx

ب��ن��اب��رای��ن:
f(۰) = ۰, f ′(۰) = ۱, f ′′(۰) = ۰,

f ′′′(۰) = −۱, f (۴)(۰) = ۰, f (۵)(۰) = ۱.

ت��رت��ی��ب: ب��دی��ن و

P۵(x) = f(۰) + f ′(۰) +
f ′′(۰)

(۱)(۲)
+

f ′′′(۰)

(۱)(۲)(۳)
+

f (۴)(۰)

(۱)(۲)(۳)(۴)
+

f (۵)(۰)

(۱)(۲)(۳)(۴)(۵)

= x− x۳

۶
+

x۵

۱۲۰

ن��م��ای��ی��د. م��ح��اس��ب��ه c = π
۶ در را f(x) = sinx ت��اب��ع پ��ن��ج��م م��رت��ب��ه ت��ی��ل��ور چ��ن��دج��م��ل��ه�ای .۴.۴.٧ م��ث��ال

ری��م: دا ق��ب��ل م��ث��ال در ش��ده م��ح��اس��ب��ه م��ش��ت��ق��ات ب��ه ب��ات��وج��ه ح��ل.

f(
π

۶
) =

۱

۲
⇒ f ′(

π

۶
) =

√
۳

۲

⇒ f ′′(
π

۶
) = −۱

۲

⇒ f ′′′(
π

۶
) = −

√
۳

۲

⇒ f (۴)(
π

۶
) =

۱

۲

⇒ f (۵)(
π

۶
) =

√
۳

۲

ری��م. دا ح��ال��ت درای��ن ب��ن��اب��رای��ن

P۵(x) =
۱

۲
+

√
۳

۲
(x− π

۶
)− ۱

۲

(x− π
۶ )

۲

(۱)(۲)
−

√
۳

۲

(x− π
۶ )

۳

(۱)(۲)(۳)
+

۱

۲

(x− π
۶ )

۴

(۱)(۲)(۳)(۴)

+

√
۳

۲

(x− π
۶ )

۵

(۱)(۲)(۳)(۴)(۵)
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=
۱

۲
+

√
۳

۲
(x− π

۶
)− ۱

۴
(x− π

۶
)۲ −

√
۳

۱۲
(x− π

۶
)۳ +

۱

۴۸
(x− π

۶
)۴

+

√
۳

۲۴۰
(x− π

۶
)۵

ن��م��ای��ی��د. م��ح��اس��ب��ه c = ۰ در را f(x) =
۱

۱ − x
ت��اب��ع پ��ن��ج��م م��رت��ب��ه ت��ی��ل��ور ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د .۵.۴.٧ م��ث��ال

ری��م: دا ح��ل.

f(x) =
۱

۱ − x
⇒ f ′(x) =

۱

(۱ − x۲)

⇒ f ′′(x) =
۲

(۱ − x۳)

⇒ f ′′′(x) =
۶

(۱ − x)۴

⇒ f (۴)(x) =
۲۴

(۱ − x۵)

⇒ f (۵)(x) =
۱۲۰

(۱ − x)۶

ب��ن��اب��رای��ن
f(۰) = ۱, f ′(۰) = ۱, f ′′(۰) = ۲,

f ′′′(۰) = ۶, f (۴)(۰) = ۲۴, f (۵)(۰) = ۱۲۰.

ن��ت��ی��ج��ه در

P۵(x) = ۱ + x+ ۲
x۲

(۱)(۲)
+

۶x۳

(۱)(۲)(۳)

=
۲۴x۴

(۱)(۲)(۳)(۴)
+

۱۲۰x۵

(۱)(۲)(۳)(۴)(۵)

= ۱ + x+ x۲ + x۳ + x۴ + x۵.

�داد اع� �ی �ام� �م� ت� در �ه�ای �ب� �رت� م� �ر ه� از �ق �ت� �ش� م� دارای �ه �وط� رب� � م� �ع �اب� ت� ۴.۴.٧ و ٣.۴.٧ �ای �ال�ه� �ث� م� در �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت�
ای��ن در اس��ت �ده ش� ری��ف � �ع� ت� b < ۱ �ه ك� (−b, b) ص��ورت �ه ب� �ازه�ای ب� در �ع �اب� ت� ۵.۴.٧ �ث��ال م� در �ا ام� �ود ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح�
ق��ض��ی��ه م��ف��روض��ات ك��ه اس��ت ض��روری ه��م��واره ن��ی��س��ت ب��رق��رار ب��اش��د ۱ ش��ام��ل ك��ه ب��ازه�ای ه��ر در ت��ی��ل��ور ق��ض��ی��ه م��ث��ال

ش��ود. چ��ك ش��ده داده ب��ازه در ت��ی��ل��ور



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢٢٨

م��ی�ن��ی��م��م و اك��زی��م��م م�� آزم��ون�ه��ای ۵.٧

ب��ازه در پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع ی��ك ب��رای ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� ن��ق��اط، ت��ع��ی��ی��ن ب��رای روش دو ب��ی��ان ب��ه آزم��ون ای��ن در
ك��ن��ی��م. ب��ی��ان f ت��اب��ع ی��ك ب��رای را اك��س��ت��رم��م ی��ا ب��ح��ران��ی ن��ق��ط��ه ی��ك ری��ف ت��ع�� اس��ت لازم اب��ت��دا .در م��ی�پ��ردازی��م

f �م �رم� �ت� �س� اك� �ا ی� �ی �ران� �ح� ب� �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� را c �ه �ط� �ق� ن� �ورت ص� ای��ن در �د �اش� ب� �ع �اب� ت� �ك ی� f �م �ی� �ن� ك� ف��رض .١.۵.٧ �ری��ف �ع� ت�
م��ی�ن��ام��ی��م. f ت��ك��ی��ن ن��ق��ط��ه ی��ك را c گ��اه آن ن��ب��اش��د م��وج��ود c ن��ق��ط��ه در f ′ چ��ن��ان��چ��ه f ′(c) = ۰ ه��رگ��اه گ��وی��ی��م

�ه ب� �ه ك� �د �اش� �ی�ب� م� اول �ت��ق �ش� م� �لام��ت ع� �م��ك ك� �ه ب� �ی �ب� �س� ن� �م �م� �ی� �ی�ن� م� و �م �م� زی� � اك� � م� �اط �ق� ن� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �رای ب� روش �ی��ن اول�
م��ی�پ��ردازی��م. آن ب��ی��ان ب��ه زی��ر ق��ض��ی��ه در اس��ت. ش��ده ن��ام��گ��ذاری اول م��ش��ت��ق آزم��ون ن��ام ب��ه ع��ل��ت ه��م��ی��ن

اح��ت��م��الا ب��ج��ز (a, b) ن��ق��اط ت��م��ام در پ��ی��وس��ت��ه (a, b) درب��ازه f ك��ن��ی��د ف��رض اول). م��ش��ت��ق (آزم��ون ٢.۵.٧ ق��ض��ی��ه
ص��ورت ای��ن در ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر c ن��ق��ط��ه در

x �ق��ادی��ر م� �م��ام ت� ازای ب��ه و f ′(x) > ۰ �ی��م ب��اش� �ه �ت� داش� (d, c) ب��ازه �ر زی� در x �ق��ادی��ر م� �م��ام ت� ازای ب��ه �ر اگ� ال��ف)
اس��ت. c در ن��س��ب��ی زی��م��م اك�� م�� ی��ك دارای f گ��اه آن .f ′(x) > ۰ ب��اش��ی��م داش��ت��ه ن��ی��ز (c, e) ب��ازه زی��ر در

x �ق��ادی��ر م� �م��ام ت� ازای ب��ه و f ′(x) < ۰ �ی��م ب��اش� �ه �ت� داش� (d, c) ب��ازه �ر زی� در x �ق��ادی��ر م� �م��ام ت� ازای ب��ه �ر اگ� ب)
اس��ت. c در ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م ی��ك دارای f آن�گ��اه f ′(x) > ۰ و (c, e) ب��ازه زی��ر در

[c, e] روی و �ت اس� �ودی �ع� ص� [d, c] روی f �ه ك� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ١١.٢.٧ �ه �ی� �ض� ق� از ال��ف) اث��ب��ات.
�اه آن�گ� x۱ ̸= c و �ود ش� �ع واق� [d, c] در x �ر اگ� �ت اس� �ودی �ع� ص� [d, c] روی f �ون چ� �ت. اس� �ی �زول� ن�
و �ود ش� �ع واق� [c, e] در x۲ �ر اگ� �ت اس� �ی �زول� ن� [c, e] روی f �ون چ� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� .f(x۱) < f(c)

اس��ت. c ن��ق��ط��ه در ن��س��ب��ی زی��م��م اك�� م�� ی��ك دارای f ب��ن��اب��رای��ن f(c) < f(x۲) آن�گ��اه x۲ ̸= c

م��ی�ب��اش��د. م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه (ب) ق��س��م��ت اث��ب��ات ب)

آوری��د. دس��ت ب��ه را f(x) = x۲ ت��اب��ع ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� ن��ق��اط .٣.۵.٧ م��ث��ال

f ′(x) = ۲x = ۰ ری��م دا ل��ذا ك��ن��ی��م پ��ی��دا را f م��ش��ت��ق ری��ش��ه�ه��ای ك��ه اس��ت لازم اب��ت��دا ف��رم��ا ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ح��ل.
ب��رای اول م��ش��ت��ق آزم��ون از ح��ال اس��ت. ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� ب��رای ك��ان��دی��دا x = ۰ ب��ن��اب��رای��ن x = ۰ پ��س

ری��م دا م��ی�ن��م��ای��ی��م اس��ت��ف��اده x = ۰ ن��ق��ط��ه ن��وع ت��ع��ی��ی��ن
∀x ∈ (−∞, ۰), f ′(x) < ۰

∀x ∈ (۰,+∞), f ′(x) > ۰.

م��ی�ب��اش��د. x = ۰ ن��ق��ط��ه در ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م دارای f ب��ن��اب��رای��ن
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آوری��د. دس��ت ب��ه را f(x) = x۳ − ۳x ت��اب��ع ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� ن��ق��اط .۴.۵.٧ م��ث��ال

ری��م دا م��ش��ت��ق ری��ش��ه�ه��ای ت��ع��ی��ی��ن ب��رای ح��ل.
f ′(x) = ۳x۲ − ۳ = ۳(x۲ − ۱) = ۰ ⇒ x = ±۱.

ك��ه م��ی�ش��ود م��لاح��ظ��ه f ′(x) ع��لام��ت ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �ی��م �ای� �م� ن� م��ش��خ��ص را f �ت��ق م��ش� ع��لام��ت �ی��ن �ی� ت��ع� ج��دول اگ��ر ح��ال
ب��رای دوم روش اس��ت. ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م ن��ق��ط��ه ی��ك x = ۱ ن��ق��ط��ه و ن��س��ب��ی زی��م��م اك�� م�� ن��ق��ط��ه ی��ك x = −۱ ن��ق��ط��ه
م��ی�ن��م��ای��ی��م. اش��اره آن ب��ه زی��ر ق��ض��ی��ه در ك��ه م��ی�ب��اش��د f دوم م��ش��ت��ق از اس��ت��ف��اده م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� ن��ق��اط ت��ع��ی��ی��ن

م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر دوب��ار f ه��م��چ��ن��ی��ن و ب��اش��د f ب��ح��ران��ی ن��ق��ط��ه ی��ك c ك��ن��ی��د ف��رض دوم). م��ش��ت��ق (آزم��ون ۵.۵.٧ ق��ض��ی��ه
ص��ورت ای��ن در ب��اش��د

اس��ت. c در ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م دارای f گ��اه آن f ′′(c) > ۰ اگ��ر ال��ف)

اس��ت. c در ن��س��ب��ی زی��م��م اك�� م�� دارای f گ��اه آن f ′′(c) < ۰ اگ��ر ب)

ری��م دا م��ش��ت��ق ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ات��وج��ه اث��ب��ات.

f ′′(c) = lim
h→۰

f ′(c+ h)− f ′(c)

h
.

ن��ت��ی��ج��ه در f ′(c) = ۰ ری��م دا ١.۵.٧ ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا پ��س اس��ت f ب��ح��ران��ی ن��ق��ط��ه ی��ك c چ��ون

f ′′(c) = lim
h→۰

f ′(c+ h)

h
.

ب��ن��اب��رای��ن f ′(c+h)
h > ۰ م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه |h|< δ از ك��ه دارد وج��ود δ > ۰ ع��دد گ��اه آن f ′′(c) > ۰ اگ��ر ح��ال

�م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �د �ای� ب� −δ < h < ۰ ازای �ه ب� و f ′(c+ h) > ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �د �ای� ب� .۰ < h < δ ازای �ه ب�
�ت �م� �س� ق� �ات �ب� اث� �ت. اس� �ی �ب� �س� ن� �م �م� �ی� �ی�ن� م� دارای c �ه �ط� �ق� ن� در f ،٢.۵.٧ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �ون �ن� اك� f ′(c+ h) < ۰

اس��ت. م��ش��اب��ه (ب)

آوری��د. دس��ت ب��ه را f(x) = x۴ − ۴x۲ ت��اب��ع ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� ن��ق��اط .۶.۵.٧ م��ث��ال

ری��م دا f ′(x) = ۰ از م��ش��ت��ق ری��ش��ه�ه��ای ت��ع��ی��ی��ن ب��رای ح��ل.
f ′(x) = ۴x۳ − ۸x = ۴x(x۲ − ۲) = ۰.

�ه �ب� �اس� �ح� م� را f دوم �ق �ت� �ش� م� �ال ح� x = ±
√

۲ و x = ۰ از �د �ن� �ارت� �ب� ع� f �ق �ت� �ش� م� �ای �ه�ه� �ش� ری� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در
و f ′′(۰) = −۸ < ۰ �م ری� دا دوم �ق �ت� �ش� م� �ون آزم� �ه ب� �ا �ن� ب� �ذا ل� f ′′(x) = ۱۲x۲ − ۸ �م. �ی� �ن� �ی�ك� م�
و x =

√
۲ و �ی �ب� �س� ن� �م �م� زی� � اك� � م� �ه �ط� �ق� ن� x = ۰ �ن �رای� �اب� �ن� ب� f ′′(−

√
۲) = f ′′(

√
۲) = ۱۶ > ۰

م��ی�ب��اش��ن��د. f ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م ن��ق��اط x = −
√

۲
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�ب��ی ن��س� �م �م� �ی� �ی�ن� م� و �م �م� زی� � اك� � م� �ق��اط ن� �ی��ن �ی� �ع� ت� در �وق��ع م� �ه چ� �ه ك� �ود ش� �ط��رح م� �ؤال س� ای��ن اس��ت �ك��ن �م� م� .٧.۵.٧ ت��ذک��ر
ب��ه س��ؤال ای��ن �ه ب� پ��اس��خ �م. �ی� �ن� م��ی�ك� �اده �ف� �ت� اس� دوم �ت��ق م��ش� آزم��ون از �وق��ع م� �ه چ� و �ت��ق م��ش� اول آزم��ون از f �اب��ع ت� ی��ك

دارد. ب��س��ت��گ��ی زی��ر ن��ك��ت��ه دو

f اول م��ش��ت��ق ع��لام��ت ت��ع��ی��ی��ن ال��ف)

fدوم م��ش��ت��ق م��ح��اس��ب��ه ب)

م��ح��اس��ب��ه اگ��ر ك��ه ك��رد اول��وی��ت�ب��ن��دی ص��ورت ب��دی��ن م��ی�ت��وان ف��وق م��وارد از ك��دام ه��ر در م��ح��اس��ب��ه راح��ت��ی ب��ه ت��وج��ه ب��ا
�ه ب� �ر �ت� �ع� ری� � س� و �ر �ل�ت� �ه� س� را �ا م� دوم �ق �ت� �ش� م� �ون آزم� از �اده �ف� �ت� اس� �اه گ� آن �د �اش� ب� �ر �ذی� �ام�پ� �ج� ان� �ی �ادگ� س� �ه ب� f دوم �ق �ت� �ش� م�
�ود. �م� ن� �اده �ف� �ت� اس� اول �ت��ق �ش� م� �ون آزم� از �د �ای� ب� �ورت ص� ای��ن �ر �ی� غ� در و �د �ان� �ی�رس� م� �م �م� �ی� �ی�ن� م� و �م �م� زی� � اك� � م� �اط �ق� ن� �ن �ی� �ی� �ع� ت�
م��ش��ت��ق م��ق��دار ب��ح��ران��ی ن��ق��ط��ه در ول��ی �پ��ذی��ر ان��ج��ام س��ادگ��ی ب��ه f دوم م��ش��ت��ق م��ح��اس��ب��ه گ��اه��ی اس��ت م��م��ك��ن ب��ه�ع��لاوه
را �ت �ق� �ی� �ق� ح� �ن ای� �ر زی� �ای �ال�ه� �ث� م� �ت. �رف� گ� �ك �م� ك� اول �ق �ت� �ش� م� �ون آزم� از �د �ای� ب� �ز �ی� ن� �ت �ال� ح� �ن درای� �ود. ش� �ر �ف� ص� دوم

. م��ی�س��ازد آش��ك��ار

آوری��د. دس��ت ب��ه را f(x) = x۳ ت��اب��ع ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� ن��ق��اط .٨.۵.٧ م��ث��ال

ری��م: دا ح��ل.
f ′′(x) = ۶x, f ′(x) = ۳x۲

�وان �ی�ت� �م� ن� �ق �ت� �ش� م� دوم �ون آزم� از �ذا ل� f ′′(۰) = ۰ �ود �ی�ش� م� �ه �ظ� �لاح� م� �ت. اس� f �ی �ران� �ح� ب� �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� x = ۰ �ذا ل�
ه��م��واره (۰,+∞) و (−∞, ۰) در x م��ق��ادی��ر ت��م��ام ازای ب��ه چ��ون اول م��ش��ت��ق آزم��ون ب��ه ب��ن��ا ح��ال ك��رد اس��ت��ف��اده
ازای �ه ب� �ون چ� اول �ق �ت� �ش� م� �ون آزم� �ه ب� �ا �ن� ب� �ال ح� �رد ك� �اده �ف� �ت� اس� �وان �ی�ت� �م� ن� �ق �ت� �ش� م� دوم �ون آزم� از �ذا ل� f ′(x) > ۰

م��ی�ن��ی��م��م ن��ه و ن��س��ب��ی زی��م��م اك�� م�� ن��ه x = ۰ ل��ذا f ′(x) > ۰ ه��م��واره و(∞+,۰) (−∞, ۰) در x م��ق��ادی��ر ت��م��ام
ن��م��ی�ب��اش��د. ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م ی��ا زی��م��م اك�� م�� ن��ق��ط��ه ه��ی��چ دارای f دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه اس��ت. ن��س��ب��ی

cدر �ی) �ب� �س� ن� �م �م� زی� � اك� � (م� �ی �ب� �س� ن� �م �م� �ی� �ی�ن� م� �ك ی� دارای f �ر اگ� �د �اش� ب� �ود �وج� م� f ′′(c) �م �ی� �ن� ك� �رض ف� .٩.۵.٧ �ه �ی� �ض� ق�
.(f ′′(c) ≤ ۰) f ′′(c) ≥ ۰ آن�گ��اه ب��اش��د

�ن ای� �ر �ی� غ� در �را زی� f ′′(c) ≥ ۰ �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �ا ادع� �د �اش� ب� c در �ی �ب� �س� ن� �م �م� �ی� �ی�ن� م� �ك ی� دارای f �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
در �ی �ب� �س� ن� �م �م� زی� � اك� � م� �ك ی� دارای f دوم، �ق �ت� �ش� م� �ون آزم� �ه ب� �ا �ن� ب� �ال ح� .f ′′(c) < ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �د �ای� ب� �ورت ص�
ت��ن��اق��ض ك��ه f ′′(c) = ۰ ی��ع��ن��ی خ��واه��دب��ود ث��اب��ت ت��اب��ع ی��ك f ت��اب��ع c ش��ام��ل ب��ازه ی��ك در ب��ن��اب��رای��ن اس��ت c ن��ق��ط��ه

اس��ت. م��ش��اب��ه اث��ب��ات ن��س��ب��ی زی��م��م اك�� م�� ح��ال��ت در f ′′(c) ≥ ۰ ب��ن��اب��رای��ن اس��ت
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ت��ح��دب و ت��ق��ع��ر ۶.٧

�زای��ی �س� ب� �ت �ی� �م� اه� �ا �ه� آن� �م رس� در �ه ك� �م �ردازی� �ی�پ� م� �ع �واب� ت� در �ی �دس� �ن� ه� �م �ه� م� �ت �ی� �اص� خ� دو �ی��ف �وص� ت� �ه ب� �ت �م� �س� ق� �ن ای� در
ب��ه ك��اف��ی آن��ه��ا ن��م��ودار رس��م ب��رای ودوم اول ازم��ش��ت��ق��ات اط��لاع ت��واب��ع از ب��س��ی��اری ب��رای اس��ت م��م��ك��ن �رچ��ه اگ� دارد.

رس��د. ن��ظ��ر

اص��ل و پ��اره�خ��ط ب��ازه درای��ن a و b ه��ر ازای ب��ه ه��رگ��اه گ��وی��ی��م م��ح��دب ب��ازه ی��ك روی را f ت��اب��ع .١.۶.٧ ت��ع��ری��ف
ب��اش��د. واق��ع f ن��م��ودار ب��الای در (b, f(b)) و (a, f(a)) ن��ق��ط��ه دو

�ق��اط ن� �ن �ی� ب� �ل اص� و خ��ط �ه �ادل� �ع� م� �ر اگ� �ود. �م� ن� �ه �وج� ت� �ر زی� �ك��ل ش� �ه ب� �وان �ی�ت� م� �وق ف� ری��ف � �ع� ت� �ر �ت� �ه� ب� �ی��ف �وص� ت� �رای ب�

داش��ت خ��واه��ی��م گ��اه آن ده��ی��م ن��ش��ان g ت��اب��ع ب��ا را (b, f(b)) و (a, f(a))

g(x) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a)

g(x) > f(x) ری��م دا x ∈ (a, b) ه��ر ازای ب��ه ل��ذا دارد ق��رار f ن��م��ودار ب��الای در خ��ط ای��ن ك��ه م��ی�ش��ود م��لاح��ظ��ه
م��ی�ش��ود: ن��ت��ی��ج��ه ف��وق راب��ط��ه از گ��اه آن g(x) = f(b)−f(a)

b−a (x− a) + f(a) > f(x) دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه

f(b)− f(a)

b− a
>

f(x)− f(a)

x− a

ن��م��ود. ارائ��ه زی��ر ص��ورت ب��ه م��ح��دب ت��اب��ع از ج��دی��دی ری��ف ت��ع�� م��ی�ت��وان اخ��ی��ر راب��ط��ه از ح��ال

ک��ه I در b و x و a ه��ر ازای ب��ه ه��رگ��اه گ��وی��ی��م ب��الا) ب��ه (م��ق��ع��ر م��ح��دب I ب��ازه روی را f ت��اب��ع .٢.۶.٧ ت��ع��ری��ف
ب��اش��ی��م داش��ت��ه a < x < b

f(x)− f(a)

x− a
<

f(b)− f(a)

b− a
.
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ب��اش��ی��م داش��ت��ه a < x < b ك��ه I در x, b, a ه��ر ازای ب��ه ه��رگ��اه
f(x)− f(a)

x− a
>

f(b)− f(a)

b− a
.

م��ی�گ��وی��ی��م. پ��ای��ی��ن) ب��ه (م��ق��ع��ر م��ق��ع��ر I ب��ازه روی را f گ��اه آن

م��ی�پ��ردازی��م. زی��ر ق��ض��ای��ای در م��ش��ت��ق�پ��ذی��ری و م��ح��دب خ��اص��ی��ت�ه��ای م��ی��ان رواب��ط ب��رخ��ی ب��ی��ان ب��ه اك��ن��ون

a �ه �ط� �ق� ن� در f �ر اگ� �د. �اش� ب� �دب �ح� م� (a < b)و b و a �ل �ام� ش� I �ازه ب� روی f �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٣.۶.٧ �ه �ی� �ض� ق�
آن�گ��اه ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر

اس��ت. واق��ع (a, f(a)) در f م��ن��ح��ن��ی ب��ر م��م��اس خ��ط ب��الای در (a, f(a)) ن��ق��ط��ه در ج��ز ب��ه f ن��م��ودار ال��ف)

.f ′(a) < f ′(b) آن�گ��اه ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر a, b در f و a < b اگ��ر ب)

و ۰ < h۱ < h۲ �ه ك� �وری ط� �ه ب� �د �ن� �اش� ب� �واه �خ� دل� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو h۲ و h۱ �م �ی� �ن� ك� �رض ف� ال��ف) اث��ب��ات.
ری��م: دا اس��ت م��ح��دب fت��اب��ع چ��ون گ��اه آن ب��اش��ن��د I در a+ h۲ و a+ h۱

f(a+ h۱)− f(a)

h۱
<

f(a+ h۲)− f(a)

h۲
(١.٧)

و f ′(a) <
f(a+ h)− f(a)

h
و h > ۰ �ر ه� ازای �ه ب� �ه ك� �د �ده� �ی� م� �ان �ش� ن� �وق ف� �اوی �س� �ام� ن�

و (a, f(a)) �اط �ق� ن� �ان �ی� م� �ل واص� �ط خ� �ب �ی� ش� h > ۰ �ر ه� ازای �ه ب� �ه ك� �ت اس� �ی �ن� �ع� م� �دان ب� �ن ای�
�ه �ج� �ی� �ت� ن� در �ت اس� (a, f(a)) �ه �ط� �ق� ن� در f �ر ب� �اس �م� م� �ط خ� �ب �ی� ش� از �ر �ت� �ش� �ی� ب� (a + h, f(a + h))

�ال��ت ح� �ه �اب� �ش� م� �رای��ط ش� �ز �ی� ن� h < ۰ �اه �رگ� ه� اس��ت. �ع واق� �م��اس م� خ��ط �الای ب� در (a+ h, f(a+ h))

و h۱ < h۲ < ۰ �ه ك� �وری ط� �ه ب� �د �ن� �اش� ب� �ی �واه� �خ� دل� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� h۲ و h۱ �ر اگ� �را زی� �ت اس� h > ۰

ری��م دا گ��اه آن ب��اش��ن��د واق��ع I در a+ h۲ و a+ h۱

f(a+ h۱)− f(a)

h۱
>

f(a+ h۲)− f(a)

h۲
.

�ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن ای� و f ′(a) > f(a+h)−f(a)
h ،h < ۰ �ر ه� ازای �ه ب� �ه �دك� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �وق ف� �اوی �س� �ام� ن� و

�ن ای� و �ت اس� �ع واق� �اس �م� م� �ط خ� �الای ب� در (a + h, f(a + h)) �ه �ط� �ق� ن� h < ۰ �اه �رگ� ه� �ه ك� �د �ی�ده� م�
م��ی�ك��ن��د. ت��ك��م��ی��ل را (ال��ف) ب��ره��ان

ری��م. دا ال��ف ق��س��م��ت ب��ه ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر a, b ن��ق��اط در f و a < b ك��ن��ی��د ف��رض ب)

f ′(a) <
f(a+ (b− a))− f(a)

b− a
=

f(b)− f(a)

b− a
آن��گ��اه b− a > اگ��ر۰

f ′(b) >
f(b+ (a− b))− f(b)

a− b
=

f(b)− f(a)

b− a
آن��گ��اه b− a < اگ��ر۰
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اس��ت. ث��اب��ت ح��ك��م و f ′(a) < f ′(b) ك��ه م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��رای��ن

ک��رد. ب��ی��ان م��ی�ت��وان زی��ر ص��ورت ب��ه را f م��ان��ن��د ت��اب��ع ی��ک ب��ودن م��ق��ع��ر و م��ح��دب ک��ه دی��د م��ی�ت��وان .۴.۶.٧ ت��ب��ص��ره
ب��اش��ی��م داش��ت��ه ۰ < λ < ۱ ه��ر ب��رای ه��رگ��اه گ��وی��ی��م م��ح��دب (a, b) ب��ازه�ی در را f ت��اب��ع
f(λx۱ + (۱ − λ)x۲) ≤ λf(x۱) + (۱ − λ)f(x۲)

ب��اش��ی��م داش��ت��ه ۰ < λ < ۱ ب��رای ه��رگ��اه اس��ت م��ق��ع��ر (a, b) در f ت��اب��ع و
f(λx۱ + (۱ − λ)x۲) ≥ λf(x۱) + (۱ − λ)f(x۲)

م��ی�ک��ن��ی��م. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه را ف��وق ت��ع��اری��ف ب��ودن م��ع��ادل ب��ررس��ی

f ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ص��ع��ودی ت��اب��ع��ی f ′ و (a, b) ب��ر م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��اب��ع ی��ک f ک��ن��ب��د ف��رض .۵.۶.٧ ق��ض��ی��ه
اس��ت. (a, b) روی م��ح��دب ت��اب��ع ی��ک

ن��ظ��ر در ب��اش��د دل��خ��واه ۰ < λ < ۱ و ب��اش��ن��د (a, b) از دل��خ��واه ن��ق��ط��ه�ی دو x۱ < x۲ ک��ه ک��ن��ی��م ف��رض اث��ب��ات.
.x = λx۱ + (۱ − λ)x۲ ری��م م��ی�گ��ی��

.f(x) ≤ λf(x۱) + (۱ − λ)f(x۲) ک��ه ده��ی��م ن��ش��ان ب��ای��س��ت��ی
ده��ی��م ن��ش��ان س��ت ک��اف��ی ،f(x) ≤ λf(x) + (۱ − λ)(f(x۲)− f(x)) ای��ن�ک��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ام��ا

λ(f(x)− f(x۱)) ≤ (۱ − λ)(f(x۲)− f(x)).

�ط �رای� ش� �ه �ی� �ض� ق� �ات �روض� �ف� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .x۱ < x < x۲ �م ری� دا x �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
�ن �رای� �اب� �ن� ب� �د �رارن� �رق� ب� [x, x۲] و [x۱, x] �ای �ازه�ه� ب� روی f �رای ب� �ژ �ران� لاگ� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه�ی �ی� �ض� ق�
و f(x۲) − f(x) = f ′(c۲)(x۲ − x) �ه ک� �د �ودن� �وج� م� c۲ ∈ (x, x۲) و c۱ ∈ (x۱, x) �ر �ادی� �ق� م�
ق��ض��ی��ه م��ف��روض��ات ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن c۱ < c۲ ری��م دا ه��م��چ��ن��ی��ن f(x)− f(x۱) = f ′(c۱)(x− x۱)

ری��م دا x+ (۱ − λ)x = x = λx۱ + (۱ − λ)x۲ ای��ن�ک��ه از ح��ال .f ′(c۱) < f ′(c۲)

λ(x− x۱) = (۱ − λ)(x۲ − x).

ب��ن��اب��رای��ن

λ(f(x)− f(x۱)) = λf ′(c۱)(x− x۱)

≤ (۱ − λ)(f(x۲)− f(x)

= (۱ − λ)f ′(c۲)(x۲ − x)

اس��ت. ش��ده ک��ام��ل اث��ب��ات ت��رت��ی��ب ای��ن ب��ه و

(a, b) �ر ب� f �ن�ص��ورت ای� در �د �اش� ب� �ی �زول� ن� �ی �ع� �اب� ت� f ′ و �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� (a, b) �ر ب� f �د �ی� �ن� ک� ف��رض .۶.۶.٧ �ه �ی� �ض� ق�
اس��ت. م��ق��ع��ر
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م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه و اس��ت ۵.۶.٧ ق��ض��ی��ه م��ش��اب��ه ب��ره��ان اث��ب��ات.

ج��ز ب��ه I ب��ازه از ن��ق��ط��ه ه��ر در f ب��ر م��م��اس خ��ط و ب��اش��د م��ش��ت��ق��پ��ذی��ر I ب��ازه روی f ك��ن��ی��د ف��رض .٧.۶.٧ ق��ض��ی��ه
اس��ت. I ب��ازه روی م��ح��دب ت��اب��ع ی��ك f ص��ورت ای��ن در گ��ی��رد. ق��رار f ن��م��ودار زی��ر در ت��م��اس ن��ق��ط��ه در

�ن ای� در a < b �م �ی� �ن� ك� �رض ف� �ت. اس� �ودی �ع� ص� �ع �اب� ت� f ′ �م �ی� �ن� ك� �ت �اب� ث� ۵.۶.٧ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �ت اس� �ی �اف� ك� اث��ب��ات.
.f ′(a) < f ′(b) م��ی�ك��ن��ی��م ث��اب��ت ص��ورت

(a, f(a)) و �د �اش� ب� (a, f(a)) �ه �ط� �ق� ن� در �اس �م� م� �ط خ� �الای ب� در (b, f(b)) �ه �ط� �ق� ن� �ر اگ� �ه ك� �ت اس� �ح واض�
از (b, f(b)) در �اس �م� م� �ط خ� �ب �ی� ش� �اه آن�گ� �د �اش� ب� �ع واق� (b, f(b)) �ه �ط� �ق� ن� در �اس �م� م� �ط خ� �الای ب� در
�ع �اب� ت� �ا ب� (a, f(a)) در �اس �م� م� �ط خ� �م �ی� �ن� �ك� �رض ف� �را زی� �ت اس� �ر �ت� �ش� �ی� ب� (a, f(a)) در �اس �م� م� �ط خ� �ب �ی� ش�
خ��ط ب��الای در (b, f(b)) چ��ون ص��ورت درای��ن ب��اش��د ش��ده داده ن��م��ای��ش g(x) = f ′(a)(x− a) + f(a)

ری��م دا ل��ذا اس��ت (a, f(a)) در f ب��ر م��م��اس

f ′(a) <
f(b)− f(a)

b− a
, f(b) > f ′(a)(b− a) + f(a) (٢.٧)

ت��اب��ع ب��ا (b, f(b)) در f ب��ر م��م��اس خ��ط اگ��ر م��ش��اب��ه ط��ور ب��ه و

h(x) = f ′(b)(x− a) + f(b)

ری��م دا اس��ت واق��ع (b, f(b)) در f ب��ر م��م��اس خ��ط ب��الای در (a, f(a)) چ��ون آن�گ��اه ش��ود ب��ی��ان

f(a) > f ′(b)(a− b) + f(b),
f(b)− f(a)

b− a
< f ′(b) (٣.٧)

�ذا ل� �ت اس� �ودی �ع� ص� �ع �اب� ت� f ′ پ��س f ′(a) < f ′(b) �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ٣.٧ و ٢.٧ �ای �اوی�ه� �س� �ام� ن� از �ن �رای� �اب� �ن� ب�
اس��ت. م��ح��دب ت��اب��ع ی��ك f ت��اب��ع ۵.۶.٧ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا

ن��واح��ی ت��ع��ی��ی��ن ج��ه��ت ۵.۶.٧ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا گ��اه آن ب��اش��د م��وج��ود f ت��اب��ع دوم م��ش��ت��ق ه��رگ��اه .٨.۶.٧ ن��ت��ی��ج��ه
دارای �ه �ی� �اح� ن� ی��ك در f ′′ �ر اگ� �م �ی� �ی�دان� م� �را زی� �م �ی� �ن� ك� ع��لام��ت �ی��ن �ی� �ع� ت� را f دوم �ت��ق �ش� م� اس��ت �اف��ی ك� �ح��دب ت� و �ر �ع� �ق� ت�
�ی �زول� ن� f ′ �اه گ� آن �د �اش� ب� �ی �ف� �ن� م� �لام��ت ع� دارای f ′′ �ر اگ� و اس��ت �ودی �ع� ص� �ع �اب� ت� f ′ �اه گ� آن �د �اش� ب� �ت �ب� �ث� م� �لام��ت ع�
داد. خ��واه��ی��م ق��رار ب��ررس��ی م��ورد ف��ص��ل ای��ن ادام��ه در ج��داگ��ان��ه ط��ور ب��ه را ب��اش��د ص��ف��ر ب��راب��ر f ′′ ك��ه ح��ال��ت��ی اس��ت.

ك��ن��ی��د. م��ش��خ��ص f(x) = x۲ ت��اب��ع ب��رای را ت��ح��دب و ت��ع��ق��ر ن��واح��ی .٩.۶.٧ م��ث��ال

f ن��م��ودار ل��ذا اس��ت م��ث��ب��ت ه��م��واره f دوم م��ش��ت��ق ع��لام��ت چ��ون f ′′(x) = ۲ و f ′(x) = ۲x ری��م دا ح��ل.
. اس��ت ب��الا) س��م��ت ب��ه ت��ق��ع��ر (دارای م��ح��دب ن��اح��ی��ه س��راس��ر در

ك��ن��ی��د. م��ش��خ��ص f(x) = x۳ ت��اب��ع ب��رای را ت��ح��دب و ت��ق��ع��ر ن��واح��ی .١٠.۶.٧ م��ث��ال
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ع��لام��ت دارای f دوم �ت��ق �ش� م� x > ۰ �ر �ادی� �ق� م� ازای �ه ب� �ذا ل� f ′′(x) = ۶x و f ′(x) = ۳x۲ �م ری� دا ح��ل.
م��ح��دب f ،x > ۰ ازای ب��ه ب��ن��اب��رای��ن اس��ت م��ن��ف��ی ع��لام��ت دارای f دوم م��ش��ت��ق x < م��ق��ادی��ر۰ ب��رای و م��ث��ب��ت
را �ر زی� �ك��ل ش� اس��ت. �ی��ن) �ای� پ� �م��ت س� �ه ب� �ر �ع� �ق� ت� (دارای �ر �ع� �ق� ت� f ،x < ۰ ازای �ه ب� و �الا) ب� �م��ت س� �ه ب� �ر �ع� �ق� ت� (دارای

ن��م��ای��ی��د. م��لاح��ظ��ه

-2 -1 1 2

-1

1

2

.f(x) = x۳ ت��اب��ع ن��م��ودار :٢.٧ ش��ک��ل

م��ی�پ��ردازی��م. م��ی�ب��اش��د ص��ف��ر آن در دوم م��ش��ت��ق ك��ه f ن��م��ودار در م��ه��م ن��ك��ات از ی��ك��ی م��ع��رف��ی ب��ه اك��ن��ون

ن��ق��ط��ه را c ن��ق��ط��ه ص��ورت درای��ن ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه c ن��ق��ط��ه ش��ام��ل I درب��ازه f ت��اب��ع ك��ن��ی��د ف��رض .١١.۶.٧ ت��ع��ری��ف
�ع��ر �ق� ت� �ه��ت ج� دارای c ط��رف دو در و ب��اش��د �م��اس م� خ��ط دارای c �ق��ط��ه ن� در f �م��ودار ن� �اه �رگ� ه� �ی��م �وی� م��ی�گ� f ع��ط��ف
c �ه �ط� �ق� ن� در f �ع �اب� ت� دوم �ق �ت� �ش� م� �ر اگ� �ه ك� �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �ه �ظ� �لاح� م� �ف �ط� ع� �ه �ط� �ق� ن� �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� �ات� ب� �د. �اش� ب� �اوت �ف� �ت� م�
�رط ش� �ه ك� �م ری� دا �ه �وج� ت� �ه �ت� �ب� ال� f ′′(c) = ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �د �ای� ب� �اه گ� آن �د �اش� ب� f �ط��ف ع� �ه �ط� �ق� ن� c و �د �اش� ب� �ود �وج� م�

ن��م��ی�ده��د. ن��ت��ی��ج��ه را c ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع ن��م��ودار ب��رای ع��ط��ف ن��ق��ط��ه وج��ود f ′′(c) = ۰

و g(x) = x۳ و f(x) = x۴ ت��واب��ع از ك��دام ه��ر ب��رای را ع��ط��ف ن��ق��ط��ه وج��ود .١٢.۶.٧ م��ث��ال
�ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را h(x) = −x۴

و اس��ت ع��ط��ف �ق��ط��ه ن� g �اب��ع ت� ب��رای �ا �ه� �ن� ت� x = ۰ �ق��ط��ه ن� ول��ی f ′′(۰) = g′′(۰) = h′′(۰) = ۰ ری��م دا ح��ل.
ن��م��ی�ب��اش��د. ع��ط��ف ن��ق��ط��ه h و f ت��واب��ع ب��رای
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ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ٧.٧

ب��ی��ن c و a < x۱ < x۲ < b اگ��ر ب��اش��د (a, b) روی ب��ر م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��اب��ع��ی f �ن��ی��م ك� ف��رض .١.٧.٧ م��س��ال��ه
�ه ك� �ی �م� �س� ق� �ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� (x۱, x۲) در x �د �ن� �ان� م� �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� �ل �داق� ح� �اه گ� آن �د �اش� ب� f ′(x۲) و f ′(x۱)

.f ′(x) = c

�م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� درن� x ∈ (a, b) �ر ه� �رای ب� .f ′(x۱) < c < f ′(x۲) �م �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
پ��ی��وس��ت��ه [x۱, x۲] ب��ازه روی g ت��اب��ع چ��ون g′(x۱) < ۰ < g′(x۲)ص��ورت درای��ن g(x) = f(x)− cx

(٢.٢.۵ �ه �ی� �ض� (ق� �د �ن� �ی�ك� م� �ار �ی� �ت� اخ� x۰ ∈ [x۱, x۲] �د �ن� �ان� م� �ه�ای �ط� �ق� ن� در را �ود خ� �دار �ق� م� �م �م� �ی� �ی�ن� م� �س پ� �ت اس�

و x۱ �ه ب� �ك �زدی� ن� �ای ه� t �رای ب� �د �ای� ب� g(t) − g(x۱) �س پ� g′(x۱) = lim
t→x۱

g(t)− g(x۱)

t− x۱
�ون چ� و

g(t۱) < g(x۱) �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� t۱ ∈ (x۱, x۲) �د �ن� �ان� م� �ه�ای �ط� �ق� ن� �ژه وی� �ه ب� �د. �اش� ب� �ی �ف� �ن� م� آن از �ر �ت� �زگ� ب�
�س پ� g′(x۰) = ۰ �ا �رم� ف� �ه �ی� �ض� ق� �ه �وج� �ات� ب� و x۰ ∈ (x۱, x۲) �ن �رای� �اب� �ن� ب� .x۰ ̸= x۲ �د �ای� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

f ′(x۰) = g′(x۰) + c = c

اس��ت. ح��ق��ی��ق��ی ری��ش��ه ی��ك دارای دق��ی��ق��ا x۷ + ۵x۳ + x− ۶ = ۰ م��ع��ادل��ه ده��ی��دك��ه ن��ش��ان .٢.٧.٧ م��س��ال��ه

f(۱) = f(۰) = −۶ ری��م دا ص��ورت ای��ن در .f(x) = x۷ + ۵x۳ + x− ۶ ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در ح��ل.
ب��ازه در ری��ش��ه ی��ك ح��داق��ل دارای ب��ول��زان��و ق��ض��ی��ه ب��ن��ا ب��ن��اب��رای��ن اس��ت پ��ی��وس��ت��ه پ��س اس��ت چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ك f چ��ون
ری��ش��ه ی��ك از ب��ی��ش��ت��ر دارای f ك��ن��ی��د ف��رض اس��ت ری��ش��ه ی��ك دارای ف��ق��ط f م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ح��ال م��ی�ب��اش��د (۰,۱)
م��ث��ب��ت f ′(x) = ۷x۶ + ۱۵x۲ + ۱ ه��م��واره چ��ون ص��ورت درای��ن ب��اش��ن��د f ری��ش��ه�ه��ای x۱ < x۲ و ب��اش��د
و اس��ت غ��ی��رم��م��ك��ن ك��ه f ′(c) = ۰ ك��ه اس��ت م��وج��ود c ∈ (x۱, x۲) م��ان��ن��د ن��ق��ط��ه�ای رول ق��ض��ی��ه ط��ب��ق و اس��ت

. اس��ت ش��ده ك��ام��ل م��ث��ال ح��ل ت��رت��ی��ب ب��دی��ن

۱ ≤ f ′(x) ≤ ۴ ،x ∈ [۲,۵] ه��ر ب��رای و ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه [۲,۵] ب��ازه روی f ك��ن��ی��د ف��رض .٣.٧.٧ م��س��ال��ه
.۳ ≤ f(۵)− f(۲) ≤ ۱۲ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان

�س پ� �ت اس� �رار �رق� ب� [۲,۵] روی f �ع �اب� ت� �رای ب� �ژ �ران� لاگ� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �ط �رای� ش� �رض ف� �ق �ب� ط� �ل. ح�
،x ∈ [۲,۵] �ر ه� �رای ب� �ون چ� �ال ح� f(۵) − f(۲) = (۵ − ۲)f ′(c) �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� c ∈ [۲,۵]

ری��م: دا پ��س ۱ ≤ f ′(x) ≤ ۴

۳ ≤ f(۵)− f(۲) ≤ ۱۲

f ′(x) = g′(x) ده��ی��د ن��ش��ان g(x) =


۱

x
x > ۰

۱ +
۱

x
x < ۰

و f(x) =
۱

x
ك��ن��ی��د ف��رض .۴.٧.٧ م��س��ال��ه
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�ع��ی �اب� ت� f − g �رف��ت گ� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �وان �ی�ت� ٩.٢.٧م� �ج��ه �ی� �ت� ن� �ب��ق ط� �ا ج� �اازای��ن آی� �ا. �ه� آن� ری��ف � �ع� ت� �وزه ح� �ای ه� x �ام �م� ت� �رای ب�
اس��ت. ث��اب��ت

ری��م دا x < ۰ ب��رای f ′(x) = g′(x) ب��ن��اب��رای��ن f(x) = g(x) ری��م دا x > ۰ ب��رای ح��ل.

f ′(x) = − ۱

x۲
= g′(x)

از �وان �ی�ت� �م� ن� �رای��ن �اب� �ن� ب� �ی��س��ت ن� �ازه ب� ی��ك �ه ك� g = (−∞, ۰) ∪ (۰,∞) از اس��ت �ارت �ب� ع� g ری��ف � �ع� ت� �وزه ح� �ا ام�
اس��ت. ث��اب��ت ت��اب��ع��ی f − g گ��رف��ت ن��ت��ی��ج��ه ٩.٢.٧

xn + ax+ b = ۰ م��ع��ادل��ه n زوج ط��ب��ی��ع��ی ع��دد و a, b دل��خ��واه اع��داد ب��رای ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵.٧.٧ م��س��ال��ه
اس��ت. درس��ت م��وض��وع ای��ن آی��ا ب��اش��د ف��رد n اگ��ر اس��ت ج��واب دو دارای ح��داك��ث��ر

�ه س� دارای �ر �ظ� ن� �ورد م� �ه �ادل� �ع� م� �ه ك� �م �ی� �ن� ك� �رض ف� �ر اگ� f(x) = xn + ax + b �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ل. ح�
[x۱, x۲] �ای �ازه�ه� ب� روی f �ع �اب� ت� �رای ب� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �ط �رای� ش� �س پ� x۱ < x۲ < x۳ �واب ج�
�ه ك� �د �ودن� �وج� م� c۱ ∈ (x۱, x۲) و c۲ ∈ (x۲, x۳) �ه �ی� �ض� ق� �ن ای� �ق �ب� ط� �س پ� �ت اس� �رار �رق� ب� [x۲, x۳] و
�ازه ب� روی f ′ �ع �اب� ت� �رای ب� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �ط �رای� ش� �اره دوب� c۱ < c۲ و f ′(c۱) = f ′(c۲) = ۰

x ه��ر ب��رای ام��ا f ′′(c) = ۰ ك��ه اس��ت م��وج��ود c ∈ (c۱, c۲) ب��ن��اب��رای��ن اس��ت ب��رق��رار [c۱, c۲]

f ′′(x) = n(n− ۱)xn−۲ > ۰

س��ه دارای x۳ − x = ۰ چ��ون ن��ی��س��ت درس��ت دی��گ��ر م��وض��وع ای��ن ب��اش��د ف��رد n اگ��ر اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ك ای��ن و
اس��ت. ج��واب

�ر ه� �رای ب� و �د �رن� �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� �ی �ع� �واب� ت� f, g : R −→ R �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .۶.٧.٧ �ه �ال� �س� م�
�ود �وج� م� �ان �ن� چ� R در c �دد ع� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� g(x) ̸= ۰ ،x ∈ R �ر ه� �رای ب� �ر اگ� g(x)f ′(x) = f(x)g′(x)

f(x) = cg(x) ،x ∈ R ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت

ری��م. دا ص��ورت درای��ن ری��م. م��ی�گ��ی�� درن��ظ��ر را h(x) = f(x)
g(x) ت��اب��ع ح��ل.

h′(x) =
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g۲(x)
= ۰

�ت اس� �ود �وج� م� �ان �ن� چ� c �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �س پ� �ت اس� �ت �اب� ث� �ی �ع� �اب� ت� h ،٩.٢.٧ �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ه �وج� �ات� ب� �س پ�
f(x) = cg(x)

f : I −→ R �د �ی� �ن� ك� �رض ف� و �د �اش� ب� �ی �ف� �ن� �رم� �ی� غ� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ك ی� n و �از ب� �ازه�ای ب� I ف��رض .٧.٧.٧ �ه �ال� �س� م�
�ه ك� k �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ر ه� �رای ب� I از x۰ �ه �ط� �ق� ن� در �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ت. اس� �ق �ت� �ش� م� n دارای



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢٣٨

،۰ ≤ k ≤ n− ۱

f (k)(x۰) = ۰

z �د �ن� �ان� م� �ه�ای �ط� �ق� ن� ،I در x ̸= x۰ �ه �ط� �ق� �رن� ه� �رای ب� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �ور �ل� �ی� ت� �ه �ی� �ض� ق� از �اده �ف� �ت� اس� �دون ب� �ورت ص� �ن درای�
ك��ه اس��ت م��وج��ود چ��ن��ان ق��راردارد x۰ و x ب��ی��ن اك��ی��دا

f(x) =
f (n)(z)

n!
(x− x۰)

n

،۰ ≤ k ≤ n− ۱ �ر ه� �رای ب� �ورت ص� �ن درای� �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� درن� I روی g(x) = (x− x۰)
n �ع �اب� ت� �ل. ح�

�رد ك� �رض ف� �وان �ی�ت� م� x ̸= x۰ �ه ك� �د �اش� ب� I در �ه�ای �ط� �ق� ن� x �د �ی� �ن� ك� �رض ف� g(n)(x۰) = n! و g(k)(x۰) = ۰

در را x۱ ن��ق��ط��ه م��ی�ت��وان��ی��م g, f : [x۰, x] ⇒ R ت��واب��ع ب��رای م��ی��ان��گ��ی��ن�ك��ش��ی م��ق��دار ق��ض��ی��ه اع��م��ال ب��ا x > x۰

ك��ه: ك��ن��ی��م ان��ت��خ��اب چ��ن��ان (x۰, x)

f(x)

g(x)
=

f ′(x۱)

g′(x۱)
(۴.٧)

در x۲ �ه �ط� �ق� ن� �ا ت� �د �ی� �ن� ك� �ال �م� اع� g′, f ′ : [x۰, x۱] −→ R �ع �واب� ت� �رای ب� را �ی �ش� ك� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �ال ح�
ك��ه گ��ردد ان��ت��خ��اب چ��ن��ان (x۰, x۱)

f ′(x۱)

g′(x۱)
=

f ′(x۱)− f ′(x۰)

g′(x۱)− g′(x۰)
=

f ′′(x۲)

g′′(x۲)

xn �ق��ط��ه ن� �ر، �الات� ب� �ت��ق�ه��ای م��ش� �ا ب� �وال��ی �ت� م� ط��ور ب��ه �د رون� ای��ن �ا ب� f(x)
g(x) = f ′′(x۲)

g′′(x۲)
�م: ری� دا ۴.٧ ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� �ال ح�

ك��ه م��ی�آی��د دس��ت ب��ه چ��ن��ان (x۰, x) در
f(x)

g(x)
=

f (n)(xn)

g(n)(xn)
=

f ′′(x۲)

g′′(x۲)

. اس��ت ش��ده اث��ب��ات ق��ض��ی��ه ح��ك��م z = xn دادن ق��رار ب��ا

،(gf ′ + f ′g)(x) ̸= ۰ ،x �ر ه� �رای ب� �ه ك� �د �ن� �اش� ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� �ی �ع� �واب� ت� g و f �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٨.٧.٧ �ه �ال� �س� م�
ن��ی��س��ت��ن��د. م��ت��م��ای��ز ری��ش��ه�ه��ای دارای g و f ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان

�م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در .α < β �ه ك� �د �اش� ب� g �ه �ش� ری� �ك ی� β و f �ه �ش� ری� �ك ی� α �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
�راراس��ت �رق� ب� [α, β] �ازه ب� روی h �اب��ع ت� �رای ب� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �ه �ی� �ض� ق� �ط �رای� ش� �ورت ص� ای��ن در h(x) = f(x)g(x)

�ا ام� .h(β) − h(α) = h′(c)(β − α) �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� �ان �ن� چ� c ∈ (α, β) �ه �ی� �ض� ق� �ن ای� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ�
�ن �ك� �م� م� �ر �ی� غ� �رض ف� �ه ب� �ا �ن� ب� �ه ك� h′(c) = ۰ �د �ای� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� h(α) = h(β) = ۰ �م ری� دا h ری��ف � �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� �ات� ب�

اس��ت. ش��ده ث��اب��ت ح��ك��م س��پ��س اس��ت

در ϵ > ۰ ه��ر ب��رای �د �اش� ب� �ران��دار ك� �ت��ق م��ش� �ا ب� �ر �ذی� �ت��ق�پ� م��ش� �ع��ی �اب� ت� g : R −→ R �ی��د �ن� ك� ف��رض .٩.٧.٧ �ال��ه م��س�
اس��ت. ی��ك ب��ه ی��ك f ت��اب��ع ك��وچ��ك ك��اف��ی ان��دازه ب��ه ϵ ب��رای ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان f(x) = x+ ϵg(x) ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر
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�م ری� دا �ورت ص� �ن ای� در f(x) = f(y) و y, x �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �رای ب� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
ری��م: دا ن��ت��ی��ج��ه در x− y = ϵ(g(y)− g(x)) و x+ ϵg(x) = y + ϵg(y)

|x− y|= ϵ|g(x)− g(y)| (۵.٧)

ب��رق��رار y, x �ت��ه��ای��ی ان� ن��ق��اط ب��ا ب��ازه�ای روی g ت��اب��ع ب��رای �ی��ان��گ��ی��ن م� م��ق��دار ق��ض��ی��ه ش��رای��ط م��ف��روض��ات، ب��ه ب��ات��وج��ه
ك��ه اس��ت م��وج��ود y, x ب��ی��ن t۰ی پ��س اس��ت.

g(y)− g(x) = g′(t۰)(y − x). (۶.٧)

|g′(t)|< M ،t ∈ R �ر ه� �رای ب� �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� M > ۰ پ��س �ت اس� �دار �ران� ك� g′ �ع �اب� ت� �رض ف� �ق �ب� ط� �ون چ�
ری��م دا ۵.٧ از ح��ال

|g(y)− g(x)|= |g′(t۰)||y − x|≤ M |y − x|.

ری��م: دا ۵.٧ ب��ه ت��وج��ه ب��ا س��پ��س
|y − x|< ϵM |y − x| (٧.٧)

ای��ن در ۰ < ϵM < ۱ �ه ك� �رد ك� �ار �ی� �ت� اخ� �ان �ن� چ� را ϵ > ۰ �ی�ت��وان م� اس��ت �وچ��ك ك� �اف��ی ك� �دازه ان� �ه ب� ϵ > ۰ چ��ون
x = y م��گ��ر اس��ت غ��ی��رم��م��ك��ن ای��ن و |y − x|< |y − x| ری��م: دا ٧.٧ از ص��ورت

ك��ه ب��اش��ن��د ث��اب��ت��ی اع��داد c۰, c۱, · · · cn م��ق��ادی��ر از ك��ن��ی��د ف��رض .١٠.٧.٧ م��س��ال��ه

c۰ +
c۱

۲
+

c۲x
۳

۳
+ · · · cnx

n+۱

n+ ۱
= ۰

اس��ت. ۱ و ۰ ب��ی��ن ج��واب ی��ك دارای لااق��ل c۰ + c۱x+ · · ·+ cnx
n = ۰ م��ع��ادل��ه ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان

درای��ن ری��م. م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در [۰,۱] ب��ازه روی f(x)را = c۰x+ c۱x۲

۲ + c۲x۳

۳ + · · ·+ cnxn

n+۱ ت��اب��ع ح��ل.
ری��م دا و اس��ت م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه ش��رای��ط واج��د f پ��س f(۱) = f(۰) = ۰ ری��م دا ص��ورت

f ′(x) = c۰ + c۱x+ · · ·+ cnx
n

ك��ه اس��ت م��وج��ود ۱ و ۰ ب��ی��ن c م��ان��ن��د ع��ددی م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه ط��ب��ق پ��س
f(۱)− f(۰) = f ′(c).

.f ′(c) = ۰ پ��س f(۱) = f(۰) = ۰ ام��ا
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م��س��ای��ل ٨.٧

را آن �ودار �م� ن� و �د. �ی� �اب� �ی� ب� را �ده ش� داده �ع �واب� ت� �ق �ل� �ط� وم� �ی �ب� �س� ن� �م �م� �ی� �ی�ن� م� و �م �م� زی� � اك� � م� �ر �ادی� �ق� م� �ر زی� �ای �ن�ه� ری� � �م� ت� در .١
ك��ن��ی��د. رس��م

(٨
f(x) = −

√
۲ − x۲

(٩
f(x) = x− ۲ tan−۱(x)

(١٠
f(x) = ۲x۳ − sin−۱ x

(١١
f(x) = sin|x|

(١٢
f(x) = |sinx|

(١٣
f(x) = (x− ۱)

۱
۳ + (x+ ۱)

۱
۳

(١۴
f(x) = (x− ۱)

۱
۳ + (x+ ۱)

۲
۳

(١
(۰ ≤ x ≤ ۲) , f(x) = |۴x− ۱|

(٢
(−۲ ≤ x ≤ ۱) , f(x) = ۱− x۲

(٣
(−۲ ≤ x ≤ −۱) , f(x) = ۱+(۱+x)۲

(۴

(۰ < x ≤ ۱) , f(x) =
۱

x

(۵
(
−π

۴
≤ θ <

π

۲
) , f(θ) = tan θ

(۶

(−π < θ < π) , f(θ) = cos
θ

۲

(٧
f(x) =

x√
x۴ + ۱

ب��ود؟ خ��واه��د ن��س��ب��ی زی��م��م اك�� م�� دارای f آی��ا ب��اش��د م��ط��ل��ق زی��م��م اك�� م�� دارای f ت��اب��ع اگ��ر .٢

ت��وج��ی��ه را خ��ود پ��اس��خ ب��ود خ��واه��د م��ط��ل��ق زی��م��م اك�� م�� دارای ن��ی��ز |f | آی��ا ب��اش��د م��ط��ل��ق زی��م��م اك�� م�� دارای f ت��اب��ع اگ��ر .٣
ك��ن��ی��د.

�م �م� �ی� م��ی�ن� دارای ن��ه و �ب��ی ن��س� �م �م� زی� � اك� � م� دارای ن��ه f(x) = x۱۰۱ + x۵۱ + x+ ۱ �اب��ع ت� �ه ك� �د �ی� ده� ن��ش��ان .۴
اس��ت. ن��س��ب��ی

�ازه ب� در و �ه �ت� �وس� �ی� پ� [۰,∞) �ازه ب� در f �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� f(x) =

x sinx x > ۰

۰ x = ۰
�د �ی� �ن� ك� �رض ف� .۵

اس��ت. ن��س��ب��ی م��ی��ن��ی��م��م ن��ه و ن��س��ب��ی زی��م��م اك�� م�� دارای ن��ه x = ۰ ن��ق��ط��ه در ام��ا اس��ت، م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر (۰,∞)
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و −∞ ≤ a < b ≤ ∞ ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه (a, b) ب��ازه در f ك��ن��ی��د ف��رض .۶
lim

x→a+
f(x) = lim

x→a+
f(x) = ∞

م��ی�ب��اش��د. م��ط��ل��ق م��ی�ن��ی��م��م دارای (a, b) در f ده��ی��د ن��ش��ان

�ام �م� ت� �س �پ� س� و �د �ن� �ی�ك� م� �دق ص� رل �ه �ی� �ض� ق� �ات �روض� �ف� م� در �ده ش� داده �ع �اب� ت� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �ق �ی� �ق� �ح� ت� �ر زی� �ات �ن� ری� � �م� ت� در .٧
ب��ی��اب��ی��د. م��ی�ك��ن��ن��د ص��دق ق��ض��ی��ه ای��ن ن��ت��ی��ج��ه�گ��ی��ری در ك��ه را c اع��داد

[۰,۲π] , f(x) = sinx+ cosx (١

[−۲, ۰] , f(x) = x۳ + x۲ − ۲x+ ۱ (٢

ن��ی��س��ت. ج��واب دو دارای ،۰ < x < ۱ ك��ه وق��ت��ی زی��ر م��ع��ادل��ه ك��ه ك��ن��ی��د ث��اب��ت c > ۰ ب��رای .٨

x۳ − ۳x+ c = ۰

۴a۳ + ۲۷b۲ < ۰ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ج��واب س��ه دارای دق��ی��ق��ا زی��ر م��ع��ادل��ه ك��ن��ی��د ث��اب��ت b, a اع��داد ب��رای .٩
.x۳ + ax+ b = ۰ و

ب��ازه ب��ر م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه م��ف��روض��ات در f(x) = x۴ − ۶x۳ + ۴x− ۱ ت��اب��ع ك��ه ك��ن��ی��د ت��ح��ق��ی��ق .١٠
م��ی�ك��ن��د. ص��دق [۰,۱]

ك��ه ط��وری ب��ه c م��ق��دار ه��ی��چ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان f(x) = |x− ۱| ك��ن��ی��د ف��رض .١١
f(۳)− f(۰) = f ′(c)(۳ − ۰)

ن��م��ی�ك��ن��د؟ ن��ق��ص را م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه م��ث��ال ای��ن چ��را ن��دارد. وج��ود

ك��ه ط��وری ب��ه c م��ق��دار ه��ی��چ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان f(x) = x−۱
x−۱ ك��ن��ی��د ف��رض .١٢

f(۲)− f(۰) = f ′(c)(۲ − ۰)

ن��م��ی�ك��ن��د؟ ن��ق��ض را م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه م��ث��ال ای��ن چ��را ن��دارد. وج��ود ب��اش��د

دارد. ح��ق��ی��ق��ی ری��ش��ه n ح��داك��ث��ر n درج��ه ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د ی��ك ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١٣

دارد. ری��ش��ه ی��ك ح��داق��ل f ′ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان دارد ری��ش��ه دو و اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر R ب��ر f ك��ن��ی��د ف��رض .١۴

�ه �ش� ری� ی��ك �ل �داق� ح� f ′′ �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� دارد �ه �ش� ری� �ه س� و اس��ت �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� R �ر ب� f �ی��د �ن� ك� ف��رض ال��ف) .١۵
دارد. ح��ق��ی��ق��ی

�ه ری��ش� ی��ك �داق��ل ح� f ′′ �ه �دك� �ی� ده� �ان ن��ش� دارد �ه ری��ش� �ه س� و اس��ت �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� �ار ب� دو R �ر ب� f �ی��د �ن� ك� ف��رض ب)
دارد. ح��ق��ی��ق��ی



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢۴٢

. ده��ی��د رات��ع��م��ی��م (ب) و (ال��ف) ق��س��م��ت�ه��ای م��ی�ت��وان��ی��د آی��ا ج)

. ری��د ب��ب�� ك��ار ب��ه |sin a− sin b|≤ |a− b| ن��ام��س��اوی اث��ب��ات ب��رای را م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه .١۶

،[a, b] در y, x �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ی �اض� �ب� �ق� ان� [a, b] روی �ع �اب� ت� �ك ی� .١٧
ب��رای و �د �اش� ب� �ر �ذی� پ� �ق �ت� �ش� م� f �ر اگ� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۰ < λ < ۱ �ه ك� �ت��ی وق� |f(x)− f(y)|≤ λ|x− y|

اس��ت. [a, b] روی ان��ق��ب��اض��ی ت��اب��ع ی��ك f آن�گ��اه .|f ′(x)|≤ λ < ۱ ،x ∈ [a, b] ه��ر

.P (x) = c۰ + c۱x+ c۲x
۲ + · · ·+ cnx

n ك��ن��ی��د ف��رض .١٨

�اه آن�گ� ،x۱ < x < x۲ �ر ه� �رای ب� P ′(x) ̸= ۰ و P ′(x۱) = P ′(x۲) = ۰ �ر اگ� �د �ی� �ن� ك� �ت �اب� ث� ال��ف)
.P (x۳) = ۰ ك��ه اس��ت م��وج��ود x۳ ∈ (x۱, x۲) ع��دد ی��ك ح��داك��ث��ر

�ازه ب� در x۵ − ۵x = ۰ �ه�ی �ادل� �ع� م� �ه�ی �ش� ری� �ا �ه� �ن� ت� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �ف) (ال� �ت �م� �س� ق� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� ب)
.x = ۰ ،(−۱,۱)

ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��ن��د ال��ع��لام��ت م��خ��ت��ل��ف f ′(a) و f ′(b) اگ��ر ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر [a, b] روی f ك��ن��ی��د ف��رض .١٩
اس��ت) ن��ش��ده ف��رض پ��ی��وس��ت��ه f ′).f ′(c) = ۰ ك��ه دارد وج��ود (a, b) در c ع��دد ی��ك ح��داق��ل

ری��د. ب��ب�� ك��ار ب��ه زی��ر ه��م��ان��ی�ه��ای اث��ب��ات ب��رای را ٩.٢.٧ ن��ت��ی��ج��ه .٢٠

sin−۱ x−۱
x+۱ = ۲ tan−۱ √x− π

۲ (١

(x ≥ ۰) ۲ sin−۱ x = cos−۱(۱ − ۲x۲) (٢

و �م��م زی� � اك� � م� �ر �ادی� �ق� م� �د �ی� �اب� �ی� ب� اس��ت �زول��ی ن� �ا ی� �ودی �ع� ص� �ع��ی �اب� ت� f �ا �ه� آن� در �ه ك� را �ای��ی �ازه�ه� ب� �ر زی� �ای �ن�ه� ری� � �م� ت� در .٢١
ن��م��ای��ی��د. رس��م را f ن��م��ودار و ك��ن��ی��د پ��ی��دا را f ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م

f(x) = x
√

۱ − x۲ (١

(۰ ≤ x ≤ ۲π) f(x) = x− ۲ sinx (٢

(۰ ≤ x ≤ ۲π) f(x) = sin۳ x+ cos۳ x (٣

(−π ≤ x ≤ π) f(x) = x sinx+ cosx (۴

f(x) = ۲ tanx− tan۳ x (۵

(−۵ ≤ x ≤ ۵) f(x) = x
x۲+۱ (۶

.a+ ۱
a < b+ ۱

b آن�گ��اه ۱ < a < b ه��رگ��اه ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٢٢
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. tan b
tan a > b

a آن�گ��اه ۰ < a < b < π
۲ ه��رگ��اه ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٢٣

.۲
√
x > ۳ − ۱

x آن�گ��اه x > ۱ اگ��ر .٢۴

.cosx > ۱ − x۲

۲ آن�گ��اه x > ۰ اگ��ر .٢۵

.x+ ۱
x ≥ ۲ آن�گ��اه x > ۰ اگ��ر ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٢۶

�ك ی� −۲ در �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �ان �ن� چ� را f(x) = ax۳ + bx۲ + cx + d ،۳ �ه درج� �ه�ای �ل� �م� ج� �د �ن� چ� .٢٧
ب��اش��د. داش��ت��ه ۰ ب��راب��ر ن��س��ب��ی م��ی�ن��ی��م��م م��ق��دار ی��ك ۱ در و ۳ ب��راب��ر ن��س��ب��ی زی��م��م اك�� م�� م��ق��دار

اس��ت. ص��ع��ودی I ب��ر ن��ی��ز f + g ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د، ص��ع��ودی I ب��از ب��ازه ب��ر g و f اگ��ر ال��ف) .٢٨

اس��ت. ص��ع��ودی I ب��ر ن��ی��ز fg ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��ن��د م��ث��ب��ت و ص��ع��ودی I ب��ازه ب��ر g و f اگ��ر ب)

.f ′′(x) ≥ ۰ و f ′(x) ≤ ۰ ،x ∈ R �ر ه� �رای ب� و �ر �ذی� پ� �ق �ت� �ش� م� �ار ب� دو f : R → R �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٢٩
اس��ت. ث��اب��ت ت��اب��ع f ده��ی��د ن��ش��ان

.f ′(x) ≤ f(x) ،x �ر ه� ب��رای و f(۰) = ۰ و �اش��د ب� �ر �ذی� پ� �ت��ق �ش� م� �ار ب� دو f : R → R �ی��د �ن� ك� ف��رض .٣٠
.f(x) = ۰ ،x ه��ر ب��رای آی��ا

م��ی�ب��اش��ن��د. ۲ از اك��م��ت��ر ن�� ط��ب��ی��ع��ی اع��داد p, q ك��ه وق��ت��ی f(x) = (x+ ۱)p(x− ۱)q ك��ن��ی��د ف��رض .٣١

.x = −۱ ی��ا x = ۱ ی��ا x = p−q
p+q اگ��ر f ′ = ۰ ده��ی��د ن��ش��ان ال��ف)

آوری��د. دس��ت ب��ه را f ن��س��ب��ی اك��س��ت��رم��م ب)

ری��م دا x۰ ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ب��رای ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض و ب��اش��د پ��ن��ج ازدرج��ه ح��داك��ث��ر ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د ی��ك p ك��ن��ی��د ف��رض .٣٢

p(x۰) = p′(x۰) = · · · = p(۵)(x۰) = ۰.

.p(x) = ۰, x ∈ R ه��ر ب��رای ك��ن��ی��د ث��اب��ت

�ر ه� �رای ب� و �د �ن� �اش� ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� (a, b) �ر ب� و �ه �ت� �وس� �ی� پ� [a, b] �ر ب� g و f �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ع �واب� ت� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٣٣
.|f(u)−f(v)|≥ |g(u)−g(v)| و u, v ∈ [a, b] ه��ر ب��رای ك��ن��ی��د ث��اب��ت |g′(x)|> ۰ و x ∈ (a, b)

ك��ه اس��ت م��وج��ود M > ۰ ع��دد ك��ن��ی��د ث��اب��ت f(۰) = f ′(۰) = · · · = f (n−۱)(۰) = ۰ ك��ن��ی��د ف��رض .٣۴
.|f(x)|≤ M |x|n ،x ∈ (−۱,۱) ه��ر ب��رای

ك��ن��ی��د. م��ع��ی��ن را آن��ه��ا وج��ود ع��دم ی��ا ك��ن��ی��د م��ح��اس��ب��ه را زی��ر ح��ده��ای از ی��ك ه��ر .٣۵
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(٨
lim

x→(π
۲
)−

sec
√
x cos۳x

(٩
lim
x→π

(x− π) cotx

(١٠

lim
x→۰

(
۱

x
− cscx)

(١١

lim
x→∞

(
x۳

x۲ − ۱
− x۳

x۲ + ۱
)

(١٢
lim
x→∞

x

۲x+ ۳ sinx

(١٣
lim
x→∞

(
√

x۲ + ۱ −
√

x۲ − ۴x)

(١۴

lim
x→۰

۱ − cos۲x+ tan۲ x

x sinx

(١۵

lim
x→۰

۲x sinx

secx− ۱

(١

lim
x→۰+

۱ + x

x

(٢

lim
x→۰+

۲ − ۲(۱ + x)
۳
۲

x

(٣

lim
x→۰+

۲x۲ + x۳

x|x|

(۴

lim
x→a

۳
√
x− ۳

√
a

x− a
, (a ̸= ۰)

(۵

lim
x→۰

sin۱۰ x

sin(x۱۰)

(۶

lim
x→۰

۲x− sin−۱ x

۲x+ tan−۱ x

(٧
lim
x→۰

cosmx− cosnx

x۲

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده از اس��ت��ف��اده ب��ا ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه f ′ اگ��ر .٣۶

lim
h→۰

f(x+ h)− f(x− h)

۲h
= f ′(x).

ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه f ′′ اگ��ر .٣٧

lim
h→۰

f(x+ h)− ۲f(x) + f(x− h)

h۲
= f ′′(x).

ب��ازه�ه��ای��ی ن��س��ب��ی، م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اك�� م�� م��ق��ادی��ر ن��زول��ی، ی��ا ص��ع��ودی f آن در ك��ه ب��ازه�ه��ای��ی زی��ر ری��ن�ه��ای ت��م�� در .٣٨
�م رس� �رای ب� را �ات �لاع� اط� �ن ای� �س �پ� س� و �د �ی� �اب� �ی� ب� را �ف �ط� ع� �اط �ق� ن� �ات �ص� �ت� �خ� م� و �ن �ی� �ای� پ� �ا ی� �الا ب� �ت �م� س� �ه ب� �ر �ع� �ق� م� f

ری��د. ب��ب�� ك��ار ب��ه f ن��م��ودار
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f(θ) = cos۲ θ (۴

f(t) = t+ cos t (۵

f(x) = x۳

x۲−۳ (۶

f(x) = ۸ − ۳
√
x (١

f(x) = x
√
x۲ + ۱ (٢

f(x) = x− ۳ ۳
√
x (٣

ك��ن��ی��د. پ��ی��دا ن��م��ای��د ص��دق زی��ر ش��ده داده ش��رای��ط ت��م��ام در ك��ه را ت��اب��ع��ی ن��م��ودار .٣٩

|x|> ۱ اگ��ر f ′(x) > ۰ ،|x|< ۱ اگ��ر f ′(x) < ۰ و f ′(−۱) = f ′(۱) = ۰ .۴٠

f ′(x) = ۰ و f(−۳) = ۴ و f(−۱) = f(۲) = −۱ ،f ′(۲) = ۰, f ′(−۱) = ۰ .۴١
و (۲,∞) ∪ (−۱, ۰) �ر ب� f ′(x) > ۰ ،(۰,۲) ∪ (−۳,−۱) �ر ب� f ′(x) < ۰ و x < −۳ �ر اگ�

.(۵,∞) ب��ر f ′′(x) < ۰ ،(۰,۵) ∪ (−۳, ۰) ب��ر f ′′(x) > ۰

�ك ی� دارای �ا �ق� �ی� دق� a ̸= ۰ ،f(x) = ax۳ + bx۲ + cx + d �وم س� �ه درج� �ع �اب� ت� �ر ه� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۴٢
اس��ت. ع��ط��ف ن��ق��ط��ه

اس��ت c �ام��ل ش� �ه ك� �ازی ب� �ازه ب� در f ′′ و �وده ب� f �م��ودار ن� ع��ط��ف �ه �ط� �ق� ن� ی��ك (c, f(c)) �ر اگ� �ه ك� �د �ی� ده� ن��ش��ان .۴٣
.f ′′(c) = ۰ گ��اه آن ب��اش��د م��وج��ود

ن��ی��س��ت. م��وج��ود g′′(۰) ام��ا دارد (۰, ۰) در ع��ط��ف ن��ق��ط��ه ی��ك g(x) = x|x| ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۴۴

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ب��ار دو I ب��ازه ب��ر g و f ك��ن��ی��د ف��رض .۴۵

اس��ت. م��ق��ع��ر ب��الا ب��ه ن��ی��ز I ب��ر f + g گ��اه آن ب��اش��ن��د م��ق��ع��ر ب��الا ب��ه I ب��ر g و f اگ��ر ال��ف)

اس��ت. م��ق��ع��ر ب��الا ب��ه I ب��ر g(x) = [f(x)]۲ ت��اب��ع گ��اه آن ب��اش��د م��ق��ع��ر ب��الا ب��ه و م��ث��ب��ت I ب��ر f اگ��ر ب)

اس��ت. م��ق��ع��ر ب��الا ب��ه I ب��ر fg آن��ه��ا ح��اص��ل�ض��رب گ��اه آن ب��اش��ن��د م��ق��ع��ر ب��الا ب��ه و م��ث��ب��ت I ب��ر g و f اگ��ر ج)

ت��اب��ع ش��رای��ط��ی چ��ه ت��ح��ت ب��اش��ن��د م��ق��ع��ر ب��الا ب��ه دون��ی��ز ه��ر و ب��اش��ن��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ب��ار دو R ب��ر g, f ك��ن��ی��د ف��رض .۴۶
اس��ت. م��ق��ع��ر ب��الا ب��ه h(x) = f(g(x)) م��رك��ب

�ر اگ� x۱, x۲ ∈ (a, b) �ر ه� �رای ب� �ر اگ� �ط �ق� ف� و �ر اگ� �ت اس� �دب �ح� م� (a, b) �ازه ب� �ر ب� fع� �اب� ت� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۴٧
ب��اش��ی��م داش��ت��ه ۰ < λ < ۱ ه��ر ب��رای گ��اه آن x۱ < x۲

f(λx۱ + (۱ − λ)x۲) ≤ λf(x۱) + (۱ − λ)f(x۲).

n ه��ر و n ≥ ۲ ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت م��ح��دب (a, b) ب��ازه ب��ر f ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۴٨

ب��اش��ی��م داش��ت��ه ۰ ≤ λi ≤ ۱ آن در ك��ه
n∑

i=۱
λi = ۱ و a < x۱ < x۲ < x۳ < · · · < xn < b ن��ق��ط��ه

f

(
n∑

i=۱

λixi

)
≤

n∑
i=۱

λif(xi).
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a < v < t < u < b �ر ه� �رای ب� �ر اگ� �ط �ق� ف� و �ر اگ� �ت اس� �دب �ح� م� (a, b) �ازه ب� �ر ب� f �ع �اب� ت� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۴٩
ب��اش��ی��م داش��ت��ه

f(t)− f(v)

t− v
≤ f(u)− f(v)

u− v
≤ f(u)− f(t)

u− t
.

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه م��ح��دب ت��اب��ع ه��ر ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵٠



٨ ف��ص��ل

م��ش��ت��ق ك��ارب��رده��ای

�ه ب� و �م �دی� ش� �ا �ن� آش� �ق �ت� �ش� م� �ادی �ی� �ن� ب� �ای �ای� �ض� ق� و �ری �ی� �ق�گ� �ت� �ش� م� �ای �ول�ه� �رم� ف� �ق، �ت� �ش� م� �وم �ه� �ف� م� �ا ب� �ه �ت� �ذش� گ� �ل �ص� ف� دو در
ی��ک �م رس� �ه ب� �دا �ت� اب� در �م. �ی� �ای� �م� ن� �اره اش� �ق �ت� �ش� م� �ای �رده� رب� �ا ک� از �دادی �ع� ت� �ه ب� �م �ی� �واه� �ی�خ� م� �ل �ص� ف� �ن ای� در �ا آن�ه� �م��ک ک�
م��ورد را م��ی�ب��اش��د م��ش��ت��ق ب��ه واب��س��ت��ه م��ف��ه��وم ی��ک ک��ه ت��اب��ع ی��ک دی��ف��ران��س��ی��ل ری��ف ت��ع�� س��پ��س پ��رداخ��ت، خ��واه��ی��م ت��اب��ع

م��ی�پ��ردازی��م. م��ی�ن��ی��م��م و زی��م��م اک�� م�� ت��ح��ل��ی��ل��ی م��س��ائ��ل ب��ی��ان ب��ه ادام��ه در و داد خ��واه��ی��م ق��رار ب��ررس��ی

ت��اب��ع ی��ک رس��م ١.٨

از �ی �ل� �ی� خ� �ر �گ� �ان� �ی� ب� �د �وان� �ی�ت� م� �ع �اب� ت� ی��ک �ه ک� �م ری� دا �ه �وج� ت� �س��ت. �ی� ن� �ده �ی� �وش� پ� �ی �س� ک� �ر ب� �ع �واب� ت� �ت �ی� �م� اه� �روز ام� �ان �ه� ج� در
زی��ن��ه‚ ه�� و س��ود ت��واب��ع م��ان��ن��د ب��اش��د. غ��ی��ره و ف��ره��ن��گ��ی و اج��ت��م��اع��ی اق��ت��ص��ادی، م��خ��ت��ل��ف زم��ی��ن��ه�ه��ای در م��ه��م م��س��ائ��ل
ک��اه��ش �ا ی� رش��د ب��ه رب��وط � م� ت��واب��ع �ت��ص��ادی، اق� �ائ��ل م��س� در �ق��اض��ا ت� و ع��رض��ه �ع��ادل ت� و �ه�س��ازی �ن� �ی� �ه� ب� �ه ب� رب��وط � م� ت��واب��ع
ان��ج��ام از ج��ام��ع��ه ی��ک اف��راد رض��ای��ت�م��ن��دی م��ی��زان ب��ه رب��وط م�� ت��واب��ع ج��م��ع��ی��ت��ی، آی��ن��ده�ی پ��ی��ش�ب��ی��ن��ی�ه��ای و ج��م��ع��ی��ت
ب��ه م��ی�ب��اش��ن��د. ت��واب��ع اه��م��ی��ت ن��ش��ان��گ��ر دی��گ��ر م��ورد ه��زاران و ب��خ��ش��ن��ام��ه ی��ک ی��ا ت��ص��م��ی��م�گ��ی��ری ی��ک ی��ا ف��ع��ال��ی��ت ی��ک
ری��اض��ی �ی��ان ب� ی��ک ص��ورت ب��ه �اه��ی �ف� ش� �ی��ان ب� ش��ک��ل از م��ی�خ��واه��د م��ش��ک��ل �ا ی� �ه �ال� م��س� ی��ک �ام��ی �ن��گ� ه� دی��گ��ر �ب��ارت ع�
در زی��ادی ک��م��ک ت��واب��ع رس��م ک��ه ای��ن��ج��اس��ت در م��ی�س��ازن��د. ام��ک��ان�پ��ذی��ر را ام��ر ای��ن ک��ه ه��س��ت��ن��د ت��واب��ع پ��ذی��رد ص��ورت
از ب��س��ی��اری ب��ه م��ی�ت��وان ک��ه اس��ت ت��اب��ع ی��ک ن��م��ودار روی از و م��ی�ب��اش��د آن�ه��ا ب��ه رب��وط م�� اط��لاع��ات ن��م��ای��ش و ب��ی��ان
ت��اب��ع آن از ن��اش��ی م��س��ائ��ل در �ن��ده�ان��د �ن� ک� ام��ی��دوار گ��اه��ی و �ن��ن��ده ک� ن��گ��ران گ��اه��ی ک��ه آن خ��اص��ی��ت�ه��ای ی��ا م��ه��م ن��ک��ات
�ا آن�ه� �م �ی� �رس� ت� �ی �گ� �ون� �گ� چ� �ان �ی� ب� �ه ب� �ع �واب� ت� �م رس� �ی��ت �م� اه� در �اه �وت� ک� �ه �دم� �ق� م� �ن ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ال ح� �رد. ب� �ی پ� �د �ن� �اش� �ی�ب� م�

م��ی�پ��ردازی��م.

م��راح��ل �اب��ق م��ط� اس��ت لازم f �اب��ع ت� �م رس� ب��رای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د �اب��ع ت� ی��ک f �ی��د �ن� ک� ف��رض .١.١.٨ �ب��ص��ره ت�
ی��اب��ی��م. دس��ت f ت��اب��ع دق��ی��ق�ت��ر رس��م ب��ه آن�ه��ا ک��م��ک ب��ه ت��ا آوری��م ب��دس��ت را ن��ی��از م��ورد اط��لاع��ات زی��ر

٢۴٧



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢۴٨

م��خ��ت��ص��ات م��ح��وره��ای ب��ا f ن��م��ودار ت��لاق��ی ن��ق��اط ک��ردن پ��ی��دا .١

�دا �ب� م� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ارن �ق� ت� �ا، �رض�ه� ع� �ای �وره� �ح� م� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ارن �ق� ت� �ل �ام� (ش� f �ع �اب� ت� �ای �ه� �ارن� �ق� ت� �ردن ک� �دا �ی� پ� .٢
و دوم �ا ی� �وم س� و اول �ه�ای �ی� �اح� ن� �ای �ازه� �س� �م� �ی� ن� �د �ن� �ان� م� �اص خ� �ط خ� �ک ی� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ارن �ق� ت� �ا ی� �ات �ص� �ت� �خ� م�

چ��ه��ارم)

ب��اش��د) م��ت��ن��اوب ت��اب��ع f ک��ه ص��ورت��ی (در f ت��اب��ع ت��ن��اوب دوره�ی ک��ردن پ��ی��دا .٣

f ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه ب��ه رب��وط م�� ف��واص��ل در f ب��ودن ن��زول��ی ی��ا ص��ع��ودی ت��ع��ی��ی��ن .۴

وج��ود ص��ورت در f ت��اب��ع ن��س��ب��ی م��ی��ن��ی��م��م و زی��م��م اک�� م�� ن��ق��اط ک��ردن پ��ی��دا .۵

f ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه�ی ب��ه رب��وط م�� م��خ��ت��ل��ف ف��واص��ل در ت��اب��ع ت��ح��دب و ت��ق��ع��ر ت��ع��ی��ی��ن .۶

وج��ود ص��ورت در ع��ط��ف ن��ق��اط ت��ع��ی��ی��ن .٧

م��ای��ل) و اف��ق��ی ق��ائ��م، م��ج��ان��ب�ه��ای (ش��ام��ل م��ج��ان��ب�ه��ا ت��ع��ی��ی��ن .٨

�ا �ن� آش� �م �ت� �ف� ه� و �م �ش� ش� �ول �ص� ف� در �ا آن�ه� �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ا ب� �ه ک� �ت اس� �ع �اب� ت� ی��ک �م �ه� م� و �ی �اس� اس� �ات �لاع� اط� �وق ف� �وارد م�
م��ی�پ��ردازی��م. ف��وق م��راح��ل از ک��دام ه��ر آوردن ب��دس��ت روش و ب��ی��ش��ت��ر ت��وض��ی��ح ب��ه اک��ن��ون ش��دی��م

م��خ��ت��ص��ات م��ح��ور ب��ا ن��م��ودار ت��لاق��ی ن��ق��اط ک��ردن پ��ی��دا .١

م��ی�ک��ن��ی��م. ع��م��ل زی��ر ص��ورت ب��ه م��خ��ت��ص��ات م��ح��وره��ای ب��ا f ت��اب��ع ب��رخ��ورد ن��ق��اط ت��ع��ی��ی��ن ب��رای

yه��ا م��ح��ور ب��ا ت��لاق��ی ال��ف)
�ا ب� f �ورد �رخ� ب� �ل �ح� م� (۰, y) �ه �ط� �ق� ن� �م �ی� ده� �رار ق� را x = ۰ �دار �ق� م� �ع �اب� ت� �ه �ادل� �ع� م� در �ت اس� �ی �اف� ک�
(ب��ن��ا دارد. yه��ا م��ح��ور ب��ا �رخ��ورد ب� ن��ق��ط��ه ی��ک ح��داک��ث��ر f ت��اب��ع ک��ه ری��م دا ت��وج��ه اس��ت. yه��ا م��ح��ور

ب��ودن) ت��اب��ع خ��اص��ی��ت ب��ه

xه��ا م��ح��ور ب��ا ت��لاق��ی ب)
�اط �ق� ن� �ام �م� ت� �اه �گ� آن� �م �ی� ده� �رار ق� را y = ۰ �دار �ق� م� y = f(x) �ع �اب� ت� �ه �ادل� �ع� م� در �ر اگ�
�ت اس� �ن �ک� �م� م� �ع �اب� ت� �ک ی� �ت. اس� �ا xه� �ور �ح� م� �ا ب� �ورد �رخ� ب� �ل �ح� م� (x, ۰) �ورت ص� �ه ب�

ب��اش��د. داش��ت��ه xه��ا م��ح��ور ب��ا زی��ادی ب��رخ��ورد ن��ق��اط ت��ع��داد

f ت��ق��ارن�ه��ای ک��ردن پ��ی��دا .٢

در ت��اب��ع ری��ف ت��ع�� ب��ا زی��را ب��اش��د داش��ت��ه ن��م��ی�ت��وان��د xه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت ت��ق��ارن f ت��اب��ع ک��ه ری��م دا ت��وج��ه اب��ت��دا
ن��اح��ی��ه ن��ی��م��س��از ب��ه ن��س��ب��ت ت��ق��ارن ن��ی��ز و م��خ��ت��ص��ات م��ب��دا و yه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت ت��ق��ارن ل��ذا اس��ت ت��ن��اق��ض

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را y = x خ��ط ی��ع��ن��ی س��وم و اول



م��ش��ت��ق رب��رده��ای ك��ا .٨ ف��ص��ل ٢۴٩

yه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت ت��ق��ارن (ال��ف)

ت��اب��ع آن��گ��اه ن��ک��ن��د ت��غ��ی��ی��ر y م��ق��دار و ک��ن��ی��م ت��ب��دی��ل −x راب��ه x م��ق��دار y = f(x) م��ع��ال��ه�ی در اگ��ر
م��ت��ق��ارن yه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت f ت��اب��ع دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه گ��وی��ی��م. yه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت م��ت��ق��ارن را

ب��اش��ی��م داش��ت��ه اگ��ر اس��ت
f(−x) = f(x)

م��خ��ت��ص��ات م��ب��دا ب��ه ن��س��ب��ت ت��اب��ع ت��ق��ارن (ب)

−x ب��ه را x اگ��ر ک��ه ب��اش��د خ��اص��ی��ت ای��ن دارای ه��رگ��اه گ��وی��ی��م م��ب��دا ب��ه ن��س��ب��ت م��ت��ق��ارن را f ت��اب��ع
ب��اش��ی��م داش��ت��ه دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه گ��ردد ت��ب��دی��ل −y ب��ه را y آن��گ��اه
f(−x) = −f(x)

y = x خ��ط ب��ه ن��س��ب��ت ت��ق��ارن (ج)

�ا ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� y = x خ��ط �ی �ن� �ع� ی� �وم س� و اول �ه �ی� �اح� ن� �از �س� �م� �ی� ن� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ارن �ق� �ت� م� را f �ع �اب� ت�
ن��ک��ن��د. ت��غ��ی��ی��ر م��ع��ادل��ه x ب��ه y و y ب��ه x ت��ب��دی��ل

ت��ن��اوب دوره�ی .٣

ب��اش��ی��م داش��ت��ه ه��رگ��اه گ��وی��ی��م T ت��ن��اوب دوره�ی ب��ا م��ت��ن��اوب را f ت��اب��ع
f(x+ T ) = f(x)

f ب��ودن ن��زول��ی ی��ا ص��ع��ودی .۴

f ′(x) < ۰ �ه �چ� �ان� �ن� چ� و f ′(x) > ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ه �چ� �ان� �ن� چ� �ت اس� �ودی �ع� ص� �ه �ل� �اص� ف� �ک ی� در f �ع �اب� ت�
ب��ود. خ��واه��د ن��زول��ی f ت��اب��ع آن��گ��اه

ن��س��ب��ی م��ی��ن��ی��م��م و زی��م��م اک�� م�� ن��ق��اط .۵

�ه ب� �د �ی� �وان� �ی�ت� م� اس��ت �ده ش� �ح��ث ب� �ام��ل ک� �ور ط� �ه ب� �م �ت� �ف� ه� ف��ص��ل در f �اب��ع ت� �ی �ب� �س� ن� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� و �م �م� زی� � اک� � م� �اط �ق� ن�
ن��م��ای��ی��د. م��راج��ع��ه رب��وط��ه م�� ق��س��م��ت

ت��ح��دب و ت��ق��ع��ر ج��ه��ت .۶

ش��ده�ان��د. داده ت��وض��ی��ح گ��ذش��ت��ه ف��ص��ل در ت��ح��دب و ت��ق��ع��ر ج��ه��ت

ع��ط��ف ن��ق��اط .٧

اس��ت. ش��ده داده ت��وض��ی��ح گ��ذش��ت��ه ف��ص��ل در ع��ط��ف ن��ق��اط

م��ج��ان��ب�ه��ا ت��ع��ی��ی��ن .٨



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢۵٠

ب��اش��ی��م داش��ت��ه ه��رگ��اه گ��وی��ی��م f ت��اب��ع اف��ق��ی م��ج��ان��ب را y = b خ��ط اف��ق��ی م��ج��ان��ب ال��ف)
lim

x−→−∞
f(x) = bی��ا lim

x−→∞
f(x) = b.

ی��ک��ی ح��داق��ل اگ��ر �ی��م �ام� م��ی�ن� f �اب��ع ت� ب��رای �ائ��م ق� �ان��ب م��ج� خ��ط ی��ک را x = a خ��ط �ائ��م ق� �ان��ب م��ج� ب)
ب��اش��د. ب��رق��رار زی��ر گ��زاره�ه��ای از

lim
x−→a−

f(x) = −∞ lim
x−→a−

f(x) = ∞
lim

x−→a+
f(x) = −∞ lim

x−→a+
f(x) = ∞

�ه �ت� داش� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� f �ع �اب� ت� �رای ب� �ل �ای� م� �ب �ان� �ج� م� ی��ک را y = mx+ b خ��ط �ل �ای� م� �ب �ان� �ج� م� ج)
ب��اش��ی��م

lim
x−→−∞

(f(x)− (mx+ b)) = ۰, lim
x−→∞

(f(x)− (mx+ b)) = ۰.

م��ی�پ��ردازی��م. م��ث��ال چ��ن��د ب��ی��ان ب��ه ف��وق ن��ک��ات ب��ه ت��وج��ه ب��ا اک��ن��ون

ک��ن��ی��د. رس��م را y = x۴ − ۴x۳ ت��اب��ع .٢.١.٨ م��ث��ال

�د �وان� �ی�ت� م� را �ق��ی �ی� �ق� ح� �دار �ق� م� �ر ه� x �ن��ی �ع� ی� اس��ت R �ر �راب� ب� �ع �اب� ت� �ن ای� ری��ف � �ع� ت� �ه�ی �ن� دام� �ه ک� �م ری� دا �ه �وج� ت� �دا �ت� اب� ح��ل.
ای��ن در x = ۰ م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ک��ن��ی��م. ع��م��ل ت��اب��ع ی��ک رس��م ب��رای ش��ده ب��ی��ان م��راح��ل م��ط��اب��ق ح��ال ک��ن��د. اخ��ت��ی��ار
y = ۰ �ه �چ� �ان� �ن� چ� اس��ت �ت��ص��ات �خ� م� �دا �ب� م� �ه�ی �ط� �ق� ن� در �ا yه� �ور �ح� م� �ا ب� f �اب��ع ت� �ورد �رخ� ب� �ح��ل م� پ��س y = ۰ ص��ورت

داش��ت خ��واه��ی��م آن��گ��اه ده��ی��م ق��رار
۰ = y = x۴ − ۴x۳ = x۳(x− ۴) ⇒ x = ۰,۴.

اس��ت. (۴, ۰) و (۰, ۰) ن��ق��اط در xه��ا م��ح��ور ب��ا f ت��اب��ع ب��رخ��ورد م��ح��ل ب��ن��اب��رای��ن
�د. �اش� �ی�ب� �م� ن� y = x �ط خ� �ز �ی� ن� و �ات �ص� �ت� �خ� م� �دا �ب� م� �ا، yه� �ور �ح� م� �ا، xه� �ور �ح� م� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ارن �ق� ت� دارای f �ع �اب� ت�
ن��ق��اط ن��زول��ی، و ص��ع��ودی ن��س��ب��ی، م��ی��ن��ی��م��م و زی��م��م اک�� م�� ن��ق��اط ت��ع��ی��ی��ن ب��ه اک��ن��ون ن��ی��س��ت. م��ت��ن��اوب f ت��اب��ع ه��م��چ��ن��ی��ن

ری��م دا م��ی�پ��ردازی��م. f ت��ح��دب و ت��ع��ق��ر ج��ه��ت و ع��ط��ف

f ′(x) = ۴x۳ − ۱۲x۲ = ۴x۲(x− ۳)

f
′′
(x) = ۱۲x۲ − ۲۴x = ۱۲x(x− ۲)

�ال ح� x = ۲ و x = ۰ از �د �ن� �ارت� �ب� ع� �ف �ط� ع� الا� �م� �ت� اح� �اط �ق� ن� و x = ۳ و x = ۰ از �د �ن� �ارت� �ب� ع� �ی �ران� �ح� ب� �اط �ق� ن�
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م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده ت��غ��ی��ی��رات ج��دول از ن��ق��اط ای��ن دق��ی��ق ت��ع��ی��ی��ن ب��رای

x +∞ ۳ ۲ ۰ −∞
f ′(x) + ۰ − − ۰ −
f

′′
(x) + + ۰ − ۰ +

ت��غ��ی��ی��رات ص��ع��ودی
ب��الا ب��ه رو ت��ق��ع��ر

|
|

ن��زول��ی
ب��الا ب��ه رو ت��ق��ع��ر

|
|

ن��زول��ی
پ��ای��ی��ن ب��ه رو ت��ق��ع��ر

|
|

ن��زول��ی
ب��الا ب��ه رو ت��ق��ع��ر

ن��س��ب��ی م��ی��ن��ی��م��م ع��ط��ف ع��ط��ف

�ه ب� �ع �اب� ت� �ودار �م� ن� �وق ف� �ات �لاع� اط� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د. �اش� �ی�ب� م� �ل �ای� م� و �م �ائ� ق� �ی، �ق� اف� �ب �ان� �ج� م� �وط �ط� خ� دارای f �ع �اب� ت�
اس��ت. زی��ر ص��ورت

-2 -1 1 2 3 4

.x۴ − ۴x۳ ت��اب��ع ن��م��ودار :١.٨ ش��ک��ل

ک��ن��ی��د. رس��م را y = x+ ۱
x ت��اب��ع .٣.١.٨ م��ث��ال

�ارن �ق� �ت� م� �ات �ص� �ت� �خ� م� �دا �ب� م� �ه ب� �ب��ت �س� ن� و �د �ن� ک� �ی �م� ن� �ع �ط� ق� را �ات �ص� �ت� �خ� م� �ای �وره� �ح� م� f �اب��ع ت� �ه ک� �م ری� دا �ه �وج� ت� �ل. ح�
ری��م: دا ه��م��چ��ن��ی��ن ن��ی��س��ت. م��ت��ن��اوب ت��اب��ع و اس��ت

y′ = ۱ − ۱

x۲
= ۰ =⇒ x = ±۱, y′′ =

۲

x۳

اس��ت: زی��ر ص��ورت ب��ه f ت��غ��ی��ی��رات ج��دول ل��ذا
x +∞ ١ ٠ ١- −∞
y′ + ٠ - - ٠ +
y
′′ + + - -

ت��غ��ی��ی��رات ص��ع��ودی
ب��الا ب��ه رو ت��ق��ع��ر

|
|

ن��زول��ی
ب��الا ب��ه رو ت��ق��ع��ر

|
|

ن��زول��ی
پ��ای��ی��ن ب��ه رو ت��ق��ع��ر

|
|

ص��ع��ودی
پ��ای��ی��ن ب��ه رو ت��ق��ع��ر

م��ی��ن��ی��م��م ق��ائ��م م��ج��ان��ب زی��م��م اك�� م��
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x = ۰ خ��ط .limx−→۰+ f(x) = +∞ و limx−→۰− f(x) = −∞ ش��ود م��ی م��لاح��ظ��ه ک��ه ه��م��ان��ط��ور
ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی�ب��اش��د. ق��ائ��م م��ج��ان��ب

lim
x−→+∞

(y − x) = lim
x−→+∞

(x+
۱

x
− x) = lim

x−→+∞

۱

x
= ۰

اس��ت. f ت��اب��ع م��ای��ل م��ج��ان��ب y = x خ��ط پ��س

-2 -1 1 2

.y = x+ ۱
x ت��اب��ع ن��م��ودار :٢.٨ ش��ک��ل

ن��م��ای��ی��د. رس��م را y = ۲x۲

x۲−۱ خ��م ن��م��ودار .۴.١.٨ م��ث��ال

ب��ا اس��ت ب��راب��ر ق��ل��م��رو ح��ل.
{x|x۲ − ۱ ̸= ۰} = {x|x ̸= ±۱} = (−∞,−۱) ∪ (−۱,۱) ∪ (۱,∞)

yه��ا م��ح��ور ح��ول خ��م اس��ت. زوج f ،f(−x) = f(x) چ��ون و ه��س��ت��ن��د ص��ف��ر دو ه��ر م��ب��دا از ع��رض و ط��ول
اس��ت. م��ت��ق��ارن

lim
x−→±∞

۲x۲

x۲ − ۱
= lim

x−→±∞

۲

۱ − ۱
x۲

= ۲

را �ر زی� �دود ح� �ود. ش� �ی م� ۰ �رج �خ� م� x = ±۱ �ی �ت� وق� �ون چ� �ت. اس� �ی �ق� اف� �ب �ان� �ج� م� �ک ی� y = ۲ خ��ط �ن �رای� �اب� �ن� ب�
م��ی�ک��ن��ی��م م��ح��اس��ب��ه

lim
x−→۱+

۲x۲

x۲ − ۱
= +∞ lim

x−→۱−

۲x۲

x۲ − ۱
= −∞

lim
x→−۱+

۲x۲

x۲ − ۱
= −∞ lim

x→−۱−

۲x۲

x۲ − ۱
= +∞
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ه��س��ت��ن��د. ق��ائ��م ه��ای م��ج��ان��ب x = −۱ و x = ۱ خ��ط��وط ص��ورت ای��ن در

f
′
(x) =

۴x(x۲ − ۱)− ۲x۲ × ۲x

(x۲ − ۱)۲
=

−۴x

(x۲ − ۱)۲

(−∞,−۱) ب��ر f ،(x ̸= ۱)x > ۰ �ت��ی وق� f ′
(x) < ۰ و (x ̸= ۱)x < ۰ �ت��ی وق� f ′

(x) > ۰ چ��ون
چ��ون اس��ت. x = ۰ ب��ح��ران��ی ن��ق��ط��ه�ی ت��ن��ه��ا م��ی�ک��ن��د. ن��زول [۰,۱) و (۱,∞) ب��ر و ک��ن��د م��ی ص��ع��ود [−۱, ۰] و
�ی �ع� �وض� م� �ه�ی �ن� �ی� �ش� �ی� ب� �ک ی� f(۰) = ۰ اول �ق �ت� �ش� م� �ون آزم� �ر �اب� �ن� ب� �د �ن� �ی�ک� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ی �ف� �ن� م� �ه ب� �ت �ب� �ث� م� از �ر �ف� ص� در f ′

اس��ت.
f

′′
(x) =

−۴(x۲ − ۱)۲ + ۴x۲(x۲ − ۱)۲x

(x۲ − ۱)۲
=

۱۲x۲ + ۴

(x۲ − ۱)۲

: ری��م دا ۱۲x۲ + ۴ > ۰ ،x ه��ر ب��رای چ��ون
f

′′
(x) > ۰ ⇔ x۲ − ۱ > ۰ ⇔ |x|> fو۱

′′
(x) < ۰ ⇔ |x|< ۱

و ۱ �ون چ� �ت. اس� �ر �ع� �ق� م� �ن �ی� �ای� پ� �ه ب� (−۱,۱) �ر ب� و �الا ب� �ه ب� (−∞,−۱) و (۱,∞) �ای �ازه�ه� ب� �ر ب� �م خ� �س پ�
ن��دارد. وج��ود ع��ط��ف��ی ن��ق��ط��ه�ی ه��ی��چ ن��ی��س��ت��ن��د f ق��ل��م��روی در −۱

-3 -2 -1 1 2 3

.y = ۲x۲

x۲−۱ ت��اب��ع ن��م��ودار :٣.٨ ش��ک��ل

ک��ن��ی��د. رس��م را f(x) = x۲
√
x+۱

ن��م��ودار .۵.١.٨ م��ث��ال

م��ب��دا از ع��رض و ط��ول و اس��ت x ق��ل��م��رو = {x|x+ ۱ > ۰} = {x|x > −۱} = (−۱,∞) ح��ل.
چ��ون ن��دارد. اف��ق��ی م��ج��ان��ب ه��ی��چ limx−→∞

x۲
√
x+۱

= ∞ چ��ون ن��دارد. ت��ق��ارن��ی ه��ی��چ و ه��س��ت��ن��د ص��ف��ر دو ه��ر
ری��م دا و اس��ت م��ث��ب��ت ه��م��ی��ش��ه f(x) و

√
x+ ۱ −→ ۰ ،x −→ −۱+ وق��ت��ی

lim
x−→−۱+

x۲

√
x+ ۱

= ∞
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اس��ت. ق��ائ��م م��ج��ان��ب ی��ک x = −۱ خ��ط ن��ت��ی��ج��ه در

f
′
(x) =

۲x
√
x+ ۱ − x۲ × ۱

۲
√
x+۱

x+ ۱
=

x(۳x+ ۴)

۲(x+ ۱)
۳
۲

�ران��ی �ح� ب� �دد ع� �ا �ه� �ن� ت� پ��س �ت. �س� �ی� ن� f �روی �م� �ل� ق� در x = −۴
۳ �ا ی� x = ۰ �ه ک� �ی �ت� وق� f ′

(x) = ۰ �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�
[−۱, ۰) �ر ب� f ،x > ۰ �ی �ت� وق� f ′

(x) > ۰ و −۱ < x < ۰ �ی �ت� وق� f ′
(x) < ۰ �ون چ� . �ت اس� �ر �ف� ص�

�ر ب� �ا �ن� ب� �د �ن� ک� �ی م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ب��ت �ث� م� �ه ب� �ی �ف� �ن� م� از ۰ در f ′ و f ′
(۰) = ۰ چ��ون اس��ت. �ودی �ع� ص� [۰,∞) �ر ب� و �ی �زول� ن�

م��ی�ب��اش��د. م��ط��ل��ق و م��وض��ع��ی ک��م��ی��ن��ه�ی ی��ک f(۰) = ۰ اول م��ش��ت��ق آزم��ون

f
′′
(x) =

۲(x+ ۱)
۳
۲ (۶x+ ۴)− (۳x۲ + ۴x)۳(x+ ۱)

۱
۲

۴(x+ ۱)۳
=

۳x۲ + ۸x+ ۸

۴(x+ ۱)
۵
۲

۳x۲ + ۸x + ۸ دوم �ه�ی درج� �ه�ای �ل� �م� ج� �د �ن� چ� �ر �س� ک� �ورت ص� �ت. اس� �ت �ب� �ث� م� �ه �ش� �ی� �م� ه� آن �رج �خ� م� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�
�د. �اش� �ی�ب� م� �ت �ب� �ث� م� �واره �م� ه� �ت اس� �ت �ب� �ث� م� x۲ ری��ب � ض� و �ی �ف� �ن� م� b۲ − ۴ac = −۳۲ آن �ن �ی� �ب� م� �ون چ� �ه ک� �ت اس�
ص��ورت ای��ن در و اس��ت (−۱,∞) ب��ر f ب��ودن م��ق��ع��ر ب��الا م��ع��ن��ی ب��ه ک��ه f ′′

(x) > ۰ xه��ا ت��م��ام ازای ب��ه پ��س
ن��دارد. وج��ود ع��ط��ف��ی ن��ق��ط��ه�ی ه��ی��چ

-1 1 2

. x۲
√
x+۱

ت��اب��ع ن��م��ودار :۴.٨ ش��ک��ل

ک��ن��ی��د. رس��م را f(x) = ۲ cosx+ sin۲x ن��م��ودار .۶.١.٨ م��ث��ال

�د �ی�ده� م� رخ �ی �ت� وق� x �دا �ب� م� از �ول ط� �ت. اس� f(۰) = ۲ �ر �راب� ب� y �دا �ب� ازم� �رض ع� �ت. اس� R �رو �م� �ل� ق� �ل. ح�
�ی �ت� وق� �ی �ن� �ع� ی� ۲ cosx + sin۲x = ۲ cosx + ۲ sinx cosx = ۲ cosx(۱ + sinx) = ۰ �ه ک�
�ه ن� f .۳π۲ و π

۲ از �د �ن� �ارت� �ب� ع� x �دا �ب� م� از �ای �ول�ه� ط� [۰,۲π] �ازه�ی ب� در �س پ� sinx = −۱ �ا ی� cosx = ۰

دوره�ی �ا ب� �ت اس� �ی �اوب� �ن� ت� f �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و �ا xه� �ام �م� ت� �رای ب� f(x+ ۲π) = f(x) �ا ام� �رد. ف� �ه ن� و �ت اس� زوج
ه��س��ت��ی��م ۰ ≤ x ≤ ۲π ب��رای ت��ن��ه��ا ت��اب��ع گ��رف��ت��ن ن��ظ��ر در ب��ه ن��ی��ازم��ن��د م��ی�آی��د دن��ب��ال ب��ه آن��چ��ه در پ��س .۲π ت��ن��اوب

ن��دارد. م��ج��ان��ب��ی ه��ی��چ ت��اب��ع م��ی�ده��ی��م. ب��س��ط ان��ت��ق��ال ت��وس��ط را خ��م س��پ��س و

f
′
(x) = −۲ sinx+ ۲ cos۲x = −۲ sinx+ ۲(۱ − ۲ sin۲ x)
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= −۲(۲ sin۲ x+ sinx− ۱) = −۲(۲ sinx− ۱)(sinx+ ۱)

x = π
۶ ,

۵π
۶ , ۳π

۲ ،[۰,۲π] در ن��ت��ی��ج��ه در sinx = −۱ ی��ا sinx = ۱
۲ گ��اه ه��ر f ′

(x) = ۰ پ��س

ب��ازه f
′
(x) f

۰ < x < π
۶ + [۰, π

۶ ] ب��ر ص��ع��ودی
π
۶ < x < ۵π

۶ − [π۶ ,
۵π
۶ ] ب��ر ص��ع��ودی

۵π
۶ < x < ۳π

۲ + [۵π۶ , ۳π
۲ ] ب��ر ص��ع��ودی

۳π
۲ < x < ۲π + [۳π

۲ ,۲π] ب��ر ص��ع��ودی

و �ی �ع� �وض� م� �ه�ی �ن� �ی� �ش� �ی� ب� �ک ی� f(π۶ ) = ۳
√

۳
۲ �ه ک� �د �ن� �ی�ک� م� �ان �ی� ب� اول �ق �ت� �ش� م� �ون آزم� �الا ب� �دول ج� از

دارد. اف��ق��ی م��م��اس ی��ک ن��دارد. ری��ن��ه�ای ق�� ه��ی��چ ۳π
۲ در ام��ا اس��ت. م��وض��ع��ی ک��م��ی��ن��ه�ی ی��ک f(۵π

۶ ) = −۳
√

۳
۲

f
′′
(x) = −۲ cosx− ۴ sin۲x = −۲ cosx(۱ + ۴ sinx)

از .sinx = −۱
۴ �ه ک� �ی �ام� �گ� �ن� ه� و (x = π

۲ ی��ا
۳π
۲ �ه �ج� �ی� �ت� ن� (در cosx = ۰ �ه ک� �ی �ام� �گ� �ن� ه� f ′′

(x) = ۰ پ��س
ده��ی��د اج��ازه .sinx = −۱

۴ آن�ه��ا ب��رای ک��ه دارن��د وج��ود ۲π و ۰ ب��ی��ن x م��ق��دار دو ک��ه م��ی�ب��ی��ن��ی��م (آ) زی��ر ش��ک��ل
�الا ب� �ه ب� f �ا �اه� �ج� �ن� ای� در �ه �ج� �ی� �ت� ن� در (۳π

۲ , a۲) و (π۲ , a۱) �ر ب� f
′′
(x) > ۰ پ��س �م. �ی� �ام� �ن� ب� a۲ و a۱ را �ا آن�ه�

پ��ای��ی��ن ب��ه ای��ن��ج��اه��ا در f ن��ت��ی��ج��ه در (a۲,۲π) و (a۱,
۳π
۲ ) و (۰, π۲ ) ب��ر f

′′
(x) < ۰ ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت. م��ق��ع��ر

.x = π
۲ , a۱,

۳π
۲ , a۲ ک��ه م��ی�ده��ن��د رخ وق��ت��ی ع��ط��ف ن��ق��اط اس��ت. م��ق��ع��ر

�اوب��ی �ن� ت� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �پ��س س� اس��ت. ش��ده رس��م (آ) زی��ر �ک��ل ش� در ۰ ≤ x ≤ ۲π ب��ه �ده ش� م��ح��دود �اب��ع ت� �ودار �م� ن�
گ��ردد. ح��اص��ل (ب) زی��ر ش��ک��ل در آن ک��ام��ل ن��م��ودار ت��ا داده�ای��م ب��س��ط آن��را ب��ودن

-2 Π -Π Π 2 Π

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

�ازه ب� در f(x) �ع �اب� ت� �ودار �م� ن� (ب)
.[−۲π,۲π]
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.[۰,۲π] ب��ازه در f(x) ت��اب��ع ن��م��ودار (آ)

ن��م��ای��ی��د. رس��م را f(x) = x۳

x۲+۱ ت��اب��ع ن��م��ودار .٧.١.٨ م��ث��ال
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،f(x) = −f(−x) چ��ون ص��ف��ران��د. دو ه��ر م��ب��دا از ع��رض و ط��ول اس��ت. R = (−∞,∞) دام��ن��ه ح��ل.
�م��ی �ائ� ق� �ان��ب م��ج� �ی��چ ه� �م��ی�ش��ود ن� �ر �ف� ص� �رگ��ز ه� x۲ + ۱ چ��ون اس��ت. �ق��ارن �ت� م� �ب��دا م� ح��ول �م��ودارش ن� و ب��وده �رد ف� f
م��ج��ان��ب ه��ی��چ f(x) −→ −∞ ،x −→ −∞ وق��ت��ی و f(x) −→ ∞ ،x −→ ∞ وق��ت��ی چ��ون ن��دارد.
،x −→ ∞ �ی �ت� وق� f(x)و = x۳

x۲+۱ = x − x
x۲+۱ �د �ده� �ی� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ی �ولان� ط� �م �ی� �س� �ق� ت� �ا ام� �دارد. ن� �ی �ق� اف�

اس��ت. م��ای��ل م��ج��ان��ب ی��ک y = x خ��ط ن��ت��ی��ج��ه در f(x)− x = −x
x۲+۱ = −

۱
x

۱+ ۱
x۲

−→ ۰

f
′
(x) =

۳x۲(x۲ + ۱)− x۳ × ۲x

(x۲ + ۱)۲
=

x۲(x۲ + ۳)

(x۲ + ۱)۲

f
′ ،f ′

(۰) = ۰ �ه چ� �ر اگ� �د. �اش� �ی�ب� م� �ودی �ع� ص� (−∞,∞) �ر ب� f (۰ �ز ج� �ه (ب� x �ر ه� �رای ب� f ′
(x) > ۰ �ون چ�

ن��دارد. وج��ود م��وض��ع��ی ک��م��ی��ن��ه�ی ی��ا و ب��ی��ش��ی��ن��ه ه��ی��چ ن��ت��ی��ج��ه در ن��م��ی�ده��د. ع��لام��ت ت��غ��ی��ی��ر ص��ف��ر در

f
′′
(x) =

(۴x۳ + ۶x)(x۲ + ۱)۲ − (x۴ + ۳x۲)× ۲(x۲ + ۱)۲x

(x۲ + ۱)۴
=

۲x(۳ − x۲)

(x۲ + ۱)۴

ب��ب��ی��ن��ی��د. را زی��ر ج��دول f
′′
(x) = ۰ ،x = ±

√
۳ ی��ا x = ۰ وق��ت��ی چ��ون

ب��ازه x ۳ − x۲ (x۲ + ۱)۳ f
′′
(x) f

x < −
√

۳ − − + + (−∞,−
√

۳) ب��الا ب��ه م��ق��ع��ر
−
√

۳ < x < ۰ − + + − (−
√

۳, ۰) پ��ای��ی��ن ب��ه م��ق��ع��ر
۰ < x <

√
۳ + + + + (۰,

√
۳) ب��الا ب��ه م��ق��ع��ر

x >
√

۳ + − + − (
√

۳,∞) پ��ای��ی��ن ب��ه م��ق��ع��ر

.(−
√

۳,−۳
√

۳
۴) و (۰, ۰) ،(

√
۳,۳

√
۳
۴) از ع��ب��ارت��ن��د ع��ط��ف ن��ق��اط

م��رت��ب��ط ن��رخ�ه��ای ٢.٨

دی��گ��ری ک��م��ی��ت ت��غ��ی��ی��ر ن��رخ ح��س��ب ب��ر ک��م��ی��ت��ی، ت��غ��ی��ی��ر ن��رخ م��ح��اس��ب��ه�ی ای��ده�ی م��رت��ب��ط، ه��ای ن��رخ م��س��ال��ه�ی ی��ک در
دو �ه ک� را �ه�ای �ادل� �ع� م� �ه ک� �ت اس� �ورت ص� �ن �دی� ب� �رد �راگ� ف� �ن ای� �ود)، ش� �ری �ی� �دازه�گ� ان� �ر �ت� �ان� آس� �ت اس� �ن �ک� �م� م� �ه (ک� �ت اس�
�ان زم� �ه ب� �ب��ت �س� ن� آن ط��رف دو از �ره �ی� �ج� زن� �ده �اع� ق� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �پ��س س� و �ه �ت� �اف� ی� �د �ن� �ی�ک� م� �ه �ت� �س� واب� �م ه� �ه ب� را �ی��ت �م� ک�

ری��م. م��ی�گ��ی�� م��ش��ت��ق

م��ک��ع��ب س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۱۰۰ ن��رخ ب��ا آن ح��ج��م ک��ه م��ی�ش��ود وارد ط��وری ک��روی ب��ال��ن ی��ک داخ��ل ب��ه ه��وا .١.٢.٨ م��ث��ال
س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۵۰ آن ق��ط��ر ک��ه وق��ت��ی ب��ال��ن ش��ع��اع اف��زای��ش س��رع��ت ت��ع��ی��ی��ن اس��ت م��ط��ل��وب . م��ی�ی��اب��د اف��زای��ش ث��ان��ی��ه ب��ر

اس��ت.
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.f(x) = x۳

x۲+۱ ت��اب��ع ن��م��ودار :۵.٨ ش��ک��ل

م��ع��ادل��ه�ی آن��گ��اه ب��اش��د ب��ال��ن ش��ع��اع r و ب��ال��ن ح��ج��م V اگ��ر ح��ل.

V =
۴

۳
πr۳ (١.٨)

از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� . �م �ی� �اب� �ی� ب� را dV
dt �دار �ق� م� �ت اس� r = ۲۵cm �ی �ت� وق� �ه ک� �ت اس� �ده ش� �ه �ت� �واس� خ� �ا م� از و

و dV
dt = dV

dr × dr
dt = ۴πr۲ dr

dt �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ق �ت� �ش� م� ١.٨ �ه�ی �ادل� �ع� م� �رف ط� دو از �ره �ی� �ج� زن� �ده�ی �اع� ق�
�م �ی�آوری� م� �ت �دس� ب� �ه �ادل� �ع� م� �ن ای� در dV

dt = ۱۰۰ و r = ۲۵ دادن �رار ق� �ا ب� .drdt = ۱
۴πr۲ × dV

dt �ن �رای� �اب� �ن� ب�
م��ی�ی��اب��د. اف��زای��ش ث��ان��ی��ه ب��ر س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۱

۲۵π ن��رخ ب��ا ب��ال��ن ش��ع��اع پ��س dr
dt =

۱
۴π(۲۵)۲ ۱۰۰ = ۱

۲۵π

ب��ر م��ت��ر ۱ ب��ان��رخ ن��ردب��ان ت��ه اگ��ر اس��ت. ش��ده داده ت��ک��ی��ه ق��ائ��م دی��واری ب��ه م��ت��ر ۱۰ ط��ول ب��ه ن��ردب��ان��ی .٢.٢.٨ م��ث��ال
زم��ان��ی��ک��ه م��ی�ش��ود ک��ش��ی��ده پ��ای��ی��ن ط��رف ب��ه دی��وار از ن��ردب��ان س��ر س��رع��ت��ی چ��ه ب��ا ش��ود ک��ش��ی��ده داخ��ل ب��ه دی��وار از ث��ان��ی��ه

ب��اش��د. داش��ت��ه ف��اص��ل��ه دی��وار از م��ت��ر ۶ آن ت��ه

ح��ل.
�ای پ� �ه�ی �ل� �اص� ف� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ذاری گ� �ت �لام� ع� �الا ب� �ل �ک� ش� �د �ن� �ان� م� را آن و �رده ک� �م رس� �وداری �م� ن� �دا �ت� اب�
t از �ی �ع� �واب� ت� دو �ر ه� y و x �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �د. �اش� ب� �ر �ت� م� y �ی��ن زم� �ا ت� آن �ر س� �ه�ی �ل� �اص� ف� و �ر �ت� م� x �وار دی� �ا ت� �ان �ردب� ن�

ه��س��ت��ن��د. (زم��ان)
�ه�ی �ط� راب� �ا �ج� �ن� ای� در �اش��د. �ی�ب� م� �ر �ت� م� x = ۶ �ت��ی وق� اس��ت dy

dt �ا م� �ل��وب �ط� م� و �ه �ی� �ان� ث� �ر ب� �ر �ت� م� dx
dt = ۱ �ه ک� �م �ی� م��ی�دان�

t ب��ه ن��س��ب��ت ط��رف��ی��ن از م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ب��ا م��ی�ش��ود. داده x۲ + y۲ = ۱۰۰ ف��ی��ث��اغ��ورث ق��ض��ی��ه ت��وس��ط y و x ب��ی��ن
ب��دس��ت م��ط��ل��وب ن��رخ ب��رای م��ع��ادل��ه ای��ن ح��ل ب��ا .۲xdx

dt + ۲y dy
dt = ۰ ری��م دا زن��ج��ی��ری ق��اع��ده گ��ی��ری ک��ار ب��ه و
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ن��ردب��ان
y

x

.٢.٢.٨ م��ث��ال ب��ه رب��وط م�� :۶.٨ ش��ک��ل

اگ��ذاری � ج� ب��ا �اب��رای��ن �ن� ب� و y = ۸ م��ی�ده��د ب��دس��ت �ث��اغ��ورث �ی� ف� �ه �ی� ق��ض� x = ۶ �ت��ی وق� .dydt = −x
y
dx
dt م��ی�آی��د:

ری��م دا dx
dt = ۱ از اس��ت��ف��اده و م��ق��ادی��ر ای��ن

dy

dt
= −۶

۸
(۱) = −۳

۴
م��ت��ر ب��ر .ث��ان��ی��ه

�ر �ت� م� ۴ �اع �ف� ارت� و �ر �ت� م� ۲ �ده �اع� ق� �اع �ع� ش� �ا ب� �ه وارون� �دور م� �روط �خ� م� ی��ک �ل �ک� ش� دارای �ی آب� �زن �خ� م� .٣.٢.٨ �ال �ث� م�
ب��الا آب س��ط��ح آن ب��ا ک��ه �رخ��ی ن� اس��ت م��ط��ل��وب ش��ود وارد م��خ��زن داخ��ل ب��ه ۲m۳/min ن��رخ ب��ا آب اگ��ر اس��ت.

ب��اش��د. م��ت��ر ۳ آب ع��م��ق ک��ه ه��ن��گ��ام��ی م��ی�آی��د

ح��ل.

م��ت��ر ۴

م��ت��ر ٢

h

r

.٣.٢.٨ م��ث��ال ب��ه رب��وط م�� :٧.٨ ش��ک��ل

�ی��ب �رت� ت� �ه ب� h و r و V �د �ی� �ن� ک� ف��رض �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ذاری گ� �لام��ت ع� را آن و �رده ک� �م رس� را �روط �خ� م� �ل �ک� ش� �دا �ت� اب�
م��ی�ش��ود. ان��دازه�گ��ی��ری دق��ی��ق��ه ح��س��ب ب��ر t آن در ک��ه ب��اش��ن��د t زم��ان در آب ارت��ف��اع و ق��اع��ده ش��ع��اع و آب ح��ج��م
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اس��ت �ر �ت� م� ۳ �ر �راب� ب� h �ت��ی وق� �ه ک� �ت اس� �ده ش� �ه �ت� �واس� خ� �ا م� از و dV
dt = ۲m۳/min �ه ک� �ت اس� �ده ش� داده �ا م� �ه ب�

�ه ب� را V اس��ت لازم �ا ام� �د �ن� �ت� �س� ه� �ب��ط �رت� م� V = ۱
۳πr

۲h �ه�ی �ادل� �ع� م� �وس��ط ت� h و V �ی��ت�ه��ای �م� ک� �م. �ی� �اب� �ی� ب� را dh
dt

ک��ن��ی��م. ب��ی��ان ت��ن��ه��ا h از ت��اب��ع��ی ع��ن��وان

م��ت��ر ٢

م��ت��ر ۴

r

h

.٣.٢.٨ م��ث��ال ب��ه رب��وط م�� :٨.٨ ش��ک��ل

و r
h = ۲

۴ و r = h
۲ : �م �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� �رده ک� �اده �ف� �ت� اس� �الا ب� �ل �ک� ش� �ه ب� �ه �اب� �ش� �ت� م� �ای �ث�ه� �ل� �ث� م� از �ذف ح� �رای ب�

t �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �رف ط� دو از �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ال ح� V = ۱
۳π(

h
۲ )

۲h = π
۱۲h

۳ �ود �ی�ش� م� �ر زی� �ورت ص� �ه ب� V �ارت �ب� ع�
ک��ن��ی��م: م��ش��ت��ق�گ��ی��ری

dV

dt
=

π

۴
h۲dh

dt
,

dh

dt
=

۴

πh۲

dV

dt

ری��م: دا dV
dt = ۲m۳/min و h = ۳m ج��ای��گ��ذاری ب��ا

dh

dt
=

۴

π(۳)۲
× ۲ =

۸

۹π
≈ ۸

۲۸
m/min

�ی��ات رب� � ت��ج� �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب� �ب��ط �رت� م� ن��رخ�ه��ای �ا ب� �ا �ه� آن� �اب��ق ت��ط� و �ل��ه �ئ� م��س� ح��ل اص��ول �ع��ض��ی ب� آوری ی��اد .۴.٢.٨ �ب��ص��ره ت�
م��ی�ب��اش��د. م��ف��ی��د ٣.٢.٨ ت��ا ١.٢.٨ م��ث��ال�ه��ای در ش��ده ک��س��ب

ب��خ��وان��ی��د. دق��ی��ق ط��ور ب��ه را م��س��ئ��ل��ه .١

ک��ن��ی��د. رس��م آن ب��رای ش��ک��ل��ی ام��ک��ان ص��ورت در .٢

�ص��اص �ت� اخ� �ی �ای� �اده� �م� ن� اس��ت �ان زم� از �ی �ع� �واب� ت� �ه ک� �ی �ای� �ی��ت�ه� �م� ک� �ام �م� ت� �ه ب� �د. �ی� �ن� ک� �ی �رف� �ع� م� را لازم �ای �اده� �م� ن� .٣
ده��ی��د.

ک��ن��ی��د. ب��ی��ان م��ش��ت��ق��ات ح��س��ب ب��ر را م��ط��ل��وب ن��رخ�ه��ای و ش��ده داده اط��لاع��ات .۴

�خ��ص��ات �ش� م� �زوم ل� �ورت ص� در �د. ده� رب��ط �م ه� �ه ب� را �ه �ل� �ئ� �س� م� �ل��ف �ت� �خ� م� �ای �ی��ت�ه� �م� ک� �ه ک� �د �ی� �س� �وی� �ن� ب� �ه�ای �ادل� �ع� م� .۵
(٣.٢.٨ م��ث��ال (م��ان��ن��د ری��د. ب�� ب��ک��ار ج��ای��گ��ذاری ت��وس��ط م��ت��غ��ی��ره��ا از ی��ک��ی ح��ذف ب��رای را م��وق��ع��ی��ت ه��ن��دس��ی

ری��د. ب�� ب��ک��ار t ب��ه ن��س��ب��ت ط��رف دو از م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ب��رای را زن��ج��ی��ره ق��اع��ده .۶

ک��ن��ی��د. ح��ل م��ج��ه��ول ن��رخ ب��رای را آن داده ق��رار ح��اص��ل م��ع��ادل��ه�ی در را ش��ده داده اط��لاع��ات .٧



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢۶٠

زم��ان ب��ا ک��ه ک��م��ی��ت�ه��ائ��ی (ب��رای ش��ده داده ع��ددی اط��لاع��ات زود ب��س��ی��ار ج��ای��گ��ذاری م��ت��داول خ��ط��ای ی��ک ه��ش��دار:
۶ �رح��ل��ه�ی م� دن��ب��ال ب��ه ۷ �رح��ل��ه (م� گ��ردد. ان��ج��ام ب��ای��د م��ش��ت��ق�گ��ی��ری از ب��ع��د ت��ن��ه��ا ع��م��ل ای��ن م��ی�ب��اش��د. م��ی�ک��ن��ن��د) ت��غ��ی��ی��ر
�ه�ی �ل� �رح� م� در �ران��ج��ام س� �ن��ک��ه ای� �ا ت� �م �ی� �ت� داش� ک��ار و س��ر h ع��ام �ادی��ر �ق� م� �ا ب� ٣.٢.٨ �ث��ال م� در �ون��ه �م� ن� �ن��وان ع� ب��ه م��ی�آی��د).
ب��ه ک��ه dV

dt = ۰ م��ی�آوردی��م ب��دس��ت ب��ودی��م داده ق��رار زودت��ر را ۳ = h (اگ��ر ک��ردی��م. ج��ای��گ��ذاری را ۳ = h آخ��ر
اس��ت.) ن��ادرس��ت روش��ن��ی

۱۲۰ �رع��ت س� �ا ب� B �ودرو خ� و �رب غ� �وی س� �ه ب� �ت �اع� س� در �ر �ت� �وم� �ل� �ی� ك� ۱۰۰ �رع��ت س� �ا ب� A �ودرو خ� .۵.٢.٨ �ال �ث� م�
�ه چ� �ا ب� �د. �ی�رون� م� �اده ج� ای��ن �ع �اط� �ق� ت� �رف ط� �ه ب� دو �ر ه� �د. �ن� �اش� �ی�ب� م� �رک��ت ح� در �ال �م� ش� ط��رف �ه ب� �اع��ت س� در �ر �ت� �وم� �ل� �ی� ك�
�ه ب� B خ��ودروی و �ت��ر �وم� �ل� �ی� ك� ۰/۳ �دازه�ی ان� �ه ب� A خ��ودرو �ه ک� �ام��ی �گ� �ن� ه� �د �ون� م��ی�ش� �زدی��ک ن� �م ه� �ه ب� �ودرو خ� دو �رخ��ی ن�

دارن��د؟ ف��اص��ل��ه ت��ق��اط��ع از ك��ی��ل��وم��ت��ر ۰/۴ ان��دازه�ی

ح��ل.

AC

B

x

y
z

.۵.٢.٨ ب��ه رب��وط م�� ش��ک��ل :٩.٨ ش��ک��ل

x ک��ن��ی��د ف��رض t ش��ده�ی داده زم��ان ی��ک در م��ی�ک��ن��ی��م. رس��م اس��ت ج��اده دو ت��ق��اط��ع C آن در ک��ه را ب��الا ش��ک��ل
و x آن در ک��ه ب��اش��د. خ��ودرو دو �ل��ه�ی ف��اص� z و C از B خ��ودروی �ه�ی �ل� ف��اص� y و C از A خ��ودروی �ل��ه�ی ف��اص�

م��ی�ش��ون��د. ان��دازه�گ��ی��ری ک��ی��ل��وم��ت��ر ح��س��ب ب��ر z و y
و x ک��ه ری��م م��ی�گ��ی�� م��ن��ف��ی ج��ه��ت ب��دی��ن را (م��ش��ت��ق��ات dy

dt = −۱۲۰km/h و dx
dt = −۱۰۰km/h ک��ه ری��م دا

�ه �ی� �ض� ق� �ر ب� �ا �ن� ب� �ازد �ی�س� م� �ط �ب� �رت� م� را z و y و x �ه ک� �ه�ای �ادل� �ع� م� �ت. اس� dz
dt �ت��ن �اف� ی� �وب �ل� �ط� م� �د.) �ن� �اب� �ی�ی� م� �اه��ش ک� y

ری��م دا t ب��ه ن��س��ب��ت ط��رف ه��ر از م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ب��ا م��ی�ب��اش��د. z۲ = x۲ + y۲ ف��ی��ث��اغ��ورث

۲z
dz

dt
= ۲x

dx

dt
+ ۲y

dy

dt
⇒ dz

dt
=

۱

z
(x

dx

dt
+ y

dy

dt
).

ن��ت��ی��ج��ه در z = ۰/۵km آن��گ��اه y = ۰/۴km و x = ۰/۳km وق��ت��ی ف��ی��ث��اغ��ورث ق��ض��ی��ه�ی ب��ن��اب��ر
dz

dt
=

۱

۰/۵
[۰/۳(−۱۰۰) + ۰/۴(−۱۲۰)] = −۱۵۶km/h.
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م��ی�ب��اش��ن��د. ه��م��دی��گ��ر ب��ه ش��دن ن��زدی��ک ح��ال در س��اع��ت ب��ر ك��ی��ل��وم��ت��ر ۱۵۶ ن��رخ ب��ا خ��ودرو دو

در �ی �ن� �ک� �وراف� ن� . �د �ی�زن� م� �دم ق� �م �ی� �ق� �ت� �س� م� �اده�ی ج� �ک ی� �داد �ت� ام� در �ه �ی� �ان� ث� �ر ب� �ر �ت� م� ۴ �دی �ن� �ات� ب� �ردی م� .۶.٢.٨ �ال �ث� م�
�ت��ر م� ۱۵ ان��دازه�ی ب��ه م��رد ک��ه �ن��گ��ام��ی ه� . اس��ت ش��ده �ت��م��رک��ز م� م��رد ای��ن روی ک��ه دارد ق��رار ج��اده �ت��ر م� ۲۰ �ل��ه�ی ف��اص�

�رخ��د؟ م��ی�چ� ن��رخ��ی چ��ه ب��ا ن��وراف��ک��ن دارد ق��رار ن��وراف��ک��ن ب��ه ج��اده ن��ق��ط��ه�ی ری��ن ن��زدی��ک�ت�� از

ح��ل.

20

x

θ

.۶.٢.٨ م��ث��ال ب��ه رب��وط م�� :١٠.٨ ش��ک��ل

و �رد م� �ا ت� �ن �ک� �وراف� ن� �ه ب� �اده ج� �ه�ی �ط� �ق� ن� �ن ری� � �ک�ت� �زدی� ن� �ه�ی �ل� �اص� ف� x �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� و �رده ک� �م رس� را �الا ب� �ل �ک� ش�
ب��اش��د. ج��اده ب��ر ق��ائ��م خ��ط و ن��وراف��ک��ن ن��وری ش��ع��اع ب��ی��ن زاوی��ه�ی

م��ی�ده��د �ب��اط ارت� را θ و x ک��ه �ه�ای م��ع��ادل� .x = ۱۵ ک��ه �ن��گ��ام��ی ه� dθ
dt �ت��ن �اف� ی� �ل��وب م��ط� و dx

dt = ۴m/s ری��م دا
x
۲۰ = tan θ x = ۲۰ tan θ م��ی�آی��د: ب��دس��ت ص��ورت ای��ن ب��ه ب��الا ش��ک��ل از

ن��ت��ی��ج��ه در dx
dt = ۲۰ sec۲ θ dθ

dt م��ی�آوری��م ب��دس��ت t ب��ه ن��س��ب��ت ط��رف دو از م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ب��ا
dθ

dt
=

۱

۲۰
cos۲ θ

dx

dt
=

۱

۲۰
cos۲ θ(۴) =

۱

۵
cos۲ θ

ن��ت��ی��ج��ه در و ۲۵ ن��وری ش��ع��اع ط��ول اس��ت x = ۱۵ ک��ه ه��ن��گ��ام��ی

cos θ =
۴

۵
,
dθ

dt
=

۱

۵
(
۴

۵
)۲ =

۱۶

۱۲۵
= ۰/۱۲۸.

اس��ت. چ��رخ��ش ح��ال در ث��ان��ی��ه ب��ر رادی��ان ۰/۱۲۸ ن��رخ ب��ا ن��وراف��ک��ن

خ��ط��ی ت��ق��ری��ب�ه��ای و دی��ف��ران��س��ی��ل�ه��ا ٣.٨

ن��ه و ک��رده�ای��م اس��ت��ف��اده x ب��ه ن��س��ب��ت y م��ش��ت��ق ن��م��ای��ش ب��رای م��ج��رد وج��ود ی��ک ع��ن��وان ب��ه را dy
dx لای��ب�ن��ی��ت��ز ن��م��اد م��ا

�ه ک� �وری �ط� ب� داد �م �ی� �واه� خ� �ه�ای �ان� �داگ� ج� �ی �ان� �ع� م� dx و dy �ای �ت�ه� �ی� �م� ک� �ه ب� �ش �خ� ب� �ن ای� در �ت. �ب� �س� ن� �ک ی� �وان �ن� ع� �ه ب�
�ده �ی� �ام� ن� �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ه ک� �ا �ت�ه� �ی� �م� ک� �ن ای� �ه ک� �د دی� �م �ی� �واه� خ� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. ده� �ان �ش� ن� را �ق �ت� �ش� م� �ان �م� ه� �ا آن�ه� �ت �ب� �س� ن�

م��ی�ب��اش��ن��د. م��ف��ی��د ت��واب��ع ری��ب��ی ت��ق�� م��ق��ادی��ر م��ح��اس��ب��ه�ی در م��ی�ش��ون��د
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�ر �ی� �غ� �ت� م� �ک ی� dx �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �اه �گ� آن� �د. �اش� ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� �ای �ع�ه� �اب� ت� y = f(x) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١.٣.٨ �ف �ری� �ع� ت�
ح��س��ب ب��ر dy �ی��ل �ف��ران��س� دی� و �ای��د �م� ن� �ار �ی� �ت� اخ� را �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد از �ق��داری م� ه��ر م��ی�ت��وان��د dx �ن��ی �ع� ی� اس��ت �ق��ل �ت� م��س�

م��ی�گ��ردد. ری��ف ت��ع�� dy = f
′
(x)dx م��ع��ادل��ه�ی ت��وس��ط dx

dy �ه �ک� �ی� �ال� ح� در �ت اس� �ل �ق� �ت� �س� م� �ر �ی� �غ� �ت� م� dx �ا ام� �د �رن� �ی� �غ� �ت� م� دو �ر ه� dy و dx �ای �ل�ه� �ی� �س� �ران� �ف� دی� .٢.٣.٨ �ره �ص� �ب� ت�
x و ش��ود داده dx ب��ه م��ش��خ��ص��ی م��ق��دار اگ��ر اس��ت. واب��س��ت��ه dx و x م��ق��ادی��ر ب��ه آن واق��ع در اس��ت واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر

ب��ود. خ��واه��د م��ع��ی��ن dy ع��ددی م��ق��دار آن��گ��اه ن��م��ای��د اخ��ت��ی��ار را f ق��ل��م��رو از م��ع��ی��ن��ی م��ق��دار

ب��دس��ت �م��وده ن� �م �ی� �ق��س� ت� dx ب��ر را ١.٣.٨ ری��ف �ع�� ت� در �ادل��ه�ی �ع� م� �ی��ن �رف� ط� �ی��م م��ی�ت��وان� dx ̸= ۰ اگ��ر .٣.٣.٨ �ب��ص��ره ت�
�ه ب� �ی �ت� درس� �ه ب� �وان �ی�ت� م� را �پ چ� �رف ط� �الا ح� �ا ام� �م �ده�ای� دی� �لا �ب� ق� را �ه�ای �اب� �ش� م� �ادلات �ع� م� . dydx = f

′
(x) �م آوری�

ن��م��ود. ت��ع��ب��ی��ر دی��ف��ران��س��ی��ل�ه��ا ن��س��ب��ت ع��ن��وان

ب��ی��اب��ی��د. را dy و y = x۳ + ۲x۲ اگ��ر (ال��ف) .۴.٣.٨ م��ث��ال
ک��ن��ی��د. پ��ی��دا dx = ۰/۱ و x = ۲ وق��ت��ی را dy م��ق��دار (ب)

ح��ل.

dy = (۳x۲ + ۴x)dx ن��ت��ی��ج��ه در f ′
(x) = ۳x۲ + ۴x آن��گ��اه f(x) = x۳ + ۲x۲ اگ��ر (ال��ف)

م��ی�آوری��م دس��ت ب��ه dy ع��ب��ارت در dx = ۰/۱ و x = ۲ ج��ای��گ��ذاری ب��ا (ب)
dy = (۳ × ۲۲ + ۴ × ۲)(۰/۱) = ۲۰.

و P (x, f(x)) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �ده ش� داده �ان �ش� ن� �ر زی� �ل �ک� ش� در �ا �ل�ه� �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ی �دس� �ن� ه� �ای �ن� �ع� م�
y در م��ت��ن��اظ��ر ت��غ��ی��ی��ر .dx = ∆x ده��ی��د ق��رار و ب��اش��ن��د f ن��م��ودار روی ن��ق��اط��ی Q(x+∆x, f(x+∆x))

از اس��ت ع��ب��ارت
|QS|= ∆y = f(x+∆x)− f(x).

را �اس �م� م� �ط خ� �ب �ی� ش� �ه ک� �د �ی� �ن� �ی� �ی�ب� م� PRS �ث �ل� �ث� م� از �ا ام� �ت اس� f ′
(x) �ق �ت� �ش� م� PR �اس �م� م� �ط خ� �ب �ی� ش�

ص��ورت ای��ن در ن��وش��ت. |RS|
|PS| ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان ه��م��چ��ن��ی��ن

|RS|= f
′
(x)|PS|= f

′
(x)dx = dy.

�ده�ی �ن� ده� �ان� �ش� ن� ∆y �ه �ک� �ی� �ائ� ج� �ت. اس� �اس �م� م� �ط خ� �ن �ت� رف� �ن �ی� �ای� پ� �ا ی� �الا ب� �زان �ی� م� �ده�ی �ن� �ده� �ان �ش� ن� dy �ن �رای� �اب� �ن� ب�
�ون چ� �د. �اش� ب� �رده ک� �ر �ی� �ی� �غ� ت� dx �دازه�ی ان� �ه ب� x �ه ک� �ی �ام� �گ� �ن� ه� �ت اس� y = f(x) �م خ� �ن �ت� رف� �ن �ی� �ای� پ� �ا ی� �الا ب� �زان �ی� م�

ری��م دا ب��اش��د. ک��وچ��ک ∆x وق��ت��ی dy
dx = lim∆x−→۰

∆y
∆x

∆y

∆x
≈ dy

dx
.
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x x+∆x

R

Q

SP

∆y

dy

اس��ت. ∆y ت��غ��ي��ي��رات، واق��ع��ی م��ق��دار از ري��ب��ی ت��ق�� dy ت��اب��ع دي��ف��ران��س��ي��ل :١١.٨ ش��ک��ل

ن��زدی��ک ب��س��ی��ار PQ ق��اط��ع خ��ط ش��ی��ب ب��اش��د ک��وچ��ک ∆x وق��ت��ی ک��ه م��ی�دارد ب��ی��ان ای��ن ه��ن��دس��ی، ت��ع��ب��ی��ر (ب��ه
ب��ود.) خ��واه��د P در م��م��اس خ��ط ش��ی��ب ب��ه
آن��گ��اه dx = ∆x ک��ن��ی��م ف��رض اگ��ر

∆y ≈ dy (٢.٨)

�ت. �راس� �راب� ب� dy �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ا ب� �ا �ب� ری� � �ق� ت� y در �ی �ع� واق� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ک �وچ� ک� ∆x �ر اگ� �ه ک� �د �ن� �ی�ک� م� �ان �ی� ب� �ه ک�
داده ری��ب ت��ق�� اس��ت.) آش��ک��ار ه��ن��دس��ی ن��ظ��ر از اس��ت ش��ده ری��ح ت��ش�� ب��الا ش��ک��ل در ک��ه ح��ال��ت��ی در م��ط��ل��ب ای��ن (م��ج��ددا

ش��ود. ب��رده ب��ک��ار ت��واب��ع ری��ب��ی ت��ق�� م��ق��ادی��ر م��ح��اس��ب��ه�ی ب��رای م��ی�ت��وان��د ٢.٨ ت��وس��ط ش��ده
∆x آن در ک��ه f(x۱ +∆x) ری��ب��ی ت��ق�� م��ق��دار م��ح��اس��ب��ه�ی م��ط��ل��وب و اس��ت م��ع��ل��وم ع��ددی f(x۱) ک��ن��ی��د ت��ص��ور

م��ی�ده��د ب��دس��ت ٢.٨ و f(x۱ +∆x) = f(x۱) + ∆x چ��ون ب��اش��د. اس��ت، ک��وچ��ک
f(x۱ +∆x) ≈ f(x۱) + dx. (٣.٨)

x و y = f(x) = x۳ + x۲ − ۲x+ ۱ ه��رگ��اه را dy و ∆y م��ق��ادی��ر .۵.٣.٨ م��ث��ال

.۲/۰۵ ت��ا ۲ از (ال��ف)

ب��ی��اب��ی��د. ک��ن��د ت��غ��ی��ی��ر ۲/۰۱ ت��ا ۲ از (ب)

ح��ل.

ری��م دا (ال��ف)

f(۲) = ۲۳ + ۲۲ − ۲(۲) + ۱ = ۹
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f(۲/۰۵) = (۲/۰۵)۳ + (۲/۰۵)۲ − ۲(۲/۰۵) + ۱ = ۹/۷۱۷۶۲۵

∆y = f(۲/۰۵)− f(۲) = ۰/۷۱۷۶۲۵

و x = ۲ �ه ک� �ی �ام� �گ� �ن� ه� �س پ� dy = f
′
(x) و dy = (۳x۳ + ۲x − ۲)dx �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� در

م��ی�ش��ود ای��ن dx = ∆x = ۰/۰۵

dy = [۳(۲)۲ + ۲(۲)− ۲](۰/۰۵) = ۰/۷.

(ب)

f(۲/۰۱) = (۲/۰۱)۳ + (۲/۰۱)۲ − ۲(۲/۰۱) + ۱ = ۹/۱۴۰۷۰۱

∆y = f(۲/۰۱)− f(۲) = ۰/۱۴۰۷۰۱

ری��م دا ب��اش��د dx = ∆x = ۰/۰۱ وق��ت��ی و
dy = [۳(۲)۲ + ۲(۲)− ۲](۰/۰۱) = ۰/۱۴.

�ی��ن �ن� �چ� �م� .ه� �ود م��ی�ش� �ر �ت� �ه� ب� �ود ش� �ر ک��وچ��ک�ت� ۵.٣.٨ �ث��ال م� در ∆x �ت��ی وق� ∆y ≈ dy ری��ب � �ق� ت� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�
ب��اش��د. م��م��ک��ن غ��ی��ر م��ی�ت��وان��د ∆y دق��ی��ق م��ق��دار م��ح��اس��ب��ه پ��ی��چ��ی��ده�ت��ر ت��واب��ع ب��رای ش��د. م��ح��اس��ب��ه ∆y از آس��ان��ت��ر dy

م��ی�ش��ون��د. واق��ع اس��ت��ف��اده م��ورد ب��خ��ص��وص دی��ف��ران��س��ی��ل�ه��ا ری��ب ت��ق�� ح��الات��ی چ��ن��ی��ن در

ری��د. ب�� ب��ک��ار ۳
√

۶۵ ب��رای م��ق��داری ک��ردن ری��ب ت��ق�� ب��رای را دی��ف��ران��س��ی��ل�ه��ا .۶.٣.٨ م��ث��ال

�خ��اب �ت� ان� f(۶۴) = ۴ �ون چ� dy = ۱
۳x

−۲
۳ dx �اه �گ� آن� .y = f(x) = ۳

√
x = x

۱
۳ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ل. ح�

dy = ۱
۳(۶۴)

−۲
۳ (۱) = ۱

۳×۱۶ = ۱
۴۸ �د �ی�ده� م� �ن ای� .dx = ∆x = ۱ و x۱ = ۶۴ �م �ی� �ن� �ی�ک� م�

م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه (٣.٨) ب��ن��اب��رای��ن
۳
√

۶۵ = f(۶۴ + ۱) ≈ f(۶۴) + dy = ۴ +
۱

۴۸
≈ ۴۰۲۱

�

م��ث��ال در دی��ف��ران��س��ی��ل�ه��ا ری��ب ت��ق�� پ��س م��ی�ب��اش��د. ۴/۰۲۰۷۲۵۷۰۰۰ ب��راب��ر ۳
√

۶۵ واق��ع��ی م��ق��دار .٧.٣.٨ ت��وج��ه
دارد. دق��ت اع��ش��اری رق��م ۳ ت��ا ب��اش��د ∆x = ۱ وق��ت��ی ح��ت��ی ۶.٣.٨

س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۲۱ ب��راب��ر ش��ده ان��دازه�گ��ی��ری س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۰/۰۵ ح��داک��ث��ر م��م��ک��ن خ��ط��ای ب��ا ای ک��ره ش��ع��اع .٨.٣.٨ م��ث��ال
اس��ت؟ چ��ق��در م��ی�ش��ود م��ح��اس��ب��ه ش��ع��اع ای��ن ب��ا ک��ه ک��ره ای��ن ح��ج��م ب��ی��ش��ی��ن��ه خ��ط��ای اس��ت. آم��ده ب��دس��ت

�ا ب� r �ری �ی� �دازه�گ� ان� �ای �ط� خ� �ر اگ� �ت. اس� V = ۴
۳πr

۳ آن �م �ج� ح� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� r �ره ک� �اع �ع� ش� �ر اگ� �ل. ح�
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�ه ک� �ت اس� ∆V �ر �راب� ب� V �دار �ق� م� �ه�ی �ب� �اس� �ح� م� در �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ای �ط� خ� �اه �گ� آن� �ود ش� داده �ش �ای� �م� ن� dr = ∆r

�ود �ی�ش� م� �ن ای� dr = ۰/۰۵ و r = ۲۱ �ی �ت� وق� �ود. �ی�ش� م� �ب ری� � �ق� ت� dV = ۴πr۲dr �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ط �وس� ت�
�ب �ع� �ک� م� �ر �ت� �م� �ی� �ت� �ان� س� ۲۷۷ �دود ح� �م �ج� ح� �ه�ی �ب� �اس� �ح� م� در �ه �ن� �ی� �ش� �ی� ب� �ای �ط� خ� dV = ۴(۲۱)۲π(۰/۰۵) ≈ ۲۷۷

اس��ت.

�وس��ط ت� �ری �ت� �ه� ب� �ر �وی� �ص� ت� �د �ی�رس� م� �ر �ظ� ن� �ه ب� �زرگ ب� �ا �ب� ری� � �ق� ت� ٨.٣.٨ �ال �ث� م� در �ن �ک� �م� م� �ای �ط� خ� �ه چ� �ر اگ� .٩.٣.٨ �ه �وج� ت�
م��ی�آی��د: ب��دس��ت ک��ل ح��ج��م ب��ر خ��ط��ا ای��ن ت��ق��س��ی��م از ک��ه م��ی�ش��ود داده ن��س��ب��ی خ��ط��ای
∆V

V
≈ dV

V
≈ ۲۷۷

۳۸۷۹۲
≈ ۰/۰۰۷۱۴

�اد �ج� ای� �م �ج� ح� در ۰/۰۰۷ �دود ح� �ی�ای �ب� �س� ن� �ای �ط� خ� �اع �ع� ش� در dr
r = ۰/۰۵

۲۱ ≈ ۰/۰۰۲۴ �ی �ب� �س� ن� �ای �ط� خ� �س پ�
م��ی�ك��ن��د.

خ��ط��ی ت��ق��ری��ب�ه��ای ۴.٨

y = f(x۱) + f
′
(x۱)(x − x۱) �ر �راب� ب� (x۱, f(x۱)) در y = f(x) �م خ� �ر ب� �اس �م� م� �ط خ� �ه�ی �ادل� �ع� م�

ری��ب ت��ق�� وق��ت��ی پ��س اس��ت. f(x۱) + dy ی��ا f(x۱) + f
′
(x۱)dx ه��م��ان م��ع��ادل��ه ای��ن راس��ت ط��رف و اس��ت

�م خ� �رای ب� �ی �ب� ری� � �ق� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� را P (x۱, f(x۱)) در �اس �م� م� �ط خ� �م ری� دا �ع واق� در �م. ری� � �ی�ب� م� �ار �ک� ب� را (٣.٨)
ری��ب ت��ق�� دل��ی��ل ای��ن ب��ه ری��م. م��ی�ب�� ب��ک��ار اس��ت x۱ ن��زدی��ک x وق��ت��ی y = f(x)

f(x) ≈ f(x۱) + f
′
(x۱)(x− x۱) (۴.٨)

ت��اب��ع و م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده x۱ در f م��م��اس خ��ط ری��ب ت��ق�� ی��ا خ��ط��ی ری��ب ت��ق��
L(x) = f(x۱) + f

′
(x۱)(x− x۱) (۵.٨)

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده x۱ در f خ��ط��ی�س��ازی اس��ت) م��م��اس خ��ط ن��م��ودارش (ک��ه

�ردن ک� �ب ری� � �ق� ت� �رای ب� را آن و �د �ی� �اب� �ی� ب� x۱ = ۱ در را f(x) =
√
x+ ۳ �ع �اب� ت� �ازی �ی�س� �ط� خ� .١.۴.٨ �ال �ث� م�

ری��د. ب�� ب��ک��ار
√

۴/۰۵ و
√

۳/۹۸

�ن �رای� �اب� �ن� ب� و f ′
(x) = ۱

۲(x + ۳)
−۱
۲ = ۱

۲
√
x+۳

�ا ب� �ت اس� �ر �راب� ب� f(x) =
√
x+ ۳ �ق �ت� �ش� م� �ل. ح�

آن خ��ط��ی�س��ازی ک��ه �ی��م �ن� �ی� م��ی�ب� ۵.٨ م��ع��ادل��ه�ی در �ق��ادی��ر م� ای��ن دادن ق��رار ب��ا .f ′
(۱) = ۱

۴ و f(۱) = ۱ ری��م دا
از: اس��ت ع��ب��ارت

L(x) = f(۱) + f
′
(۱)(x− ۱) = ۲ +

۱

۴
(x− ۱) =

۷

۴
+

x

۴

ری��م: دا خ��ص��وص ب��ه
√
x+ ۳ ≈ ۷

۴ + x
۴ ب��ا اس��ت ب��راب��ر ۴.٨ م��ت��ن��اظ��ر خ��ط��ی ری��ب √ت��ق��

۳/۹۸ ≈ ۷

۴
+

۰/۹۸

۴
= ۱/۹۹۵

√
۴/۰۵ ≈ ۷

۴
+

۱/۰۵

۴
= ۲/۰۱۲۵
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ری��ب ت��ق�� م��م��اس خ��ط ری��ب ت��ق�� واق��ع��ا ک��ه م��ی�ب��ی��ن��ی��د . اس��ت ش��ده ری��ح ت��ش�� ب��الا ش��ک��ل در ١.۴.٨ م��ث��ال خ��ط��ی ری��ب ت��ق��
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�وان �ی�ت� م� �اب �س� ح� �ن �ی� �اش� م� �ک ی� �ا ب� �ه �ت� �ب� ال� �د. �اش� ب� �ک �زدی� ن� ۱ �ه ب� x �ه ک� �ی �ت� وق� �ت اس� �ده ش� داده �ع �اب� ت� �رای ب� �ی �وب� خ�
�ن �ی� �ن� چ� �ه �ت� �س� ب� �ازه�ی ب� �ک ی� �رای ب� �ی �ط� خ� �ب ری� � �ق� ت� �ا ام� آورد �ت �دس� ب�

√
۴/۰۵ و

√
۳/۹۸ �رای ب� �ی �ای� �ب�ه� ری� � �ق� ت�
م��ی�ده��د. ب��دس��ت را ری��ب��ی ت��ق��

ن��ی��وت��ن روش ۵.٨

�ه�ای �ادل� �ع� م� �ای �ه�ه� �ش� ری� �ن �ت� �اف� ی� �ه �ل� �ئ� �س� م� �ه ب� �ر �ج� �ن� م� �ات �ی� �اض� ری� و �ی �دس� �ن� �ه� م� و �وم �ل� ع� در �ل �ائ� �س� م� از �اری �ی� �س� ب�
دوم �ه درج� �ه�ی �ادل� �ع� م� �رای ب� �ت. اس� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� �ی �ع� �اب� ت� f �ا آن�ه� در �ه ک� �د �ون� �ی�ش� م� f(x) = ۰ �ورت ص� �ه ب�
و �وم س� �ه�ی درج� �ادلات �ع� م� �رای ب� دارد. �ود وج� �ا �ه�ه� �ش� ری� �رای ب� �ده�ای �ه�ش� �ت� �اخ� �ن� ش� �ول �رم� ف� ax۲ + bx + c = ۰

درج��ه�ی چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ک f اگ��ر پ��ی��چ��ی��ده�ان��د. ب��س��ی��ار آن�ه��ا ل��ی��ک��ن م��وج��ودن��د ری��ش��ه�ه��ا ب��رای ف��رم��ول�ه��ای��ی ن��ی��ز چ��ه��ارم
�ت��ن �اف� ی� ب��ه ق��ادر را م��ا ک��ه ف��رم��ول��ی �ی��چ ه� �ی��ب ت��رت� �ی��ن �م� ه� ب��ه ن��دارد. وج��ود اب��دا �ای��ی ف��رم��ول�ه� �ی��ن �ن� چ� ب��اش��د ب��الات��ر �ا ی� ۵

دارن��د وج��ود روش�ه��ای��ی ح��ال ای��ن ب��ا ن��دارد. وج��ود ن��م��ای��د cosx = x م��ث��ل م��ث��ل��ث��ات��ی م��ع��ادلات دق��ی��ق ری��ش��ه�ه��ای
م��ی�ده��ن��د. ب��دس��ت را م��ع��ادلات��ی چ��ن��ی��ن ری��ش��ه�ه��ای ب��رای ری��ب�ه��ای��ی ت��ق�� ک��ه

در ک��ه زی��ر ش��ک��ل در روش ای��ن ای��ده�ی م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده راف��س��ن – ن��ی��وت��ن روش ی��ا ن��ی��وت��ن روش روش�ه��ا از ی��ک��ی
اس��ت. ش��ده داده ن��ش��ان م��ی�ب��اش��د r ن��ق��ط��ه ن��ظ��ر م��ورد م��ج��ه��ول ری��ش��ه�ی آن

�روع ش� �ت اس� �ده آم� �ت �دس� ب� f �ی �ب� ری� � �ق� ت� �ودار �م� ن� روی از �ا ی� زدن �دس ح� �ا ب� �ه ک� x۱ �ب ری� � �ق� ت� �ن �ی� اول� �ا ب� �دا �ت� اب�
�ب��دا م� از ط��ول ب��ه و �ت��ه �رف� گ� �ر ن��ظ� در را (x۱, f(x۱)) �ق��ط��ه�ی ن� در y = f(x) خ��م ب��ر �م��اس م� خ��ط L �ی��م. �ن� م��ی�ک�
�ر �اه� ظ� r �ه ب� �ر �ک�ت� �زدی� ن� �ی �ت� ح� x۲ �د �اش� ب� r �زدی��ک ن� x۱ �ر اگ� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �اه �گ� ن� �ت اس� �ده ش� �ص �خ� �ش� م� x۲ �ا ب� �ه ک� L
از x۱ ح��س��ب �ر ب� x۲ �رای ب� �ی �ول� �رم� ف� �ن �ت� �اف� ی� �رای ب� �م. ری� � �ی�ب� م� �ار �ک� ب� r ری��ب � �ق� ت� �ن �ی� دوم� �وان �ن� ع� �ه ب� را آن و �ردد �ی�گ� م�

از: اس��ت ع��ب��ارت آن م��ع��ادل��ه�ی پ��س م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده اس��ت f ′
(x۱) ب��راب��ر L ش��ی��ب ک��ه ح��ق��ی��ق��ت ای��ن

y − f(x۱) = f
′
(x۱)(x− x۱)
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x1x2

(x2, f(x2))

(x1, f(x1))

x

y

م��ی�آوری��م ب��دس��ت و y = ۰ ده��ی��م م��ی ق��رار اس��ت ب��راب��ر L م��ب��دا از ط��ول چ��ون
۰ − f(x۱) = f

′
(x۱)(x۲ − x۱)

ک��ن��ی��م: ح��ل y = ۰ ب��رای را م��ع��ادل��ه ای��ن م��ی�ت��وان��ی��م f ′
(x۱) ̸= ۰ اگ��ر

x۲ = x۱ − f(x۱)

f ′(x۱)

(x۱, f(x۱)) �ه�ی �ط� �ق� ن� در �اس �م� م� �ط خ� از �اده �ف� �ت� اس� و x۱ �رای ب� x۲ �ذاری �گ� �ای� ج� �ا ب� را �ار ک� روش �ن ای� �س �پ� س�
م��ی�ده��د: ب��دس��ت را r ری��ب ت��ق�� س��وم��ی��ن ای��ن م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ک��رار

x۳ = x۲ − f(x۲)

f ′(x۲)

ش��ک��ل در �ه ک� ط��وری ب��ه x۱, x۲, x۳, · · · ری��ب�ه��ای � �ق� ت� از �ه�ای �ال� �ب� دن� �م �ی� ده� �ه ادام� را �راگ��رد ف� ای��ن �ور ط� �ی��ن �م� ه� �ر اگ�
آن��گ��اه f ′

(xn) ̸= ۰ و ب��اش��د xn ری��ب ت��ق�� nام��ی��ن اگ��ر ک��ل��ی ط��ور ب��ه م��ی�آوری��م. ب��دس��ت اس��ت ش��ده داده ن��ش��ان زی��ر
ت��وس��ط ب��ع��دی ری��ب ت��ق��

x(n+۱) = xn − f(xn)

f ′(xn)
(۶.٨)

�ن ای� �ه ک� �م �ی� �وئ� �ی�گ� م� �اه �گ� آن� �ود ش� �ر �ک�ت� �زدی� ن� و �زدی��ک ن� r �ه ب� xn �داد اع� �ود �ی�ش� م� �زرگ ب� n �ی �ت� وق� �ر اگ� �ود. �ی�ش� م� داده
م��ی�ن��وی��س��ی��م و اس��ت ه��م��گ��را r ب��ه دن��ب��ال��ه

lim
n−→∞

xn = r

�وال��ی �ت� م� �ای �ب�ه� ری� � �ق� ت� �ه �ال� �ب� دن� �ه چ� �ر اگ� �د) �ی� �ن� ک� �ه �ظ� �لاح� م� �ی �ل� ک� �ور ط� �ه ب� �ا �ه�ه� �ال� �ب� دن� �ورد م� در �ی �ث� �ح� ب� �رای ب� را �م �ه� ن� �ل �ص� (ف�
�ای �ت�ه� �ی� �ع� �وق� م� در �د �ن� �ی�ک� م� �ل �ی� م� �وب �ل� �ط� م� �ه�ی �ش� ری� �ه ب� �ت اس� �ده ش� �ح ری� � �ش� ت� �الا ب� �ل �ک� ش� در �ه ک� �ی �وع� ن� از �ع �واب� ت� �رای ب�
�ر �ظ� ن� در را �ر زی� �ل �ک� ش� در �ده ش� داده �ان �ش� ن� �ت �ی� �ع� �وق� م� �ال �ث� م� �رای ب� �د. �اش� �ب� ن� �را �گ� �م� ه� �ت اس� �ن �ک� �م� م� �ه �ال� �ب� دن� �ی �اص� خ�

ری��د. ب��گ��ی��
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x1
x2

x3

y = f(x)

x

y

ب��اش��د. ن��زدی��ک ص��ف��ر ب��ه f ′
(x۱) ک��ه اس��ت م��ح��ت��م��ل وق��ت��ی ای��ن اس��ت. x۱ از ب��دت��ر ری��ب��ی ت��ق�� x۲ ک��ه م��ی�ب��ی��ن��ی��د

در �رد. �ی� �گ� ب� �رار ق� f �روی �م� �ل� ق� �ارج خ� �الا) ب� �ل �ک� ش� در x۳ �د �ن� �ان� (م� �ی �ب� ری� � �ق� ت� �ه ک� �د �ت� اف� �اق �ف� ات� �ت اس� �ن �ک� �م� م� �ی �ت� ح�
گ��ردد. ان��ت��خ��اب ب��ای��د ب��ه��ت��ری x۱ اول��ی��ه�ی ری��ب وت��ق�� اس��ت خ��ورده ش��ک��س��ت ن��ی��وت��ن روش ای��ن��ص��ورت

ب��ی��اب��ی��د. x۳ + ۲x− ۵ = ۰ م��ع��ادل��ه ری��ش��ه�ی راب��رای x۳ س��وم ری��ب ت��ق�� x۱ = ۲ از ش��روع ب��ا .١.۵.٨ م��ث��ال

�وت��ن �ی� ن� �ود خ� �د. ری� � ب� �ار �ک� ب� را f(x) = x۳ − ۲x− ۵ و f ′
(x) = ۳x۲ + ۲ �ا ب� را �ن �وت� �ی� ن� روش �ل. ح�

زی��را x۱ = ۲ ن��م��ود �ت��خ��اب ان� او آزم��ای��ش �ن��د چ� از پ��س و ک��رد �ف��اده �ت� اس� خ��ود روش ری��ح ت��ش�� ب��رای را م��ع��ادل��ه ای��ن
م��ی�ش��ود ۶.٨ م��ع��ادل��ه�ی .f(۲) = −۱ و f(۳) = ۱۶ ،f(۱) = −۶ ک��ه

x(n+۱) = xn − x۳
n − ۲x۱ − ۵

۳x۲
n − ۲

.

ری��م دا n = ۱ ب��ا

x۲ = x۱ − x۳
۱ − ۲x۱ − ۵

۳x۲
۱ − ۲

= ۲ − ۲۳ − ۲(۲)− ۵

۳(۲)۲ − ۲
= ۲/۱.

م��ی�آوری��م ب��دس��ت n = ۲ ب��ا آن��گ��اه

x۳ = x۲ − x۳
۲ − ۲x۲ − ۵

۳x۲
۲ − ۲

= ۲/۱ − (۲/۱)۳ − ۲(۲/۱)− ۵

۲(۲/۱)۲ − ۲

اس��ت. ص��ح��ی��ح اع��ش��ار رق��م س��ه ت��ا x۳ ≈ ۲/۰۹۴۶ س��وم ری��ب ت��ق�� ک��ه م��ی�آی��د در ک��ار از ط��ور ای��ن
ش��وی��م. ن��ائ��ل اع��ش��ار رق��م ه��ش��ت ت��ا م��ث��لا م��ع��ی��ن��ی دق��ت ب��ه ن��ی��وت��ن روش از اس��ت��ف��اده ب��ا م��ی�خ��واه��ی��د ک��ن��ی��د ف��رض
�ی �ت� وق� �ه ک� �ت اس� �ن ای� �ی�رود م� �ار ک� �ه ب� �ا �وم� �م� ع� �ه ک� �ی �ل� �م� ع� �ده�ی �اع� ق� �م؟ �وی� ش� �ف �وق� �ت� م� �ت وق� �ه چ� �م �ی� �م� �ه� �ی�ف� م� �ه �ون� �گ� چ�

ب��اش��ن��د. داش��ت��ه ت��واف��ق اع��ش��ار رق��م ه��ش��ت ت��ا xn+۱ و xn م��ت��وال��ی ری��ب�ه��ای ت��ق�� ک��ه ش��وی��م م��ت��وق��ف م��ی�ت��وان��ی��م
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ی��ک را (آن اس��ت. ی��ک��س��ان n م��ق��ادی��ر ت��م��ام��ی ب��رای n+ ۱ و n از �ت��ن رف� در �ل��ی ع��م� روش ک��ه �ی��د �ن� ک� ت��وج��ه
�ن �ی� �اش� م� �ا ب� �اده �ف� �ت� اس� �رای ب� �ا �وص� �ص� �خ� م� �ن �وت� �ی� ن� روش �ه ک� �ت اس� �ی �ن� �ع� م� �ن �دی� ب� �ن ای� �د.) �ن� �وی� �ی�گ� م� �راری �ک� ت� �رد �راگ� ف�

اس��ت. راح��ت ک��ام��پ��ی��وت��ر و ب��رن��ام��ه�ن��وی��س��ی ق��اب��ل ح��س��اب�ه��ای

ری��د. ب�� ب��ک��ار اع��ش��ار رق��م ٨ دق��ت ب��ا ۶
√

۲ ی��اف��ت��ن ب��رای را ن��ی��وت��ن روش .٢.۵.٨ م��ث��ال

. اس��ت x۶ − ۲ = ۰ �ادل��ه�ی �ع� م� �ب��ت �ث� م� �ه�ی ری��ش� �ت��ن �اف� ی� �ادل �ع� م� ۶
√

۲ �ت��ن �اف� ی� �ه ک� �م �ی� �ن� م��ی�ک� �اه��ده م��ش� �ت��دا اب� ح��ل.
�ود م��ی�ش� �وت��ن) �ی� ن� (روش (۶.٨) �رم��ول ف� و f ′

(x) = ۶x۵ �اه �گ� آن� و f(x) = x۶ − ۲ �م �ی� �ن� �ی�ک� م� ف��رض پ��س

xn+۱ = xn − x۶
n−۲
۶x۵

n

م��ی�آوری��م ب��دس��ت ک��ن��ی��م ان��ت��خ��اب ری��ب ت��ق�� اول��ی��ن ع��ن��وان ب��ه را x۱ = ۱ اگ��ر

x۲ ≈ ۱/۱۶۶۶۶۶۶۶۷ x۳ ≈ ۱/۱۲۶۴۴۳۶۷۸ x۴ ≈ ۱/۱۲۲۴۹۷۰۶۷

x۵ ≈ ۱/۱۲۲۴۶۲۰۵۱ x۶ ≈ ۱/۱۲۲۴۶۲۰۴۸.

. ۶
√

۲ ≈ ۱/۱۲۲۴۶۲۰۵۰ اع��ش��ار رق��م ۸ ت��ا ک��ه ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ت��ی��ج��ه دارن��د ت��واف��ق اع��ش��ار رق��م ۸ ت��ا x۵ و x۶ چ��ون

ب��ی��اب��ی��د. را cosx = x م��ع��ادل��ه�ی ری��ش��ه�ی اع��ش��ار رق��م ۶ دق��ت ب��ا .٣.۵.٨ م��ث��ال

�م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �م. �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� cosx − x = ۰ �دارد �ان� �ت� اس� �ورت ص� �ه ب� را �ه �ادل� �ع� م� �دا �ت� اب� �ل. ح�
م��ی�ش��ود ۶.٨ ف��رم��ول ن��ت��ی��ج��ه در و f ′

(x) = − sinx− ۱ آن��گ��اه .f(x) = cosx− x

xn+۱ = xn − cosxn − xn
sinxn − ۱

= xn +
cosxn − xn
sinxn + ۱

.

م��ی�ب��ی��ن��ی��د. زی��ر ش��ک��ل در را y = cosx و y = x ن��م��ودار x۱ ب��رای م��ن��اس��ب م��ق��داری ح��دس م��ن��ظ��ور ب��ه
ش��ک��ل

ری��ب � �ق� ت� �ن �ی� اول� �وان �ن� ع� �ه ب� پ��س �د �ن� �ن� �ی�ک� م� �ی �لاف� ت� ۱ از �ر �ت� �م� ک� x �ه �ص� �ت� �خ� م� �ا ب� �ه�ای �ط� �ق� ن� در �ا آن�ه� �ه ک� �د �ی�رس� م� �ر �ظ� ن� �ه� ب�
آن��گ��اه م��ی�ک��ن��ی��م. ان��ت��خ��اب را x۱ = ۱ م��ن��اس��ب

x۲ ≈ ۰/۷۵۰۳۶۳۸۷ x۳ ≈ ۰/۷۳۹۱۱۲۸۹

x۴ ≈ ۰/۷۳۹۰۸۵۱۳ x۵ ≈ ۰/۷۳۹۰۸۵۱۳.

�ا ب� �ه �ادل� �ع� م� �ه�ی �ش� ری� �ه ک� �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �د. دارن� �واف��ق ت� �م) رق� ه��ش��ت واق��ع (در �ار �ش� اع� �م رق� ۶ �ا ت� x۴ و x۵ چ��ون
م��ی�ب��اش��د. ۰/۷۳۹۰۸۵ ب��راب��ر اع��ش��ار رق��م ۸ ت��ا دق��ت
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ب��ی��ش��ی��ن��ه و ک��م��ی��ن��ه ک��ارب��ردی م��س��ائ��ل ۶.٨

رب��رده��ای ک��ا روزم��ره م��س��ائ��ل از ب��س��ی��اری در آم��وخ��ت��ه�ای��م ف��ص��ل ای��ن در اك��س��ت��رم��م م��ق��ادی��ر ی��اف��ت��ن ب��رای ک��ه روش�ه��ای��ی
دارن��د. ع��م��ل��ی

م��ی�دارد �ی��ان ب� �ن��اس��ی ن��ورش� در ف��رم��ا اص��ل �ن��د. ک� �ن��ه �ی� �ی��ش� ب� را س��ود و �ن��ه �ی� �م� ک� را م��خ��ارج م��ی�خ��واه��د ک��اس��ب ی��ک
�ردن ک� �ه �ن� �ی� �ش� �ی� ب� �د �ن� �ان� م� �ی �ل� �ائ� �س� م� �ا �ج� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ه �ت� داش� را �ان زم� �ن ری� � �ت� �م� ک� �ه ک� �د �ن� �ی�ك� م� �ور �ب� ع� �ری �ی� �س� م� از �ور ن� �ه ک�

ک��رد. خ��واه��ی��م ح��ل را زی��ن��ه�ه��ا ه�� و زم��ان�ه��ا و ف��اص��ل��ه�ه��ا ک��ردن ک��م��ی��ن��ه و س��وده��ا و ح��ج��م�ه��ا و م��س��اح��ت�ه��ا
�ه�ای �ال� �س� م� �ه ب� �ث �ح� ب� �ورد م� �ه �ال� �س� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ل �ک� �ش� م� �ن ری� � �زرگ�ت� ب� �ا �ب� �ال� غ� �ی �م� �ل� ع� �ل �ائ� �س� م� �ن �ی� �ن� چ� �ل ح� در

گ��ردد. ب��ی��ش��ی��ن��ه ی��ا ک��م��ی��ن��ه ب��ای��د ک��ه اس��ت ت��اب��ع��ی ت��ع��ی��ی��ن و ب��ی��ش��ی��ن��ه-ک��م��ی��ن��ه
ب��ی��ش��ی��ن��ه و ک��م��ی��ن��ه ک��ارب��ردی م��س��ائ��ل ح��ل م��راح��ل

م��س��ئ��ل��ه. ف��ه��م��ی��دن .١

�ود. ش� �ده �ی� �م� �ه� ف� �وح وض� �ه ب� �ه ک� �ی �ت� وق� �ا ت� �ت اس� �ه �ل� �ئ� �س� م� �ق �ی� دق� �دن �وان� خ� �ه �ل� �رح� م� �ن �ی� اول�
داده �ای �ت�ه� �ی� �م� ک� �ی �ای� �زه� �ی� چ� �ه چ� �ت؟ اس� �وم �ل� �ع� �ام� ن� �زی �ی� چ� �ه چ� �د: �ی� �رس� �پ� ب� �ان �ودت� خ� از

ه��س��ت��ن��د؟ چ��ه ش��ده داده ش��رای��ط ش��ده�ان��د؟

ن��م��ودار. رس��م .٢

ن��م��ودار روی ب��ر �ی��از ن� م��ورد و ش��ده داده �ی��ت�ه��ای ک��م� ک��ردن م��ش��خ��ص و ن��م��ودار رس��م م��س��ائ��ل ری��ن �ت�� �ی��ش� ب� در
م��ی�ش��ود. واق��ع م��ف��ی��د

ن��م��اد. م��ع��رف��ی .٣

آن ح��اض��ر درح��ال ده��ی��د (اج��ازه ده��ی��د اخ��ت��ص��اص ن��م��ادی ش��ود ب��ی��ش��ی��ن��ه ی��ا ک��م��ی��ن��ه اس��ت ق��رار ک��ه ک��م��ی��ت��ی ب��ه
�ر �گ� دی� �وم �ل� �ع� �ام� ن� �ای �ت�ه� �ی� �م� ک� �رای ب� را a, b, c, · · · , x, y �ای �اده� �م� ن� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �م). �ی� ده� �ان �ش� ن� Q �ا ب� را
�ای��ی �اده� �م� ن� �ن��وان ع� ب��ه �ا �ف��ف�ه� م��خ� از �اده �ف� �ت� اس� �ی��د. �ن� ک� م��ش��خ��ص �ا �اده� �م� ن� ای��ن �ا ب� را �م��ودار ن� و �م��وده ن� �ت��خ��اب ان�

ش��ون��د. واق��ع م��ف��ی��د اس��ت م��م��ک��ن زم��ان ب��رای t و ارت��ف��اع ب��رای h و م��س��اح��ت ب��رای A م��ث��ل

ن��م��ائ��ی��د. ب��ی��ان ٣ �رح��ل��ه�ی م� دی��گ��ر ن��م��اده��ای از ب��ع��ض��ی ح��س��ب ب��ر را Q .۴

را ش��ده داده اط��لاع��ات ب��اش��د ش��ده ب��ی��ان م��ت��غ��ی��ر ی��ک از ب��ی��ش از ت��اب��ع��ی ع��ن��وان ب��ه Q ،۴ �رح��ل��ه�ی م� در اگ��ر .۵
ب��رای را م��ع��ادلات ای��ن س��پ��س ک��ن��ی��د. اس��ت��ف��اده م��ع��ادلات ص��ورت ب��ه م��ت��غ��ی��ره��ا ای��ن ب��ی��ن رواب��ط ی��اف��ت��ن ب��رای
�وان �ن� ع� �ه ب� Q �ورت ص� �ن درای� �د. �ی� �ائ� �م� ن� �اده �ف� �ت� اس� Q �ارت �ب� ع� در �ا �ره� �ی� �غ� �ت� م� �ن ای� از �ی �ک� ی� �ز �ج� ب� �ام �م� ت� �ذف ح�

ب��ن��وی��س��ی��د. را ت��اب��ع ای��ن ق��ل��م��رو م��ی�ش��ود. داده Q = f(x) م��ث��لا x م��ت��غ��ی��ر ازی��ک ت��اب��ع��ی

ری��د. ب�� ب��ک��ار f م��ط��ل��ق ک��م��ی��ن��ه ی��ا ب��ی��ش��ی��ن��ه م��ق��ادی��ر ی��اف��ت��ن ب��رای را ه��ف��ت��م ف��ص��ل روش�ه��ای .۶
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�ار �ن� ک� �ه ک� را �ل �ک� ش� �ی �ل� �ی� �ط� �ت� �س� م� �ه�ای �زرع� م� �د �واه� �ی�خ� م� و دارد �ی �ش� �ارک� �ص� ح� �ر �ت� م� ۲۴۰۰ �اورزی �ش� ک� .١.۶.٨ �ال �ث� م�
�ه ک� �ه�ای �زرع� م� �اد �ع� اب� �دارد. ن� لازم �ار �ص� ح� �ه �ان� رودخ� �داد �ت� ام� در �د. �ن� ک� �ن��دی رب� �ا �ص� ح� دارد �رار ق� �ی �م� �ی� �ق� �ت� �س� م� �ه�ی �ان� رودخ�

اس��ت؟ چ��ق��در م��ی�گ��ی��رد ب��ر در را م��س��اح��ت ری��ن ب��ی��ش��ت��

ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض ک��ن��ی��م. ب��ی��ش��ی��ن��ه را م��س��ت��ط��ی��ل ای��ن از A م��س��اح��ت م��ی�خ��واه��ی��م م��ی�ک��ن��ی��م. رس��م ن��م��وداری اب��ت��دا ح��ل.

x

y

م��ی�ک��ن��ی��م: ب��ی��ان y و x ح��س��ب ب��ر را A س��پ��س ب��اش��ن��د. م��ت��ر) ح��س��ب (ب��ر م��س��ت��ط��ی��ل ای��ن ط��ول و ع��رض y و x
A = xy

�ذف ح� را y ،x �ب �س� ح� �ر ب� y �ان �ی� ب� �ا ب� �س پ� �م. �ی� �ن� ک� �ان �ی� ب� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ک ی� از �ی �ع� �اب� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� را A �م �ی� �واه� �ی�خ� م�
پ��س ری��م. �ی�� م��ی�گ� ک��ار ب��ه اس��ت �ت��ر م� ۲۴۰۰ ک��ه را ح��ص��ار ک��ل ط��ول �ل��وم م��ع� اط��لاع ام��ر ای��ن ان��ج��ام ب��رای �ی��م. �ائ� م��ی�ن��م�

م��ی�ده��د دس��ت ب��ه ک��ه y = ۲۴۰۰ − ۲x ری��م دا م��ع��ادل��ه ای��ن از ۲x+ y = ۲۴۰۰

A = x(۲۴۰۰ − ۲x) = ۲۴۰۰x− ۲x۲

را آن �ی��م م��ی�خ��واه� ک��ه �اب��ع��ی ت� �ه �ی��ج� �ت� ن� در .(A < ۰ ص��ورت ای��ن �ی��ر غ� (در x ≤ ۱۲۰۰ و x ≥ ۰ ک��ه �ی��د �ن� ک� �ه ت��وج�
از اس��ت ع��ب��ارت ک��ن��ی��م ب��ی��ش��ی��ن��ه

A(x) = ۲۴۰۰x− ۲x۲, ۰ ≤ x ≤ ۱۲۰۰

�د �ی�ده� م� �واب ج� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ل ح� را A′
(x) = ۲۴۰۰ − ۴x = ۰ �ه�ی �ادل� �ع� م� �ی �ران� �ح� ب� �داد اع� �ن �ت� �اف� ی� �رای ب�

.x = ۶۰۰

�ون چ� �د. ده� رخ �ه درون� �ن ای� �ی �ائ� �ه� �ت� ان� �ه�ی �ط� �ق� ن� �ک ی� در �ا ی� و �ی �ران� �ح� ب� �دد ع� �ن ای� در �د �ای� ب� A �ه�ی �ن� �ی� �ش� �ی� ب� �دار �ق� م�
ک��ه م��ی�ده��د �ی��ج��ه �ت� ن� ش��د �ت��ه �ف� گ� ک��ه �ل��ی م��راح� ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� A(۱۲۰۰) = ۰ و A(۶۰۰) = ۷۲۰۰۰۰ و A(۰) = ۰

م��ی�ب��اش��د. A(۶۰۰) = ۷۲۰۰ ب��ی��ش��ی��ن��ه م��ق��دار
ب��ه ه��م��ی��ش��ه A ک��ه ب��ب��ی��ن��ی��م م��ی�ت��وان��س��ت��ی��م x ه��ر ب��رای A′′

(x) = −۴ < ۰ ای��ن�ک��ه م��ش��اه��ده�ی ب��ا م��ع��ادل ط��ور (ب��ه
ب��اش��د). م��ط��ل��ق ب��ی��ش��ی��ن��ه�ی ی��ک ب��ای��د x = ۶۰۰ در م��وض��ع��ی ب��ی��ش��ی��ن��ه�ی و ب��وده م��ق��ع��ر پ��ائ��ی��ن

ب��اش��د. م��ت��ر ۱۲۰۰ ط��ول و م��ت��ر ۶۰۰ ع��رض دارای ب��ای��د م��س��ت��ط��ی��ل��ی م��زرع��ه ب��ن��اب��رای��ن

م��خ��ارج ک��ه را اب��ع��ادی گ��ی��رد. ج��ای آن در روغ��ن ل��ی��ت��ر ۱ ک��ه ش��ود س��اخ��ت��ه ط��وری ب��ای��د ق��وط��ی ی��ک .٢.۶.٨ م��ث��ال
ب��ی��اب��ی��د. ک��ن��د ک��م��ی��ن��ه را ق��وط��ی ای��ن س��اخ��ت در رف��ت��ه ب��ک��ار ف��ل��ز
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�ت��ر) �م� �ی� �ت� �ان� س� ح��س��ب (ب��ر را �ف��اع ارت� h و �ع��اع ش� r آن در ک��ه �م ری� � �ی� م��ی�گ� �ر �ظ� ن� در �ر زی� �ک��ل ش� �ن��د �ان� م� �م��وداری ن� ح��ل.
ک��ه را اط��راف) و ت��ه و (س��ر اس��ت��وان��ه�ای روی��ه�ی ک��ل م��س��اح��ت و ف��ل��ز م��خ��ارج ک��ردن �ی��ن��ه ک��م� م��ن��ظ��ور ب��ه ده��د. ن��ش��ان

م��ی�ك��ن��ی��م. ک��م��ی��ن��ه A = ۲πr۲ + ۲πrh : از اس��ت ع��ب��ارت

h

r

.٢.۶.٨ م��ث��ال ب��ه رب��وط م�� :١٢.٨ ش��ک��ل

م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده ری��م م��ی�گ��ی�� م��ک��ع��ب س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۱۰۰۰ را آن م��ا ک��ه ل��ی��ت��ر ۱ آن ح��ج��م ک��ه ای��ن از h ح��ذف ب��رای
م��ی�ده��د A در ع��ب��ارت ای��ن ج��ای��گ��ذاری .h = ۱۰۰۰(πr۲) م��ی�ده��د ک��ه πr۲h = ۱۰۰۰ پ��س

A = ۲πr۲ +
۱۰۰۰

πr۲
= ۲πr۲ +

۲۰۰۰

r

�داد اع� �ن �ت� �اف� ی� �رای ب� �ت. اس� r > ۰ و A(r) = ۲πr۲ + ۲۰۰۰
r �م �ی� �ن� ک� �ه �ن� �ی� �م� ک� �م �ی� �واه� �ی�خ� م� �ه ک� �ی �ع� �اب� ت� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

�ه ک� �ی �ت� وق� A′
(r) = ۰ �س پ� .A′

(r) = ۴πr − ۲۰۰۰
r۲ = ۴πr۳−۵۰۰

r۲ �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ری �ی� �ق�گ� �ت� �ش� م� �ی �ران� �ح� ب�

�م �ی� �وان� �م��ی�ت� ن� اس��ت (۰,∞) ،A �م��رو �ل� ق� چ��ون اس��ت. r =
۳

√
۵۰۰

π
�ران��ی ب��ح� ع��دد �ا �ه� �ن� ت� �ه �ی��ج� �ت� ن� در πr۳ = ۵۰۰

�م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ن �ک� �ی� ل� �م. �ی� ده� �رار ق� �اده �ف� �ت� اس� �ورد م� را �ی �ائ� �ه� �ت� ان� �اط �ق� ن� در �ا �ه�ه� �ن� ری� � ق� �ا ب� �اط �ب� ارت� در ١.۶.٨ �ال �ث� م� �ث �ح� ب�

ب��رای A ن��ت��ی��ج��ه در .r >
۳

√
۵۰۰

π
ب��رای A′

(r) > ۰ و r <
۳

√
۵۰۰

π
ب��رای A′

(r) < ۰ ک��ه ک��ن��ی��م م��ش��اه��ده
اس��ت. �ودی �ع� ص� �ران��ی �ح� ب� �دد ع� راس��ت �رف ط� �ای rه� �ام �م� ت� �رای ب� و �ی �زول� ن� �ی �ران� �ح� ب� �دد ع� چ��پ �رف ط� �ای rه� �ام �م� ت�

ش��ود. م��ن��ج��ر م��ط��ل��ق ک��م��ی��ن��ه�ی ی��ک ب��ه ب��ای��د r =
۳

√
۵۰۰

π
ب��ن��اب��رای��ن

پ��س r −→ ∞ �ت��ی وق� A(r) −→ ∞ و r −→ ۰+ �ت��ی وق� A(r) −→ ∞ �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �ث �ح� ب� �ه ک� �ن ای� �ا (ی�
ده��د.) رخ ب��ح��ران��ی ع��دد ای��ن در ب��ای��د ض��رورت��ا ب��اش��دک��ه داش��ت��ه وج��ود ب��ای��د A(r) ب��رای ک��م��ی��ن��ه م��ق��دار ی��ک

ب��ن��اب��رای��ن .h = ۱۰۰۰
πr۲ = ۱۰۰۰

π( ۵۰۰
π
)(

۲
۳ )

= ۲ ۳

√
۵۰۰

π
= ۲r ب��ا اس��ت ب��راب��ر r =

۳

√
۵۰۰

π
ب��ا م��ت��ن��اظ��ر h م��ق��دار

ی��ع��ن��ی ش��ع��اع ب��راب��ر دو ب��ای��د ارت��ف��اع و س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۳

√
۵۰۰

π
ب��ای��د ش��ع��اع ق��وط��ی س��اخ��ت م��خ��ارج ک��ردن ک��م��ی��ن��ه ب��رای

ب��اش��د. ق��ط��ر ب��ا ب��راب��ر
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آزم��ون از ی��اف��ت��ه�ای �ی��ی��ر ت��غ� ش��ک��ل م��ط��ل��ق �ی��ن��ه ک��م� ت��وج��ی��ه ب��رای ٢.۶.٨ م��ث��ال در ش��ده اس��ت��ف��اده ب��ح��ث .٣.۶.٨ ت��وج��ه
ب��ی��ان ای��ن��ج��ا در ب��ع��دی ارج��اع ج��ه��ت و دارد) رب��رد ک��ا م��وض��ع��ی اك��س��ت��رم��م�ه��ای م��ورد در ت��ن��ه��ا (ک��ه اس��ت اول م��ش��ت��ق

م��ی�ش��ود.

ب��اش��د. ری��ن ن��زدی��ک�ت�� (۱,۴) ن��ق��ط��ه�ی ب��ه ک��ه ب��ی��اب��ی��د y۲ = ۲x س��ه��م��ی ب��ر ن��ق��ط��ه�ای .۴.۶.٨ م��ث��ال

.d =
√

(x− ۱)۲ + (y − ۴)۴ ب��ا اس��ت ب��راب��ر (x, y) ن��ق��ط��ه�ی و (۱,۴) ن��ق��ط��ه�ی ب��ی��ن ف��اص��ل��ه�ی ح��ل.
م��ی�ش��ود d ع��ب��ارت ن��ت��ی��ج��ه در .x = y۲

۲ آن��گ��اه ب��اش��د داش��ت��ه ق��رار س��ه��م��ی ب��ر (x, y) اگ��ر ل��ی��ک��ن

d =

√
(
y۲

۲
− ۱)۲ + (y − ۴)۴

�اده �ف� �ت� اس� �ا �ه� �ن� ت� x ح��س��ب ب��ر d آوردن ب��دس��ت ب��رای y =
√

۲x �گ��ذاری �ای� ج� �ا ب� �م �ی� �ت� �وان��س� م��ی�ت� �ن��اوب �ت� م� �ور ط� �ه (ب�
ک��ن��ی��م.)

�ه �وج� (ت� .d۲ = f(y) = (y
۲

۲ − ۱)۲ + (y − ۴)۲ �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �ه �ن� �ی� �م� ک� را آن �ع رب� � م� d �ردن ک� �ه �ن� �ی� �م� ک� �ای ج� �ه ب�
م��ی�آوری��م. ب��دس��ت م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ب��ا اس��ت) آس��ان�ت��ر d۲ ب��ا ک��ردن ک��ار ل��ی��ک��ن ی��ک��س��ان��ن��د، d۲ و d ک��م��ی��ن��ه�ی ک��ه ن��م��ای��ی��د

f
′
(y) = ۲(

y۲

۲
) = ۲(y − ۴) = y۳ − ۸

f
′
(y) > ۰ و y < ۲ �ه ک� �ی �ت� وق� f ′

(y) < ۰ �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ده �اه� �ش� م� .y = ۲ �ه ک� �ی �ت� وق� f ′
(y) = ۰ پ��س

�ا ب� اس��ت �ر �راب� ب� x �ر �اظ� �ن� �ت� م� �دار �ق� م� .y = ۲ �ه ک� �د �ی�ده� م� رخ �ت��ی وق� �ل��ق �ط� م� �ه�ی �ن� �ی� �م� ک� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در y > ۲ �ه ک� �ی �ت� وق�

م��ی�ب��اش��د. y۲ = ۲x ب��ر (۱,۴) ب��ه ن��ق��ط��ه ری��ن ن��زدی��ک�ت�� (۲,۲) ن��ق��ط��ه�ی ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. x = y۲

۲ = ۲

م��ی�خ��واه��د و دارد ق��رار �ت��ر �ل��وم� �ی� ک� ۳ ع��رض ب��ه �ی��م �ت��ق� م��س� رودخ��ان��ه�ای �ن��ار ک� ب��ر A ن��ق��ط��ه�ی در م��ردی .۵.۶.٨ م��ث��ال
م��ی�ت��وان��د ب��ب��ی��ن��ی��د) را ١٣.٨ (ش��ک��ل ب��رس��د م��ق��اب��ل س��اح��ل در رود پ��ائ��ی��ن ک��ی��ل��وم��ت��ر ۸ ،B ن��ق��ط��ه�ی ب��ه ری��ع�ت��ر س�� چ��ه ه��ر
ق��ای��ق ب��ا م��س��ت��ق��ی��م��ا م��ی�ت��وان��د ی��ا ب��دود B ت��ا س��پ��س زده پ��ارو C ن��ق��ط��ه�ی ب��ه رودخ��ان��ه ع��رض از م��س��ت��ق��ی��م��ا را ق��ای��ق��ش
ب��ا ب��ت��وان��د او اگ��ر ب��دود. B ت��ا س��پ��س رف��ت��ه B و C ب��ی��ن D چ��ون ن��ق��ط��ه�ای ب��ه ق��ای��ق ب��ا م��ی�ت��وان��د او ی��ا ب��رود B ب��ه

ب��رس��د؟ B ب��ه زودت��ر چ��ه ه��ر ت��ا ش��ود پ��ی��اده ب��ای��د ک��ج��ا ب��دود م��ت��ر ک��ی��ل��و ۸ س��رع��ت ب��ا و ک��ن��د ق��ای��ق��ران��ی س��رع��ت

b

b b b

A

C D B

.۵.۶.٨ م��ث��ال ب��ه رب��وط م�� ش��ك��ل :١٣.٨ ش��ک��ل

اس��ت |DB|= ۸− x دوی��دن ف��اص��ل��ه�ی ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. D ت��ا C ب��ی��ن ف��اص��ل��ه�ی x ک��ن��ی��د ف��رض ح��ل.
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�م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �د. �ی�ده� م� |AD|=
√
x۲ + ۹ �ورت ص� �ه ب� را �ی �ران� �ق� �ای� ق� �ه�ی �ل� �اص� ف� �ورث �اغ� �ث� �ی� ف� �ه�ی �ی� �ض� ق� و

�ی �ران� �ق� �ای� ق� �ان زم� �س پ� �م. ری� � �ی� �ی�گ� م� �ار �ک� ب� ن��رخف��اص��ل��ه = زم��ان �ه�ی �ادل� �ع� م� و �ت اس� �ت �اع� س� �ر ب� �ر �ت� �وم� �ل� �ی� ک� ۰ آب �دی �ن� ت�

�ت اس� �ارت �ب� ع� x از �ی �ع� �اب� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� T �ان زم� �ل ک� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در �ت. اس� (x−۸)
۸ �دن دوی� �ان زم� و

√
x۲ + ۹

۸

C �ا ت� او ،x = ۰ �ر اگ� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �ت. اس� [۰,۸] �ر �راب� ب� T �ع �اب� ت� �رو �م� �ل� ق� T (x) =
√
x۲+۹
۶ + ۸−x

۸ از
ب��ا ب��راب��راس��ت T م��ش��ت��ق م��ی��رود. B ب��ه ق��ای��ق ب��ا م��س��ت��ق��ی��م��ا او x = ۸ اگ��ر و م��ی�ک��رد ق��ای��ق��ران��ی

T
′
(x) =

x

۶
√
x۲ + ۹

− ۱

۸

ری��م دا x ≥ ۰ ک��ه ح��ق��ی��ق��ت ای��ن از اس��ت��ف��اده ب��ا پ��س

T
′
(x) = ۰ ⇔ x

۶
√
x۲ + ۹

− ۱

۸
⇔ ۴x = ۳

√
x۲ + ۹

⇔ ۱۶x۲ = ۹(x۲ + ۹) ⇔ ۷x۲ = ۸۱ ⇔ x =
۹√
۷

�ق��ط��ه�ی ن� ی��ک در ی��ا و ب��ح��ران��ی ع��دد ای��ن در �ن��ه �ی� �م� ک� �ا آی� �ن��ک��ه ای� �ی��دن �م� �ه� ف� ب��رای اس��ت. x = ۹√
۷
ب��ح��ران��ی ع��دد �ه��ا �ن� ت�

ق��ل��م��رو ان��ت��ه��ای��ی

م��ی�ک��ن��ی��م م��ح��اس��ب��ه ن��ق��ط��ه س��ه ه��ر رادر T م��ی�اف��ت��د ات��ف��اق [۰,۸]

T (۰) = ۱٫ ۵ T (
۹√
۷
) = ۱ +

√
۷

۸
T (۸) =

√
۷۳

۶
.

�ف��اق ات� �ا ج� ای��ن در �ای��د ب� T �ل��ق �ط� م� �ه�ی �ن� �ی� �م� ک� �ق��دار م� �د م��ی�ده� رخ x = ۹√
۷
در T �ادی��ر �ق� م� ای��ن ری��ن � ک��وچ��ک�ت� چ��ون

�ه�ی �ط� �ق� ن� از �ر) �ت� �وم� �ل� �ی� ک� ۳/۴ ≈) �ر �ت� �وم� �ل� �ی� ک� ۹√
۷
�ه�ی �ل� �اص� ف� �ه ب� �ه�ای �ط� �ق� ن� در را �ق �ای� ق� �د �ای� ب� �رد م� �ن ای� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ت� اف�

ن��م��ای��د. م��ت��وق��ف رودخ��ان��ه پ��ائ��ی��ن در ش��روع

ب��ی��اب��ی��د. ک��رد م��ح��اط r ش��ع��اع ب��ه ن��ی��م��دای��ره ی��ک در م��ی�ت��وان ک��ه را م��س��ت��ط��ی��ل��ی ری��ن ب��زرگ�ت�� م��س��اح��ت .۶.۶.٨ م��ث��ال

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. م��خ��ت��ص��ات م��رک��ز ب��ا x۲ + y۲ = r۲ ب��الای��ی ن��ی��م��ه�ی م��ذک��ور ن��ی��م��دای��ره ده��ی��د اج��ازه ح��ل.
ن��ی��م��دای��ره ب��ر م��س��ت��ط��ی��ل راس دو ک��ه اس��ت م��ع��ن��ی ب��دی��ن ش��ده داده ن��ش��ان زی��ر ش��ک��ل در ک��ه ب��ط��وری ش��ده م��ح��اط ل��غ��ت

ب��اش��د. x م��ح��ور روی آن راس دو و
دارای �ل �ی� �ط� �ت� �س� م� �ع �ل� ض� دو �ورت ص� �ن ای� در دارد. �رار ق� اول �ع رب� در �ه ک� �د �اش� ب� �ی راس� (x, y) �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
�ذف ح� �رای ب� �د. �اش� �ی�ب� م� A = ۲xy �ا ب� �ت �راس� �راب� ب� آن �ت �اح� �س� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در �د. �ن� �اش� �ی�ب� م� y و ۲x �ای �ول�ه� ط�
�ه �ج� �ی� �ت� ن� در و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �اده �ف� �ت� اس� دارد �رار ق� x۲ + y۲ = r۲ �ره�ی دای� �ر ب� (x, y) �ه ک� را �ت �ق� �ی� �ق� ح� �ن ای� y
اس��ت ع��ب��ارت آن م��ش��ت��ق اس��ت. ۰ ≤ x ≤ r ق��ل��م��رو ،A = ۲x

√
r۲ − x۲ ب��ن��اب��رای��ن .y =

√
r۲ − x۲
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از:

A
′
= ۲

√
r۲ − x۲ − ۲x۲

√
r۲ − x۲

=
۲(r۲ − ۲x۲)√

r۲ − x۲

�ن ای� A(r) = ۰ و A(۰) = ۰ �ون چ� (x ≥ ۰ �ون (چ� �ت اس� �ر �ف� ص� x = r√
۲
�ی �ن� �ع� ی� r۲ = ۲x۲ �ی �ت� وق� �ه ک�

ب��ا اس��ت ب��راب��ر م��ح��اط��ی م��س��ت��ط��ی��ل ری��ن ب��زرگ�ت�� م��س��اح��ت ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. A ب��ی��ش��ی��ن��ه�ی م��ق��دار ی��ک x م��ق��دار

A(
r√
۲
) = ۲

r√
۲

√
r۲ − r۲

۲
= r۲

اق��ت��ص��ادی ک��ارب��رده��ای ٧.٨

از اس��ت ع��ب��ارت ن��ه��ائ��ی زی��ن��ه�ی ه�� آن��گ��اه ب��اش��د م��ع��ی��ن��ی ک��الای از واح��د x ت��ول��ی��د م��خ��ارج و زی��ن��ه ه�� ت��اب��ع C(x) اگ��ر
اس��ت. C ′

(x) ن��ه��ائ��ی ت��اب��ع م��ش��ت��ق ن��ه��ائ��ی زی��ن��ه�ی ه�� ت��اب��ع دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه .x ب��ه ن��س��ب��ت C ت��غ��ی��ی��ر ن��رخ
زی��ن��ه ه�� خ��م ب��ر م��م��اس ش��ی��ب C

′
(x) ن��ه��ائ��ی زی��ن��ه�ی ه�� اس��ت. ش��ده داده ن��ش��ان (آ) زی��ر ش��ک��ل در ت��اب��ع ی��ک ن��م��ودار

خ��م �ی��د) ت��ول� ث��اب��ت �ن��ه�ی زی� ه�� ک��ارآم��دت��ر �ت��ف��اده�ی (اس� �ی��اس �ق� م� �ت��ص��اد اق� �ی��ل ب��دل� ک��ه �ی��د �ن� ک� ت��وج��ه اس��ت. (x,C(x)) در
م��ی�ش��ود م��ق��ع��ر ب��الا ب��ه زی��ن��ه ه�� خ��م و دارد وج��ود ع��ط��ف��ی ن��ق��ط��ه�ی س��ران��ج��ام ل��ی��ک��ن اس��ت. م��ق��ع��ر پ��ائ��ی��ن ب��ه اب��ت��دا زی��ن��ه ه��
م��ق��ی��اس. ب��زرگ ف��ع��ال��ی��ت ی��ک در ک��ف��ای��ت ع��دم ی��ا اض��اف��ی زی��ن��ه�ی ه�� دل��ی��ل ب��ه ش��ای��د اس��ت) ص��ع��ودی ن��ه��ائ��ی زی��ن��ه�ی (ه��

x

y

y = (x)

م��ت��وس��ط زی��ن��ه ه�� ت��اب��ع (ب)

ع��ط��ف ن��ق��ط��ه

ش��ی��ب C(x) =

C(x)

x

y = C(x)

x

y

زی��ن��ه ه�� ت��اب��ع (آ)

c(x) =
C(x)

x
م��ت��وس��ط ه��زی��ن��ه ت��اب��ع (٧.٨)

C(x)
x �ه ک� �ن ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د. �اش� ب� �ده ش� �د �ی� �ول� ت� آن از �د واح� x �ت��ی وق� �الاس��ت ک� �د واح� �ر ه� �ه�ی �ن� زی� � ه� �ده�ی �ن� �ان�ده� �ش� ن�

�ت��وس��ط م� �ه�ی �ن� زی� � ه� �اب��ع ت� ی��ک �م��ودار ن� اس��ت (آ) ب��الا ش��ک��ل در (x,C(x)) �ق��ط��ه ن� و �ب��دا م� �ی��ن ب� واص��ل خ��ط �ی��ب ش�
داش��ت. �د �واه� خ� �ود وج� �ل��ق �ط� م� �ه�ی �ن� �ی� �م� ک� ی��ک �ه ک� �د م��ی�رس� �ر �ظ� ن� �ه ب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �م رس� (ب) �الا ب� �ک��ل ش� در در را �ه �ون� �م� ن�
٧.٨ �ه�ی �ادل� �ع� م� �ی��ری �ق�گ� �ت� �ش� م� �رای ب� �م��ت �س� ق� �ارج خ� �ده�ی �اع� ق� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� را c �ران��ی �ح� ب� �ه�ی �ط� �ق� ن� آن �ت��ن �اف� ی� �رای ب�

م��ی�ک��ن��ی��م ج��س��ت��ج��و

c
′
(x) =

xC
′
(x)− C(x)

x۲
.
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م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه ای��ن و xC ′
(x)− C(x) = ۰ ک��ه وق��ت��ی c′(x) = ۰ ح��ال

C
′
(x) =

C(x)

x
= c(x).

آن��گ��اه ب��اش��د ک��م��ی��ن��ه م��ت��وس��ط زی��ن��ه�ی ه�� اگ��ر ب��ن��اب��رای��ن
ن��ه��ائ��ی زی��ن��ه�ی ه�� = م��ت��وس��ط زی��ن��ه�ی .ه��

از اس��ت ع��ب��ارت ک��الا واح��د x ت��ول��ی��د ت��وم��ان) (ب��ه زی��ن��ه�ی ه�� ک��ه م��ی�ک��ن��د ب��رآورد ش��رک��ت��ی .١.٧.٨ م��ث��ال
C(x) = ۲۶۰۰ + ۲x+ ۰/۰۰۱x۲.

ب��ی��اب��ی��د. را ک��الا ۳۰۰۰ و ک��الا ۲۰۰۰ و ک��الا ۱۰۰۰ ت��ول��ی��د ن��ه��ائ��ی زی��ن��ه�ی ه�� و م��ت��وس��ط زی��ن��ه�ی ه�� و زی��ن��ه ه�� (ال��ف)

چ��ق��در ک��م��ی��ن��ه م��ت��وس��ط زی��ن��ه�ی ه�� ای��ن و م��ی�ش��ود ح��اص��ل م��ت��وس��ط زی��ن��ه�ی ه�� ری��ن ک��م��ت�� ت��ول��ی��د از س��ط��ح��ی چ��ه در (ب)
اس��ت؟

ح��ل.

�ه�ی �ن� زی� � ه� �ع �اب� ت� .c(x) = C(x)
x = ۲۶۰۰

x + ۲ + ۰/۰۰۱x �ا ب� �ت اس� �ر �راب� ب� �ط �وس� �ت� م� �ه�ی �ن� زی� � ه� �ع �اب� ت� (ال��ف)
و زی��ن��ه ه�� ک��ه زی��ر ج��دول ک��ردن پ��ر ب��رای ع��ب��ارات ای��ن از C ′

(x) = ۲+ ۰/۰۰۲x ب��ا اس��ت ب��راب��ر ن��ه��ائ��ی
�ده) ش� �رد گ� �ال ری� �ن ری� � �ک�ت� �زدی� ن� �ه ب� �م �ل� ق� �ر ه� �ان �وم� ت� �ا ی� و �ان �وم� ت� �ه (ب� �ی �ائ� �ه� ن� �ه�ی �ن� زی� � ه� و �ط �وس� �ت� م� �ه�ی �ن� زی� � ه�

ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده م��ی�ده��ن��د

C
′
(x) c(x) C(x) x

۴ ۵/۶۰ ۵۶۰۰ ۱۰۰۰

۶ ۵/۳۰ ۱۰۶۰۰ ۲۰۰۰

۸ ۵/۸۷ ۱۷۶۰۰ ۳۰۰۰

�ی �ن� �ع� ی� �ی) �ائ� �ه� ن� �ه�ی �ن� زی� � ه� = �ط �وس� �ت� م� �ه�ی �ن� زی� � (ه� �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �د �ای� ب� �ط �وس� �ت� م� �ه�ی �ن� زی� � ه� �ردن ک� �ه �ن� �ی� �م� ک� �رای ب� (ب)
.C ′

(x) = c(x)

۲ + ۰/۰۰۲x =
۲۶۰۰

x
+ ۲ + ۰/۰۰۱x

پ��س م��ی�ش��ود. س��اده ۰/۰۰۱x = ۲۶۰۰
x ب��ه م��ع��ادل��ه ای��ن

x۲ =
۲۶۰۰

۰/۰۰۱
= ۲۶۰۰۰۰۰ x =

√
۲۶۰۰۰۰۰ = ۱۶۱۲

�ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه �وج� ت� �د �ی�ده� م� �ت �دس� ب� را �ه �ن� �ی� �م� ک� �ک ی� �ع واق� در �د �ی� �ول� ت� �ح �ط� س� �ن ای� �ه �ک� �ن� ای� �دن دی� �رای ب�
�ر �راب� ب� �ه �ن� �ی� �م� ک� �ط �وس� �ت� م� �ه �ن� زی� � ه� اس��ت. �ر �ع� �ق� م� �الا ب� �ه ب� �روش �م� �ل� ق� �ام �م� ت� در C �ه �ج� �ی� �ت� ن� در .C ′′(x) = ۵۲۰۰

x۳

ب��ا اس��ت

c(۱۶۱۲) =
۲۶۰۰

۱۶۱۲
+ ۲ + ۰/۰۰۱(۱۶۱۲)) = ۵/۲۲.
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�ن ای� �ه ک� �د �اش� ب� �الا ک� �د واح� �ر ه� �ت �م� �ی� ق� p(x) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �م. ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را �ی �اب� ری� �ازا ب� �د �ی� ده� �ازه اج� �ال ح�
�ت) �م� �ی� ق� �ع �اب� ت� �ا (ی� �ا �اض� �ق� ت� �ع �اب� ت� را p �اه �گ� آن� �د. �ای� �م� ن� �ت �اف� دری� �د �وان� �ی�ت� م� �الا ک� �د واح� x �روش ف� �ورت ص� در �ت �رک� ش�
واح��د ه��ر ق��ی��م��ت و ش��ده ف��روخ��ت��ه ک��الای واح��د x اگ��ر ب��اش��د. x ح��س��ب ب��ر ن��زول��ی ت��اب��ع ک��ه ری��م دا ان��ت��ظ��ار و م��ی�ن��ام��ی��م
�ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �روش) ف� �ع �اب� ت� �ا (ی� �د درآم� �ع �اب� ت� R و �ت اس� R(x) = xp(x) �ل ک� �د درآم� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� p(x)
واح��ده��ای ت��ع��داد ب��ه ن��س��ب��ت درآم��د ت��غ��ی��ی��ر ن��رخ را آن و م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده ن��ه��ائ��ی درآم��د ت��اب��ع R′ درآم��د ت��اب��ع م��ش��ت��ق

م��ی�ن��ام��ن��د. ش��ده ف��روخ��ت��ه

�ود س� �ع �اب� ت� P و �ت اس� P (x) = R(x) − C(x) �ر �راب� ب� �ل ک� �ود س� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ه �ت� �روخ� ف� �د واح� x �ر اگ�
�ود س� �ردن ک� �ه �ن� �ی� �ش� �ی� ب� �ور �ظ� �ن� م� �ه ب� �د. �اش� �ی�ب� م� �ود س� �ع �اب� ت� �ق �ت� �ش� م� P ′ �ی �ائ� �ه� ن� �ود س� �ع �اب� ت� �ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن�
�ر اگ� �ن �ک� �ی� ل� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �و �ج� �ت� �س� ج� �ت اس� �ر �ف� ص� �ی �ائ� �ه� ن� �ود س� �ا آن�ه� در �ه ک� �دادی اع� �ی �ن� �ع� ی� را P �ی �ران� �ح� ب� �داد اع�

ب��اش��د زی��م��م اک�� م�� س��ود اگ��ر ب��ن��اب��رای��ن R′
(x) = C

′
(x) آن��گ��اه ب��اش��د P ′

(x) = R
′
(x)− C

′
(x) = ۰

ن��ه��ائ��ی زی��ن��ه�ی ه�� = ن��ه��ائ��ی درآم��د .

�م. ری� � ب� �ار �ک� ب� را دوم �ق �ت� �ش� م� �ون آزم� �م �ی� �ت� �س� �وان� �ی�ت� م� �م آوری� �ت �دس� ب� را �ه �ن� �ی� �ش� �ی� ب� �رط ش� �ن ای� �ه �ک� �ن� ای� از �ان �ن� �ی� �م� اط� �رای ب�
�ان �ی� ب� �رط ش� �ن ای� و P ′′

(x) = R
′′
(x) − C

′′
(x) < ۰ و R′′

(x) < C
′′
(x) �ی �ت� وق� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�

ب��ی��ش��ی��ن��ه وق��ت��ی س��ود ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. ن��ه��ائ��ی زی��ن��ه�ی ه�� اف��زای��ش ن��رخ از ک��م��ت��ر ن��ه��ائ��ی درآم��د اف��زای��ش ن��رخ ک��ه م��ی�دارد
ک��ه ش��د خ��واه��د

R
′′
(x) < C

′′
(x), R

′
(x) = C

′
(x).

و C(x) = ۳۸۰۰ + ۵x− x۲

۱۰۰۰ ت��ق��اض��ای و زی��ن��ه ه�� ت��اب��ع ب��ا ش��رک��ت��ی س��ود ت��ول��ی��دی س��ط��ح چ��ه .٢.٧.٨ م��ث��ال
ک��ن��د؟ ب��ی��ش��ی��ن��ه را P (x) = ۵۰ − x

۱۰۰

�ی �ائ� �ه� ن� �د درآم� �ع �اب� ت� �س پ� R(x) = xP (x) = ۵۰x − x۲

۱۰۰ از �ت اس� �ارت �ب� ع� �د درآم� �ع �اب� ت� �ل. ح�
�ی �ت� وق� �ی �ائ� �ه� ن� �د درآم� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �اش� �ی�ب� م� C ′

(x) = ۵ − x
۵۰۰ �ی �ائ� �ه� ن� �د درآم� �ع �اب� ت� و R

′
(x) = ۵۰ − x

۵۰

اس��ت ن��ه��ائ��ی زی��ن��ه�ی ه�� ب��راب��ر
۵۰ − x

۵۰
= ۵ − x

۵۰۰

م��ش��ت��ق��ات م��ی�ده��د را ب��ی��ش��ی��ن��ه ی��ک ای��ن ک��ه ای��ن ک��ردن ک��ن��ت��رل ب��رای .x = ۲۵۰۰ م��ی�آوری��م ب��دس��ت آن ح��ل ب��ا ک��ه
م��ی�ک��ن��ی��م م��ح��اس��ب��ه را دوم

R
′′
(x) = − ۱

۵۰
, C

′′
(x) = − ۱

۵۰۰
.

را س��ود واح��دی ۲۵۰۰ ت��ول��ی��د س��ط��ح ی��ک ب��ن��اب��رای��ن .x م��ق��ادی��ر ت��م��ام ب��رای R′′
(x) < C

′′
(x) ص��ورت ای��ن در

م��ی�ک��ن��د. ب��ی��ش��ی��ن��ه
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ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ٨.٨

و آوری��م در رب��ع م�� چ��ه��ار ،a ض��ل��ع ط��ول ب��ه ش��ک��ل��ی رب��ع م�� ح��ل��ب��ی ص��ف��ح��ه از چ��ه��ارگ��وش��ه م��ی�خ��واه��ی��م .١.٨.٨ م��س��ال��ه
�ع رب� � م� �ع �ل� ض� �ول �م.ط� �ازی� �س� ب� درب �دون ب� �ل �ک� ش� �ل �ی� �ط� �ت� �س� م� �ع��ب �ک� م� �ه �ب� �ع� ج� ی��ک �ا ت� �م ری� � �ب� ب� �الا ب� را آن �راف اط� �پ��س س�

ش��ود. زی��م��م اک�� م�� ح��اص��ل ج��ع��ب��ه ح��ج��م ت��ا ری��م ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در چ��ق��در را ک��وچ��ک ه��ای

ح��ل.

a− 2x

a

x

x

a

ط��ول آن��گ��اه ب��اش��د ج��ع��ب��ه ارت��ف��اع ی��ع��ن��ی ک��وچ��ک ه��ای رب��ع م�� ض��ل��ع ط��ول x اگ��ر ک��ه ری��م دا ب��الا ش��ک��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا
�ن ای� V(x)و = (a− ۲x)۲اس��ت �ارت �ب� ع� �ه �ب� �ع� ج� �م �ج� ح� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در −aو ۲xر� �راب� ب� �ه �ب� �ع� ج� �ده �اع� ق� �ع رب� � م� �ع �ل� ض�
آن �م��ک ک� �ه ب� را �ران��ی �ح� ب� �اط �ق� ن� و آورده ب��دس��ت را آن �ت��ق �ش� م� �د �ای� ب� �رای��ن �اب� �ن� �ود.ب� ش� �م �م� زی� � اک� � م� �د �ای� ب� �ه ک� اس��ت �ع��ی �اب� ت�

ری��م دا ص��ورت ای��ن در ن��م��ای��ی��م. م��ح��اس��ب��ه
V

′
(x) = (a− ۲x)۲ − ۴x(a− ۲x) = a۲ − ۸ax+ ۱۲x۲

�رای��ن �اب� �ن� ب� �د �ون� ش� �ه �ب� �اس� �ح� Vم� ′
(x) = �ه۰ �ادل� �ع� م� �ای ه� �ه �ش� ری� �ت اس� لازم �ی �ران� �ح� ب� �اط �ق� ن� آوردن �دس��ت ب� �رای ب� �ال ح�

م��ی�ده��د را V م��ق��دار م��ی��ن��ی��م��م x = a
۲ ک��ه اس��ت x.واض��ح = a

xو۶ = a
۲ ری��م دا a

۲ − ۸ax+ ۱۲x۲ = از۰
س��اخ��ت��ن ب��رای چ��ی��زی و م��ی�ش��ود ب��رداش��ت��ه گ��وش��ه رب��ع م�� چ��ه��ار ع��ن��وان ب��ه ح��ل��ب��ی ص��ف��ح��ه ت��م��ام��ی ح��الات ای��ن در چ��ون
ای��ن و دارد ج��واب م��س��ئ��ل��ه ک��ه ای��ن از اط��م��ی��ن��ان ب��رای ام��ا ب��اش��د x = a

۶ م��ی�ت��وان��د ج��واب ن��م��ی�م��ان��د.ب��ن��اب��رای��ن ج��ع��ب��ه
ری��م دا آن xدر = a

دادن۶ ق��رار و م��ح��اس��ب��ه ب��ا ک��رد.پ��س اس��ت��ف��اده دوم م��ش��ت��ق از م��ی�ت��وان اس��ت x = a
۶ ج��واب

V ”(x) = −۸a+ ۲۴x, V ” a

۶
= −۸a+ ۲۴

a

۶
= −۸a < ۰

۲a۳اس��ت.

۲۷ ب��راب��ر ج��ع��ب��ه ح��ج��م ص��ورت ای��ن در ک��ه اس��ت م��ط��ل��وب ج��واب a
۶ پ��س

ری��ن ب��ی��ش��ت�� و اس��ت م��ح��اط r ش��ع��اع ب��ه ک��ره�ای در ک��ه ک��ن��ی��د پ��ی��دا را دواری ق��ائ��م م��خ��روط ارت��ف��اع .٢.٨.٨ م��س��ال��ه
دارد؟ را م��م��ک��ن ح��ج��م
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ح��ل.

A

D

C
x

y

B

ک��ه اس��ت y و x ح��س��ب ب��ر م��ت��غ��ی��ره دو ت��اب��ع��ی ک��ه اس��ت π
۳x

۲y ب��راب��ر م��خ��روط ح��ج��م ب��الا ش��ک��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا
�م �ائ� ق� �ث �ل� �ث� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ون x۲(چ� = y(۲r − y) از �ت اس� �ارت �ب� ع� y و x �ن �ی� ب� �ه �ط� راب� �ل �ک� ش� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

�ن �رای� �اب� �ن� )؛ب� x۲ = AC
۲
= BC × CD �م ری� دا �ت اس� �ر وت� �ر ب� وارد �اع �ف� �هACارت� ک� �ن ای� �هBADو �زاوی� ال�

اس��ت ع��ب��ارت y م��ت��غ��ی��ره ی��ک ت��اب��ع ع��ن��وان ب��ه م��خ��روط ح��ج��م

V (y) =
π

۳
y۲(۲r − y)

ش��ود. زی��م��م اک�� م�� ۴r
۳ ب��راب��ر م��خ��روط ارت��ف��اع ب��رای ک��ه دی��د م��ی�ت��وان ب��س��ادگ��ی ک��ه

م��م��ک��ن ح��ج��م ری��ن ب��ی��ش��ت�� و اس��ت م��ح��اط دواری م��خ��روط در ک��ه �ن��ی��د ک� پ��ی��دا را اس��ت��وان��ه�ای ارت��ف��اع .٣.٨.٨ م��س��ال��ه
دارد؟ را

ح��ل.

B

h
D G

y

C
A

x

r

در راyب��ن��ام��ی��م اس��ت��وان��ه ارت��ف��اع و x را اس��ت��وان��ه ق��اع��ده hوش��ع��اع را BC ، r را AC اگ��ر ش��ک��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا
�م ری� �د؛دا �ه�ان� �اب� �ش� �ت� م� DBG و ABC �ث �ل� �ث� م� دو �ه ک� �ا �ج� آن� از �ا �ود.ام� �ی�ش� م� x۲y �ه �وان� �ت� اس� �م �ج� ح� �ورت ص� �ن ای�
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V (y) = r۲

h۲ y(h−y)۲ از اس��ت ع��ب��ارت اس��ت��وان��ه ح��ج��م ب��ن��اب��رای��ن و اس��ت. x = r(h−y)
h وی��ا r

x = h
h−y

.h۳ اس��ت ع��ب��ارت اس��ت��وان��ه ارت��ف��اع ب��رای م��ط��ل��وب ج��واب دی��د م��ی�ت��وان ب��س��ادگ��ی ک��ه

ن��م��ائ��ی��د م��ح��اس��ب��ه را اس��ت م��ح��اط ش��ک��ل م��ط��اب��ق AOA
′ س��ه��م��ی ق��ط��ع��ه در ک��ه م��س��ت��ط��ی��ل��ی ع��رض .۴.٨.٨ م��س��ال��ه

ش��ود. زی��م��م اک�� م�� م��س��اح��ت��ش ک��ه ح��ال��ی در

ح��ل.

P

P ′

B

h
A′

D′

C

D

A

y
x

O

Y

X

۲(h−x)y PDD′Pب��راب��ر ′ م��س��ت��ط��ی��ل م��س��اح��ت ،PP
′
= ۲y و BC = h−x ،OC = h اگ��ر

از �ی��ری �غ� �ت� م� ی��ک �اب��ع��ی ت� �ن��وان ع� ب��ه �ی��ل �ت��ط� م��س� م��س��اح��ت دارد، y۲ق��رار = ۲px �ه��م��ی س� روی P چ��ون اس��ت.ام��ا
م��ی�آی��د در زی��ر ص��ورت ب��ه x

S(x) = ۲(h− x)
√

۲px

اس��ت. ۲h
۳ ب��راب��ر م��ط��ل��وب ع��رض ک��ه دی��د م��ی�ت��وان ب��س��ادگ��ی ک��ه

�ب��ت �س� ن� �ه ب� �رد �ی� �ی�گ� م� �رار ق� �ی �ق� اف� �ه ک� �ی �ت� �ت،وق� اس� �ل �ی� �ط� �ت� �س� م� �ع��ش �ط� �ق� م� �ه ک� �واری ال� �ت �اوم� �ق� م� �ر اگ� .۵.٨.٨ �ه �ال� �س� م�
d ق��ط��ر ب��ه ش��ک��ل اس��ت��وان��ه�ای ت��ی��ر ی��ک از ک��ه را ال��وار ک��ن��د،اب��ع��اد ت��غ��ی��ی��ر م��ق��ط��ع ارت��ف��اع م��ج��ذور و آن ع��رض م��س��ت��ق��ی��م

ب��اش��د. زی��م��م اک�� م�� آن م��ق��اوم��ت ت��ا ری��م ب��گ��ی�� چ��ه م��ی��آی��د ب��دس��ت

ح��ل.

d
y

x

اس��ت �م �م� زی� � اک� � م� �ی �ت� وق� آن �ت �اوم� �ق� �د،م� �اش� ب� �وار ال� �ع �ط� �ق� م� �اع �ف� ارت� y و �رض ع� x �ر اگ� �الا ب� �ل �ک� ش� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
�ع �اب� ت� �د �ای� ب� �س پ� y۲ = d۲ − x۲ �م ری� دا �ل �ک� ش� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا �د.ب� �اش� ب� �م �م� زی� � اک� � م� xy۲ �ری �ی� �غ� �ت� م� دو �ع �اب� ت� �ه ک�
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�ه ک� �ود ش� �ده ری� � ب� �ی �ق� ری� � ط� �ه ب� �ر �ی� ت� �ر اگ� �ه ک� �د دی� �وان �ی�ت� م� �ی �ادگ� �س� ب� �ه ک� �ود �م� ن� �م �م� زی� � اک� � م� را f(x) = x(d۲ − x۲)

اس��ت. زی��م��م اک�� م�� ال��وار ب��اش��د،م��ق��اوم��ت ت��ی��ر ق��ط��ر
√

۱
۳ ال��وار م��ق��ط��ع ع��رض و ت��ی��ر ق��ط��ر

√
۲
۳ م��ق��ط��ع ارت��ف��اع

ی��ک ق��س��م��ت ی��ک �ا �ی��م.ب� �ن� م��ی�ک� �ی��م �ق��س� ت� ق��س��م��ت دو ب��ه را �ت��ر �م� �ی� �ت� �ان� س� ۲۰ ط��ول ب��ه ب��ه �م��ی �ی� س� ق��ط��ع��ه .۶.٨.٨ �ال��ه م��س�
�وع �م� �ج� م� �ا ت� �ود ش� �ده ری� � ب� �د �ای� ب� �ه �ون� �گ� چ� �م �ی� �م.س� �ازی� �ی�س� م� �لاع الاض� �اوی �س� �ت� م� �ث �ل� �ث� م� �ک ی� �ر �گ� دی� �ت �م� �س� ق� �ا ب� و �ره دای�

گ��ردد. ب)م��ی��ن��ی��م��م زی��م��م اک�� ال��ف)م�� ش��ک��ل دو م��س��اح��ت

�ه �ت� رف� �ار �ک� ب� �لاع الاض� �اوی �س� �ت� م� �ث �ل� �ث� م� �ن �ت� �اخ� س� �رای ب� �ه ک� �د �اش� ب� �م �ی� س� از �م��ت �س� ق� آن �ول ط� x �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ل. ح�
ب��ا ح��ال .۲۰ − xب��ا اس��ت ب��راب��ر دای��ره م��ح��ی��ط �ی��ج��ه �ت� ن� در و اس��ت x

۳ ب��راب��ر �ل��ث �ث� م� �ل��ع ض� ه��ر ط��ول �ن��اب��رای��ن ب� اس��ت

ری��م دا اس��ت.ب��ن��اب��رای��ن
√

۳
۶ x ب��راب��ر م��ث��ل��ث ارت��ف��اع ف��ی��ث��اغ��ورث ق��ض��ی��ه ب��ردن ب��ک��ار

م��ث��ل��ث م��س��اح��ت =
۱

۲
(
x

۳
)(

√
۳

۶
x) =

√
۳

۳۶
x۲

دای��ره م��ح��ی��ط = ۲πr = ۲۰ − x

�ن ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا π(۲۰−x.ب�
۲π )۲ �ا ب� �ت اس� �ر �راب� ب� �ره دای� �ت �اح� �س� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب� و r = ۲۰−x

۲π �ره دای� �اع �ع� ش� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در
اس��ت ع��ب��ارت x از م��ت��غ��ی��ره ی��ک ت��اب��ع ع��ن��وان ب��ه ش��ک��ل دو م��س��اح��ت م��ط��ال��ب،م��ج��م��وع

A(x) =

√
۳

۳۶
x۲ +

(۲۰ − x)۲

۴π
, ۰ ⩽ x ⩽ ۲۰

�د �ای� �ب� ن� �لا اص� �دار �ق� م� �م �م� زی� � اک� � م� �ت �ال� ح� �رای ب� و x ≃ ۱۲٫ ۴۶ �رای ب� �دار �ق� م� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� �ه ک� �د دی� �وان �ی�ت� م� �ی �ادگ� �س� ب� �ه ک�
ب��س��ازی��م. دای��ره ی��ک ف��ق��ط س��ی��م ت��م��ام��ی ب��ا اس��ت لازم و ش��ود ری��ده ب�� س��ی��م

�ی��ش پ� �ر �ت� م� ۱۸ �اع �ف� ارت� �ه ب� �ی �رج� ب� �ای پ� �ت �م� س� �ه ب� �ت �اع� س� در �ر �ت� م� ۴۵۰۰ �رع��ت س� �ا ب� �ی �ص� �خ� ش� .٧.٨.٨ �ه �ال� �س� م�
�رج ب� رأس �ه ب� �ی �ت� �رع� س� �ه چ� �ا ب� �ت اس� �ت �رک� ح� در �رج ب� �ای پ� از �ری �ت� م� ۲۴ �ه �ل� �اص� ف� در �ص �خ� ش� �ن ای� �ی �ت� �ی�رود.وق� م�

م��ی�ش��ود؟ ن��زدی��ک

ح��ل.

y

x

18

D



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٢٨٢

ب��ی��ن ف��اص��ل��ه ن��م��ای��ان��گ��ر y و ب��رج پ��ای ت��ا ش��خ��ص ب��ی��ن ف��اص��ل��ه ن��م��ای��ان��گ��ر x ک��ن��ی��د ف��رض ب��الا ش��ک��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا
ن��س��ب��ت ط��رف��ی��ن از ح��ال y۲ = x۲ + ۳۲۴ ری��م دا اس��ت ال��زاوی��ه ق��ائ��م م��ث��ل��ث چ��ون ب��اش��د. ب��رج رأس ت��ا ش��خ��ص

ری��م دا ص��ورت ای��ن در ری��م م��ی�گ��ی�� م��ش��ت��ق (t) ب��ه

۲y
dy

dt
= ۲x

dx

dt
وی��ا

dy

dt
=

x

y

dx

dt

ل��ح��ظ��ه ه��ر در ک��ه اس��ت ای��ن اخ��ی��ر راب��ط��ه م��ع��ن��ی
y ت��غ��ی��ی��ر ن��رخ = (

x

y
)x ت��غ��ی��ی��ر ن��رخ

y =
√
x۲ + ۳۲۴ = و dx

dt = −۴٫ ۵ و x = ۲۴ �م ری� دا �ه �ل� �ئ� �س� م� �ات �روض� �ف� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

.dydt = −۲۴
۳۰ × ۴٫ ۵ = −۳٫ ۶ ن��ت��ی��ج��ه در

√
۲۴۲ + ۱۸۲ = ۳۰

x،ط��ول = ۶ �ت��ی وق� ک��ه م��ی�ده��د م��ک��ان �ی��ر �ی� �غ� ت� �ن��ان چ� ۶y = x۲ �ه��م��ی س� روی �ت��ح��رک��ی م� �ق��ط��ه ن� .٨.٨.٨ �ال��ه م��س�
�در �ق� چ� �ه �ظ� �ح� ل� �ن ای� در �ه �ط� �ق� ن� �رض ع� �زای��ش اف� �ت �رع� �د.س� �اب� �ی�ی� م� �زای��ش اف� �ه �ی� �ان� ث� در �ر �ت� �م� �ی� �ت� �ان� س� ۶۰ �رع��ت س� �ا ب� �ه �ط� �ق� ن�

اس��ت؟

ح��ل.

y

P ′(−6, 6)

x

P (6, 6)

ری��م دا ۶y = x۲ ک��ه ای��ن از

۶
dy

dt
= ۲x

dx

dt
ی��ا و

dy

dt
=

x

۳

dx

dt

ری��م دا س��ه��م��ی ن��ق��ط��ه ه��ر در ک��ه اس��ت ای��ن اخ��ی��ر راب��ط��ه م��ع��ن��ی

ن��ق��ط��ه ع��رض ت��غ��ی��ی��ر ن��رخ = (
x

۳
)× ن��ق��ط��ه ط��ول ت��غ��ی��ی��ر ن��رخ

�ن �رای� �اب� �ن� ب� y = x۲

۶ = ۶ و dx
dt = ۰٫ ۶ ، x = ۶ �م ری� دا �ه �ل� �ئ� �س� م� �ات �روض� �ف� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ال ح�

م��ت��ح��رک ن��ق��ط��ه ع��رض اف��زای��ش ن��رخ P (۶,۶) ن��ق��ط��ه در ک��ه گ��ف��ت م��ی�ت��وان ب��ن��اب��رای��ن dy
dt = ۶

۳ × ۰٫ ۶ = ۱٫ ۲

ری��م ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در را P (−۶,۶) ن��ق��ط��ه P (۶,۶) ن��ق��ط��ه ج��ای ب��ه اگ��ر اس��ت. آن ط��ول اف��زای��ش ن��رخ ب��راب��ر ۱٫ ۲

ک��اه��ش ع��رض م��ی�ش��ود، زی��اد ط��ول وق��ت��ی ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان − ع��لام��ت اس��ت. dy
dt = −۱

۲ ص��ورت ب��ه ج��واب
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م��ی�ی��اب��د.

�ه �ی� �ان� ث� �ر ه� در آن �اع �ع� ش� �ه ب� و �ود �ی�ش� م� �ط �س� �ب� �ن� م� �رارت ح� �ر �راث� ب� �ی �ل� �ک� ش� �ره�ای دای� �زی �ل� ف� �ه �ح� �ف� ص� .٩.٨.٨ �ه �ال� �س� م�
�در �ق� چ� آن �اح��ت �س� م� �زای��ش اف� �رع��ت س� اس��ت، �ر �ت� �م� �ی� �ت� �ان� س� ۵ آن �اع �ع� ش� �ی �ت� �ردد.وق� �ی�گ� م� �زوده اف� �ر �ت� �م� �ی� �ت� �ان� س� ۰٫ ۰۲۵

اس��ت؟

ش��ک��ل ب��ه ص��ف��ح��ه ک��ه ای��ن ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��اش��د، ف��ل��زی ص��ف��ح��ه م��س��اح��ت ن��م��ای��ان��گ��ر y و ش��ع��اع ن��م��ای��ان��گ��ر x اگ��ر ح��ل.
�ر ه� در �ن��ی �ع� ی� .dydt = ۲πxdx

dt �م ری� دا �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و y = πx۲ از اس��ت �ارت �ب� ع� آن �اح��ت �س� م� �ذا ل� اس��ت �ره دای�
۲πx �ض��رب �ل� �اص� ح� �ا ب� اس��ت �ر �راب� ب� �ع رب� � م� �ر �ت� �م� �ی� �ت� �ان� س� �س��ب ح� �ر ب� �زی �ل� ف� �ه �ح� �ف� ص� �اح��ت �س� م� �زای��ش اف� �رع��ت س� �ه �ظ� �ح� ل�
، x = ۵ �م ری� دا �ه �ل� �ئ� �س� م� �ات �روض� �ف� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا �ر.ب� �ت� �م� �ی� �ت� �ان� س� �ب �س� ح� �ر ب� �ه �ح� �ف� ص� �اع �ع� ش� �ش �زای� اف� �ت �رع� س� در

ن��ت��ی��ج��ه dxdt.در = ۰٫ ۰۲۵
dy

dt
= ۲π × ۵ × ۰٫ ۰۲۵ = ۰٫ ۲۵π ث��ان��ی��ه در رب��ع م�� س��ان��ت��ی��م��ت��ر

�زان آوی� �ری �ت� م� ۳٫ ۶ �اع �ف� ارت� �ه ب� �ی �رق� ب� �راغ چ� �ت اس� �ی �ق� اف� و �م �ی� �ق� �ت� �س� م� �ه ک� �اده�ای ج� �الای ب� .١٠.٨.٨ �ه �ال� �س� م�
�راغ چ� �ر زی� از �ی�رود، م� راه �ه �ق� �ی� دق� در �ر �ت� م� ۴۹ �ت �رع� س� �ا ب� و �ت اس� �ر �ت� م� ۱٫ ۶۴ �دش ق� �ه ک� �ی �وان� ج� �ت. اس�

م��ی�ی��اب��د؟ اف��زای��ش س��رع��ت��ی چ��ه ب��ا ج��وان س��ای��ه م��ی�گ��ذرد.م��ی�خ��واه��ی��م

ح��ل.

y

S

x

L

FM

3.6
1.64

را �الا ب� �ل �ک� �د(ش� �اش� ب� �وان ج� �ه �ای� س� �ول ط� y و F �ه �ط� �ق� ن� �ا ت� �وان ج� �ه �ل� �اص� ف� x ،L �م �ائ� ق� �راغ چ� �ر �وی� �ص� ت� F �ر اگ�
ری��م دا ش��ک��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ب��ی��ن��ی��د)

y

y + x
=

۱٫ ۶۴

۳٫ ۶
ی��ا و y =

۴۱

۴۹
x

ک��ه اس��ت ای��ن �ی��ن �ب� م� �ر �ی� اخ� �ه dydt.راب��ط� = ۴۱
۴۹

dx
dt ری��م دا ری��م � �ی� �گ� ب� �ت��ق م��ش� t ب��ه �ب��ت ن��س� �ه راب��ط� ای��ن ط��رف دو از اگ��ر

م��ی�ش��ود. زی��اد دق��ی��ق��ه در م��ت��ر ۴۱ ی��ع��ن��ی ج��وان س��رع��ت ۴۱
۴۹ ب��راب��ر س��رع��ت��ی ب��ا ج��وان س��ای��ه ط��ول
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م��س��ای��ل ٩.٨

ک��ه ب��ی��اب��ی��د چ��ن��ان ع��دد دو .۵١

ب��اش��د. زی��م��م اک�� م�� ه��ا آن ح��اص��ل��ض��رب و ب��اش��د ۱۰۰ م��ج��م��وع��ش��ان ال��ف)

ب��اش��د. م��ی��ن��ی��م��م ه��ا آن ح��اص��ل��ض��رب و ب��اش��د ۱۰۰ ت��ف��اض��ل��ش��ان ب)

�ار �ص� ح� را �ی �ل� �ک� ش� �ل �ی� �ط� �ت� �س� م� �ه �زرع� م� ی��ک در �ع رب� � م� �ار �ت� �ک� ه� ۱٫ ۵ �اح��ت �س� م� �ه ب� �ه�ای �ی� �اح� ن� �د �واه� �ی�خ� م� �ی زارع� .۵٢
�م �ی� �س� �ق� ت� �م �ی� ن� دو �ه ب� �ل �ی� �ط� �ت� �س� م� �لاع اض� از �ی �ک� ی� �ا ب� �وازی م� �اری �ص� ح� �دن �ی� �ش� ک� �ا ب� را آن �س �پ� س� و �رده ک� �ی �ش� ک�

گ��ردد. م��ی��ن��ی��م��م ک��ش��ی ح��ص��ار م��خ��ارج ت��ا ده��د ان��ج��ام را ک��ار ای��ن ن��م��ای��د.چ��گ��ون��ه

را �ب��ه �ع� ج� ب��اش��د.اب��ع��اد م��ک��ع��ب �ت��ر �م� �ی� �ت� �ان� س� ۶۴۰۰۰ ح��ج��م دارای �ای��د ب� ب��از س��ق��ف و رب��ع��ی م�� ق��اع��ده �ا ب� �ه�ای �ب� �ع� ج� .۵٣
ب��ی��اب��ی��د. ب��اش��د م��ی��ن��ی��م��م م��ص��رف��ی�اش م��اده م��ی��زان ک��ه

�ت. اس� �ب �ع� �ک� م� �ر �ت� �م� �ی� �ت� �ان� س� ۱۰ �م �ج� ح� دارای درب �دون ب� �ل �ی� �ط� �ت� �س� م� �ب �ع� �ک� م� �ل �ک� ش� �ه ب� آب �رف ظ� �ک ی� .۵۴
�ر ه� �ی�رود م� �ار ک� �ه ب� آن �ده �اع� ق� �ت �اح� �س� م� در �ه ک� �اده�ای م� و �د �اش� ب� آن �رض ع� �ر �راب� ب� دو �رف ظ� �ن ای� �ده �اع� ق� �ول ط� �ر اگ�
ه��ر آن ج��ان��ب��ی س��ط��ح در م��ص��رف��ی م��اده زی��ن��ه ه�� ک��ه ص��ورت��ی در ب��اش��د داش��ت��ه زی��ن��ه ه�� ت��وم��ان ه��زا�ر ده رب��ع م�� س��ان��ت��ی�م��ت��ر
ص��ورت��ی در ب��ی��اب��ی��د. را ه��ا ظ��رف ای��ن ری��ن ت�� ارزان م��ص��رف��ی م��واد زی��ن��ه ه�� اس��ت. ت��وم��ان ه��زار ش��ش رب��ع م�� س��ان��ت��ی�م��ت��ر
ارزان �رف��ی م��ص� �واد م� �ه �ن� زی� � ه� اس��ت، �ب��ی �ان� ج� س��ط��وح �رف��ی م��ص� �واد م� �ان �م� ه� از �ه ک� �د �اش� ب� درب��ی دارای ظ��رف ای��ن �ه ک�

ب��ود؟ خ��واه��د چ��ق��در ه��ا ظ��رف ای��ن ری��ن ت��

ب��اش��د. م��ب��دأ ب��ه ن��ق��ط��ه ری��ن ن��زدی��ک��ت�� ک��ه ب��ی��اب��ی��د y = ۲x− ۳ خ��ط ب��ر ن��ق��ط��ه�ای .۵۵

ب��اش��ن��د. (۲, ۰) ن��ق��ط��ه ب��ه ن��ق��اط ری��ن ن��زدی��ک��ت�� ک��ه ب��ی��اب��ی��د y۲ − x۲ = ۴ ه��ذل��ول��ی ب��ر ن��ق��ط��ه�ای .۵۶

ب��اش��د. ری��ن ن��زدی��ک��ت�� (۳, ۰) ن��ق��ط��ه ب��ه ک��ه ب��ی��اب��ی��د xy = ۸ ه��ذل��ول��ی ب��ر ن��ق��ط��ه�ای .۵٧

�ا ب� اس��ت �ر �راب� ب� ax+ by + c = ۰ �م �ی� �ق� �ت� �س� م� خ��ط �ا ت� (x۱, y۱) �ه �ط� �ق� ن� �ه �ل� �اص� ف� ری��ن � �ت� �اه� �وت� ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۵٨
. |ax۱+by۱+c|√

a۲+b۲

ب��ی��اب��ی��د. را ک��رد م��ح��اط r ش��ع��اع ب��ه ک��ره�ای در م��ی�ت��وان ک��ه را دواری م��خ��روط م��ق��ط��ع ری��ن ب��زرگ��ت�� ح��ج��م .۵٩

ب��ی��اب��ی��د. را x۲

a۲ + y۲

b۲ = ۱ ب��ی��ض��ی در م��ح��اط م��س��ت��ط��ی��ل ری��ن ب��زرگ��ت�� م��س��اح��ت و اض��لاع ط��ول .۶٠

و ۳y = ۱۲ − x۲ �ی �م� �ه� س� دو �ن �ی� ب� در �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �دا �ی� پ� را �م �م� زی� � اک� � م� �ت �اح� �س� م� �ا ب� �ی �ل� �ی� �ط� �ت� �س� م� .۶١
ب��اش��د. م��خ��ت��ص��ات م��ح��وره��ای م��وازات ب��ه اض��لاع��ش و ش��ده م��ح��اط ۶y = x۲ − ۱۲

م��ح��ور ب��الای �گ��رش دی� رأس دو و xه��ا م��ح��ور �ر ب� �ده�اش �اع� ق� �ه ک� را �اح��ت م��س� ری��ن � �ت� �ی��ش� ب� �ا ب� �ل��ی �ی� �ط� �ت� م��س� �اد �ع� اب� .۶٢
ب��ی��اب��ی��د. ب��اش��د داش��ت��ه ق��رار y + x۲ = ۸ س��ه��م��ی ب��ر و xه��ا
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۸ و ۶ ط��ول �ه ب� �ی �ای� ه� �اق س� �ا ب� �ه �زاوی� ال� �م �ائ� ق� �ل��ث �ث� م� ی��ک در �د �وان� �ت� ب� �ه ک� را �ی �ل� �ی� �ط� �ت� �س� م� �ن ری� � �ت� �زرگ� ب� �اح��ت �س� م� .۶٣
ب��ی��اب��ی��د. ب��اش��د داش��ت��ه ق��رار ه��ا س��اق ای��ن ب��ر م��س��ت��ط��ی��ل ض��ل��ع دو و س��ان��ت��ی��م��ت��ر

�ط �ی� �ح� م� r �اع �ع� ش� �ه ب� �ره�ای دای� �ول ح� �ه ک� را �ن �ی� �اق� �س� ال� �اوی �س� �ت� م� �ث �ل� �ث� م� �ک ی� �ن �ک� �م� م� �ت �اح� �س� م� �ن ری� � �ت� �ک� �وچ� ک� .۶۴
ب��ی��اب��ی��د. را م��ی�ش��ود

| AB |=| BD |= ۴ ،CD ⊥ AB و دارد �رار ق� AB �ع �ل� ض� �ر ب� D �ه �ط� �ق� ن� ABC �ث �ل� �ث� م� در .۶۵
�وع �م� �ج� م� �ا ت� �ردد گ� �اب �خ� �ت� ان� �د �ای� ب� �ا �ج� ک� CD �ر ب� P �ه �ط� �ق� ن� �ت. اس� �ر �ت� �م� �ی� �ت� �ان� س� | CD |= ۵ و

ش��ود. م��ی��ن��ی��م��م | PA | + | PB | + | PC |

�م �ج� ح� ری��ن � �ت� �ش� �ی� ب� اس��ت. �ده ش� �اط �ح� م� r �ده �اع� ق� �اع �ع� ش� و h �ف��اع ارت� �ا ب� �ی �روط� �خ� م� در �م��ی �ائ� ق� �دور م� �ه �وان� �ت� اس� .۶۶
ب��ی��اب��ی��د. را اس��ت��وان��ه�ای چ��ن��ی��ن م��م��ک��ن

۸ ی��ک �ر ه� آن �اری �ن� ک� �ای �ه�ه� �ی� �اش� ح� و �ر �ت� �م� �ی� �ت� �ان� س� ۱۲ ی��ک �ر ه� �ی �ه� آگ� �ک ی� �ی �ن� �ی� �ائ� پ� و �ی �الائ� ب� �ای �ه�ه� �ی� �اش� ح� .۶٧
اب��ع��اد ب��اش��د، رب��ع م�� س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۱۴۳۶ ب��راب��ر و ث��اب��ت آگ��ه��ی ش��ده ن��وش��ت��ه ق��س��م��ت م��س��اح��ت اگ��ر ه��س��ت��ن��د. س��ان��ت��ی��م��ت��ر

ب��ی��اب��ی��د. را ب��اش��د داش��ت��ه را م��س��اح��ت ری��ن ک��م��ت�� ک��ه آگ��ه��ی ای��ن

۳ و �ی��ن��ی �ائ� پ� و �ن��اری ک� �ی��ه ح��اش� �ت��ر �ی��م� �ت� س��ان� ۱٫ ۵ دارای و �ت��ه داش� م��س��اح��ت رب��ع م�� �ت��ر �ی��م� �ت� �ان� س� ۳۶۰ ب��ای��د آگ��ه��ی .۶٨
داش��ت؟ خ��واه��د را چ��اپ م��س��اح��ت ری��ن ب��ی��ش��ت�� اب��ع��ادی چ��ه ب��اش��د. ب��الائ��ی ح��اش��ی��ه س��ان��ت��ی��م��ت��ر

ب��ه دی��گ��ری و رب��ع م�� ص��ورت ب��ه ق��س��م��ت ی��ک اس��ت. ش��ده ری��ده ب�� ق��س��م��ت دو ب��ه م��ت��ر ۲۰ ط��ول ب��ه س��ی��م��ی ق��ط��ع��ه .۶٩
ب��دس��ت ک��ل م��س��اح��ت ت��ا ش��ود ری��ده ب�� ب��ای��د چ��گ��ون��ه س��ی��م ای��ن ش��ده�ان��د. داده ش��ک��ل الاض��لاع م��ت��س��اوی م��ث��ل��ث��ی ص��ورت

آم��ده

زی��م��م، اک�� م�� ال��ف)

گ��ردد. م��ی��ن��ی��م��م ب)

ح��ل �ود، ش� داده �ک��ل ش� �ره دای� ص��ورت ب��ه �ر �گ� دی� �م��ت �س� ق� و رب��ع � م� ص��ورت ب��ه �م��ت �س� ق� ی��ک �ه ک� �ت��ی �ال� ح� در را ری��ن � �م� ت�
ن��م��ائ��ی��د.

م��ی�ش��ود اع��م��ال ش��ی ب��ه م��ت��ص��ل ط��ن��اب��ی ری��ق ط�� از ک��ه ن��ی��روئ��ی ت��وس��ط اف��ق��ی ص��ف��ح��ه ی��ک در w وزن ب��ا ش��ی��ئ��ی .٧٠
ک��ه اس��ت F = µw

µ sin θ+cos θ ب��راب��ر ن��ی��رو آن��گ��اه ب��س��ازد ص��ف��ح��ه ب��ا θ ب��راب��ر زاوی��ه�ای ط��ن��اب اگ��ر م��ی�ش��ود. ک��ش��ی��ده
م��ی�گ��ردد. ک��م��ی��ن��ه F ،tan θ = µ وق��ت��ی ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان م��ی�ب��اش��د. اک اص��ط��ک�� ری��ب ض�� µ آن در

�وب �ن� ج� �ت �م� س� �ه ب� �ت �اع� س� �ر ب� �ر �ت� �وم� �ل� �ی� ک� ۲۰ �دی �ن� ت� �ا ب� و �رده ک� �رک ت� ۱۴ �اع��ت س� در را �ش �اه� �رگ� �گ� �ن� ل� �ی �ق� �ای� ق� .٧١
ب��ه ۱۵ س��اع��ت در و اس��ت �رک��ت ح� در ش��رق �م��ت س� ب��ه �اع��ت س� ب��ر �ر �ت� �وم� �ل� �ی� ک� ۱۵ �ن��دی ت� �ا ب� دی��گ��ری �ای��ق ق� م��ی�رود.

داش��ت��ه�ان��د. ه��م ب��ا را ف��اص��ل��ه ری��ن ک��م��ت�� ق��ای��ق دو ک��ه ن��م��ائ��ی��د ت��ع��ئ��ی��ن را زم��ان��ی م��ی�رس��د. ل��ن��گ��رگ��اه ه��م��ان
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�ره ک� �ر ق��ط� �ه ب� �ع��ب م��ک� �ل��ع ض� ط��ول �ب��ت ن��س� �اش��د، ب� �اب��ت ث� �ع��ب �ک� م� ی��ک و ک��ره ی��ک �اح��ت�ه��ای م��س� �م��وع م��ج� �ر اگ� .٧٢
ک��ه ص��ورت��ی در اس��ت چ��ق��در

ب��اش��د، م��ی��ن��ی��م��م ح��ج��م�ه��ا م��ج��م��وع ال��ف)

ب��اش��د. زی��م��م اک�� م�� ح��ج��م�ه��ا م��ج��م��وع ب)

ب��ی��اب��ی��د. ک��ن��د ج��دا اول رب��ع از را م��س��اح��ت ری��ن ک��م��ت�� ک��ه را (۳,۵) ن��ق��ط��ه ب��ر م��ار خ��ط م��ع��ادل��ه .٧٣

�اوی �س� �ت� م� �ث �ل� �ث� م� �ن، �ی� �ع� م� �ط �ی� �ح� م� �ول ط� �ا ب� �ن �ی� �اق� �س� ال� �اوی �س� �ت� م� �ای �ث�ه� �ل� �ث� م� �ام �م� ت� �ان �ی� م� از �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .٧۴
دارد. را م��س��اح��ت ری��ن ب��ی��ش��ت�� الاض��لاع

ن��ور اش��ع��ه ی��ک ف��رم��ا اص��ل ب��ن��اب��ر ب��اش��ن��د. آب در ن��ور س��رع��ت ν۲ و ه��وا در ن��ور س��رع��ت ν۱ ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض .٧۵
�د �واه� خ� �د �ن� �ی�ک� م� �م �م� �ی� �ن� �ی� م� را �ده ش� �ی ط� �ان زم� �ه ک� ACB �ر �ی� �س� م� �ط �وس� ت� آب در B �ه �ط� �ق� ن� �ه ب� �وا ه� در A �ه �ط� �ق� ن� از
ن��ش��ان م��ق��اب��ل ش��ک��ل در ش��ک��س��ت) (زاوی��ه θ۲ و وق��وع) (زاوی��ه θ۱ آن در ک��ه sin θ۱

sin θ۲
= ν۱

ν۲
ده��ی��د ن��ش��ان رف��ت.

اس��ت) م��ع��روف اس��ن��ل ق��ان��ون ب��ه م��ع��ادل��ه (ای��ن ش��ده�ان��د. داده

θ1

A

C B

θ2

گ��ردد. زی��م��م اک�� م�� θ زاوی��ه ت��ا ش��ود ان��ت��خ��اب ب��ای��د ک��ج��ا AB خ��ط ق��ط��ع��ه ب��ر P ن��ق��ط��ه .٧۶

5

A
P

θ

B

2

3

س��م��ت ل��ب��ه ت��ا زی��ر ش��ک��ل م��ان��ن��د س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۱۲ ط��ول و ۸ ع��رض ب��ه ک��اغ��ذ ق��ط��ع��ه�ای ب��الائ��ی چ��پ س��م��ت گ��وش��ه .٧٧
چ��ه را x دی��گ��ر، ع��ب��ارت م��ی�ک��ن��ی��د؟ب��ه ت��ا را آن چ��گ��ون��ه ت��اخ��وردگ��ی ط��ول ک��ردن م��ی��ن��ی��م��م ب��رای اس��ت. ش��ده ت��ا راس��ت

ش��ود. م��ی��ن��ی��م��م y ت��ا م��ی�ک��ن��ی��د ان��ت��خ��اب م��ق��دار



م��ش��ت��ق رب��رده��ای ك��ا .٨ ف��ص��ل ٢٨٧

x

y

12

8

W

L

م��ح��ی��ط w ع��رض ب��ه و l ط��ول ب��ه ش��ده�ای داده م��س��ت��ط��ی��ل ح��ول م��ی�ت��وان��د ک��ه را م��س��ت��ط��ی��ل��ی ب��ی��ش��ی��ن��ه م��س��اح��ت .٧٨
ب��ی��اب��ی��د. گ��ردد،

�ی��ط �ل� ب� �ر ه� �م��ت �ی� ق� �ان �وم� ت� �زار ه� ده �ا ب� �د. �ن� �ی�ک� م� �ازی ب� ۲۷۵۰۰ �ی��ت �رف� ظ� �ا ب� �ی �اه� �گ� ورزش� در �ال �ب� �ی� وال� �م �ی� ت� ی��ک .٧٩
م��ت��وس��ط ی��اف��ت ک��اه��ش ت��وم��ان ه��زار ه��ش��ت ب��ه ب��ل��ی��ط ق��ی��م��ت وق��ت��ی اس��ت. ب��وده ن��ف��ر ۱۳۵۰۰ اگ��ران ت��م��اش�� م��ت��وس��ط
�ت �م� �ی� ق� ب) �د، �ی� �اب� �ی� ب� را �ا �اض� �ق� ت� �ع �اب� ت� �ودن، ب� �ی �ط� خ� �رض ف� �ا ب� �ف) ال� �ت. �اف� ی� �زای��ش اف� �ر �ف� ن� ۱۶۰۰۰ �ه ب� �ران اگ� � �اش� �م� ت�

گ��ردد؟ زی��م��م اک�� م�� درآم��د ت��ا ب��اش��د چ��ق��در ب��ل��ی��ط

�ع رب� � م� در آن �رض ع� �رب �ض� �ل� �اص� ح� �ا ب� �ت اس� �ب �اس� �ن� �ت� م� �ل، �ی� �ط� �ت� �س� م� �ب �ع� �ک� م� �ل �ک� ش� �ه ب� �ر �ی� ت� �ک ی� �ت �ام� �ق� �ت� اس� .٨٠
م��ق��ط��ع دای��ره ش��ع��اع ک��ه ش��ک��ل �ت��وان��ه�ای اس� درخ��ت ت��ن��ه ی��ک از م��ی�ت��وان ک��ه را ت��ی��ری ری��ت��ن ق��وی�ت�� اب��ع��اد ض��خ��ام��ت��ش.

آوری��د. ب��دس��ت اس��ت r آن

دور O �ه �ط� �ق� ن� از �ت اس� �ه درج� ۱۲۰ �ا آن�ه� �ن �ی� ب� �ه زاوی� �ه ک� OB و OA خ��ط دو روی B و A �ت��ی �ش� ک� دو .٨١
�ر ب� �ر �ت� �وم� �ل� �ی� ک� ۲۰ ،A �ی �ت� �ش� ک� �ت �رع� س� و �ر �ت� �وم� �ل� �ی� ک� OB = ۶ و OA = ۸ �ن �ی� �ع� م� �ه �ظ� �ح� ل� �ک ی� در �د. �ون� �ی�ش� م�
م��ی�ش��ود؟ زی��اد س��رع��ت��ی چ��ه ب��ا ک��ش��ت��ی دو م��ی�ب��اش��د.ف��اص��ل��ه س��اع��ت ب��ر ک��ی��ل��وم��ت��ر ۳۰ ،B ک��ش��ت��ی س��رع��ت و س��اع��ت

�اه �گ� �ت� دس� x �ه�ای �ت� �ف� ه� �د �وان� �ی�ت� م� �ه ک� �ت اس� �ده �ی� رس� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن ای� �ه ب� �ازی س� �ون زی� � �وی� �ل� ت� �ه �ان� �ارخ� ک� �ک ی� �ب �اح� ص� .٨٢
�د �ی� �ول� ت� �ای �ه� ب� �د. �روش� �ف� ب� ۵x = ۳۷۵ − ۳p �رط ش� �ا ب� �ان �وم� ت� �زار ه� p �اه �گ� �ت� دس� �ر ه� �ت �م� �ی� ق� �ه ب� �ون زی� � �وی� �ل� ت�
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ه��ف��ت��گ��ی ت��ول��ی��د ک��ه م��ی�ش��ود ح��اص��ل وق��ت��ی س��ود ح��داک��ث��ر ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان اس��ت. ت��وم��ان ه��زار ۵۰۰ + ۱۵x+ x۲

۵

ب��اش��د x = ۱۰۰− ۲۰
√

p
۵ ص��ورت ب��ه p و x راب��ط��ه ک��ه ص��ورت��ی در ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د. دس��ت��گ��اه ۳۰ ح��دود در

ب��س��ازد. دس��ت��گ��اه ۲۵ ح��دود ه��ف��ت��ه�ای ب��ای��د ت��ن��ه��ا س��ود ح��داک��ث��ر آوردن ب��دس��ت ب��رای ک��ارخ��ان��ه ص��اح��ب

و ت��وم��ان ه��زار ax۲ + bx+ c ص��ورت ب��ه ه��ف��ت��ه در ک��الا ی��ک از دس��ت��گ��اه x ت��ول��ی��د زی��ن��ه ه�� ک��ه ص��ورت��ی در .٨٣
p = β − αx۲ ص��ورت ب��ه p و x ب��ی��ن م��وج��ود راب��ط��ه و ت��وم��ان ه��زار p ک��الا ای��ن از دس��ت��گ��اه ه��ر ف��روش ب��ه��ای

ب��اش��د ب��رق��رار زی��ر راب��ط��ه ک��ه م��ی�ش��ود ح��اص��ل وق��ت��ی س��ود ح��داک��ث��ر ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د،

x =
۱

۳α
(
√

α۲ + ۳α(β − b)− α)

ب��ه را م��ب��ل��غ ای��ن س��ازن��ده و ب��گ��ی��رد ت��ع��ل��ق م��ال��ی��ات ت��وم��ان ه��زار t دس��ت��گ��اه ه��ر ب��ه ۳۲ ری��ن ت��م�� در ک��ه ص��ورت��ی در .٨۴
ن��م��ائ��ی��د. م��ح��اس��ب��ه دوب��اره را ه��ف��ت��گ��ی ت��ول��ی��دی دس��ت��گ��اه�ه��ای ت��ع��داد و ف��روش ب��ه��ای ب��ی��ف��زای��د ت��ول��ی��د ب��ه��ای

�ا ب� �ی �ال� ع� �ولاد ف� �ن ت� y و �ادی ع� �ولاد ف� �ن ت� x �ری �ه�گ� �ت� �خ� ری� �ه �ان� �ارخ� ک� �ک ی� �ه روزان� �د �ی� �ول� ت� �ت �ی� �رف� ظ� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٨۵
اگ��ر ده��ی��د ن��ش��ان اس��ت. ع��ال��ی ف��ولاد ت��ج��اری ب��ه��ای ن��ص��ف ع��ادی ف��ولاد ت��ج��اری ب��ه��ای اس��ت. y = ۴۰−۵x

۱۰−x راب��ط��ه
�ادی ع� �ولاد ف� �ن ت� ۵٫ ۵ �دود ح� در �ه روزان� �وس��ط �ت� م� �ور ط� �ه ب� �د �ای� ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� را �د درآم� �ر �ث� �داک� ح� �د �واه� �خ� ب� �ه �ان� �ارخ� ک�

ک��ن��د. ت��ول��ی��د

�ق��ط��ع م� �ام��ت ض��خ� رب��ع � م� در ع��رض �ل��ض��رب ح��اص� �ب��ت ن��س� �ه ب� اس��ت �ی��ل �ت��ط� م��س� آن �ق��ط��ع م� �ه ک� ال��واری �ق��اوم��ت م� .٨۶
آن �م �ائ� ق� �ع �ط� �ق� م� �ه ک� �ری �ی� ت� �راف اط� �دن ری� � ب� از پ��س �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �دا �ی� پ� را �واری ال� �ن ری� � �ت� �اوم� �ق� م� �اد �ع� اب� �د. �ن� �ی�ک� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� آن

آوری��د. ب��دس��ت اس��ت، b و a ق��ط��ره��ای ن��ی��م ب��ه ب��ی��ض��ی

زاوی��ه ت��ان��ژان��ت و م��خ��ت��ص��ات م��ب��دأ پ��رت��اب ن��ق��ط��ه اس��ت. y = mx− (m+۱)x۲

۸۰۰ �ل��ول��ه�ای گ� �ی��ر م��س� م��ع��ادل��ه .٨٧
اس��ت. m پ��رت��اب

اس��ت؟ زی��م��م اک�� م�� م��خ��ت��ص��ات م��ب��دأ ب��ر م��ار اف��ق��ی ص��ف��ح��ه در گ��ل��ول��ه ب��رد m از م��ق��ادی��ری چ��ه ب��رای ال��ف)

پ��رت��اب ن��ق��ط��ه م��ت��ری ۱۰۰ در ک��ه ع��م��ودی دی��واری ب��ا گ��ل��ول��ه �رخ��ورد ب� ن��ق��ط��ه ارت��ف��اع m از م��ق��ادی��ری چ��ه ب��رای ب)
اس��ت؟ زی��م��م اک�� م�� دارد، ق��رار

�رار ق� �ل �اح� س� �وی �ک� س� �ح �ط� س� از �ر ت� �ن �ی� �ائ� پ� �ر �ت� �م� �ی� �ت� �ان� س� ۳۶۰ آن �ه �رش� ع� �ی �رج� ک� ی��ک �دن �ی� �ش� ک� �ل �اح� س� �ه ب� �رای ب� .٨٨
ب��ه آن دی��گ��ر س��ر و اس��ت ن��ص��ب م��ت��ص��ل س��اح��ل در ک��ه ح��ل��ق��ه�ای ب��ه آن س��ر ی��ک ک��ه م��ی�ش��ود اس��ت��ف��اده ط��ن��اب��ی از دارد،
از س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۲۴ دق��ی��ق��ه ه��ر در �رخ��د، م��ی�چ� چ��رخ وق��ت��ی م��ی�ب��اش��د. ن��ص��ب اس��ت وص��ل �رج��ی ک� ع��رش��ه ب��ه ک��ه �رخ��ی چ�
ب��ه س��رع��ت��ی چ��ه ب��ا دارد ق��رار م��ت��ری ۴۸ ف��اص��ل��ه ب��ه ک��رج��ی وق��ت��ی ک��ه ب��دان��ی��م م��ی�خ��واه��ی��م م��ی�پ��ی��چ��د. آن دور ب��ه ط��ن��اب

م��ی�ش��ود؟ ن��زدی��ک س��اح��ل

س��اع��ت ه��ر در آن�ه��ا از ری��ک ه�� ب��ه اس��ت �ت��ر �ی��م� �ت� �ان� س� a الاض��لاع��ی �ت��س��اوی م� �ل��ث �ث� م� اض��لاع از ری��ک ه�� ط��ول .٨٩
م��ی�ی��اب��د؟ اف��زای��ش س��رع��ت��ی چ��ه ب��ا م��ث��ل��ث ای��ن م��س��اح��ت م��ی�ش��ود. اف��زوده س��ان��ت��ی��م��ت��ر k
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م��ی�ش��ون��د. �اد زی� n و m س��رع��ت�ه��ای ب��ا �ی��ب �رت� ت� �ه ب� و �ن��د م��ی�ب��اش� b و a �ن��ی �ی� �ع� م� �ه ل��ح��ظ� در �ل��ی �ی� �ت��ط� م��س� �ع��اد اب� .٩٠
م��ی�ی��اب��د. اف��زای��ش an+ bm س��رع��ت ب��ا م��س��ت��ط��ی��ل ای��ن م��س��اح��ت ده��ی��د ن��ش��ان

اس��ت. ش��ده اف��زوده �ره �ک� �م� �ی� ن� دو اس��ت �ر �ت� �م� �ی� �ت� �ان� س� ۲۰ آن �ف��اع ارت� و ۱۰ آن �ع��اع ش� �ه ک� �ه�ای �وان� �ت� اس� �ر س� دو ب��ه .٩١
س��رع��ت �اب��د. م��ی�ی� �زای��ش اف� �ر �ت� �م� �ی� �ت� �ان� س� ۰٫ ۵ �ق��ه �ی� دق� �ر ه� در آن �ع��اع ش� ک��ه �ال��ی ح� در �ان��د م��ی�م� �اب��ت ث� �م ج��س� ای��ن �م ح��ج�

اس��ت؟ چ��ق��در ل��ح��ظ��ه ن��خ��س��ت��ی��ن در ارت��ف��اع ت��غ��ی��ی��ر

�ی �ن� �ح� �ن� م� �ب �ی� ش� �ود، ش� �اد زی� �ه �ی� �ان� ث� در �د واح� ۱
۳ �رع��ت س� �ا ب� �ت �واخ� �ن� �ک� ی� �ور ط� �ه ب� x و y = ۴x − x۳ �ر اگ� .٩٢

م��ی�ک��ن��د؟ ت��غ��ی��ی��ر س��رع��ت��ی چ��ه ب��ا x = ۲ ب��رای y ت��اب��ع ن��م��ای��ش

آن، ان��ت��ه��ای دو ی��ع��ن��ی B و A ه��م��واره ک��ه م��ی�ک��ن��د ح��رک��ت ط��وری xy ص��ف��ح��ه در س��ان��ت��ی��م��ت��ری ۳۰ م��ی��ل��ه ی��ک .٩٣
�ت��ص��ات م��خ� �ب��دأ م� از �ت��ر �م� �ی� �ت� �ان� س� ۲۴ �ل��ه ف��اص� ب��ه A اگ��ر دارن��د. ق��رار oy و ox �ت��ع��ام��د م� م��ح��وره��ای روی �ی��ب ت��رت� ب��ه

ش��ود، دور آن از ث��ان��ی��ه در س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۶ س��رع��ت ب��ا و ب��اش��د

م��ی�ش��ود؟ ن��زدی��ک م��خ��ت��ص��ات م��ب��دأ ب��ه س��رع��ت��ی چ��ه ب��ا B ان��ت��ه��ای ال��ف)

م��ی�ک��ن��د؟ ت��غ��ی��ی��ر س��رع��ت��ی چ��ه ب��ا ،AB پ��اره�خ��ط و م��خ��ت��ص��ات م��ح��وره��ای ب��ه رب��وط م�� م��ث��ل��ث م��س��اح��ت ب)

چ��ی��س��ت؟ oP ت��غ��ی��ی��ر س��رع��ت ب��اش��د، AB وس��ط P اگ��ر پ)

م��ح��ل �ت��ری م� ۱۵۰ �ه �ل� ف��اص� در �ی��وی �وت� �وم� �وک� ل� �د. �ن� م��ی�ک� �ط��ع ق� �ه درج� ۶۰ زاوی��ه �ه ب� را �ه�ای ش��وس� �اده ج� �ن��ی آه� راه .٩۴
در ات��وم��ب��ی��ل��ی م��ی�ش��ود. دور آن از س��اع��ت در ک��ی��ل��وم��ت��ر ۶۰ س��رع��ت ب��ا و دارد ق��رار ش��وس��ه ج��اده و آه��ن راه ت��ق��اط��ع
ف��اص��ل��ه م��ی�ش��ود. ن��زدی��ک آن ب��ه س��اع��ت در ک��ی��ل��وم��ت��ر ۳۰ س��رع��ت ب��ا و دارد ق��رار ت��ق��اط��ع م��ح��ل م��ت��ری ۱۵۰ ف��اص��ل��ه

م��ی�ک��ن��د؟ ت��غ��ی��ی��ر س��رع��ت��ی چ��ه ب��ا ات��وم��ب��ی��ل و ل��وک��وم��وت��ی��و ب��ی��ن م��س��ت��ق��ی��م

ال��زاوی��ه ق��ائ��م ال��س��اق��ی��ن م��ت��س��اوی م��ث��ل��ث ش��ک��ل ب��ه اس��ت م��ت��ر ۳ آن ط��ول ک��ه اف��ق��ی آب��ش��خ��ور ی��ک ق��ائ��م م��ق��ط��ع .٩۵
چ��ه ب��ا آب س��ط��ح اس��ت س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۶۰ آن ع��م��ق وق��ت��ی ش��ود، آن وارد آب م��ک��ع��ب م��ت��ر ۴ دق��ی��ق��ه ه��ر در اگ��ر اس��ت.

م��ی�آی��د؟ ب��الا س��رع��ت��ی

�ا ت� �ود ش� آن وارد �ی �ت� �رع� س� �ه چ� �ا ب� آب �د، �اش� ب� �ر �ت� م� �ک ی� �ور �خ� �ش� آب� در �ود �وج� م� آب �ق �م� ع� �ر اگ� �ل �ب� ق� �ن ری� � �م� ت� در .٩۶
ب��ی��ای��د؟ ب��الا س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۵ دق��ی��ق��ه ه��ر در آب س��ط��ح

oy و ox م��ح��وره��ای ب��ا xy = ۴ ه��ذل��ول��ی م��ث��ب��ت ش��اخ��ه ب��ه م��م��اس خ��ط ت��ق��اط��ع ن��ق��اط ت��رت��ی��ب ب��ه B و A .٩٧
در B �ه �ط� �ق� ن� �رع��ت س� �د �اش� ب� o �ه �ط� �ق� ن� �رک��ت ح� �دأ �ب� م� و �ود ش� �اد زی� �د واح� ۳ �ه �ی� �ان� ث� �ر ه� در A �ه �ط� �ق� ن� �ول ط� �ر اگ� اس��ت.

اس��ت؟ چ��ق��در پ��ن��ج��م ث��ان��ی��ه پ��ای��ان

�ان، �وم� ت� ۵۲۵۰۰۰۰۰ دوم �ه �ق� �ب� ط� �رای ب� ، �ان �وم� ت� ۵۰۰۰۰۰۰۰ اول �ه �ق� �ب� ط� �رای ب� �ی �ان� �م� �ت� �اخ� س� �ن �ت� �اخ� س� �ه �ن� زی� � ه� .٩٨
ط��ب��ق��ه از ب��ی��ش��ت��ر ت��وم��ان ۲۵۰۰۰۰۰ ب��الات��ر ط��ب��ق��ه ه��ر ب��رای ت��رت��ی��ب ه��م��ی��ن ب��ه و ت��وم��ان ۵۵۰۰۰۰۰۰ س��وم ط��ب��ق��ه ب��رای
�د درآم� و �ان �وم� ت� ۳۵۰۰۰۰۰۰۰ �ا �ع� �م� ج� �ره �ی� غ� و �ه �ش� �ق� ن� �ن، �ی� زم� �د �ن� �ان� م� �ان �م� �ت� �اخ� س� �ر �گ� دی� �ای �ه�ه� �ن� زی� � ه� �ت. اس� آن �ر زی�

ش��ود. ح��داک��ث��ر ب��ه��ره ن��رخ ت��ا ش��ود ب��ن��ا ط��ب��ق��ه چ��ن��د س��اخ��ت��م��ان اس��ت. ت��وم��ان ۵۰۰۰۰۰ ط��ب��ق��ه ه��ر س��الان��ه خ��ال��ص
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ب��ه س��وراخ��ی ظ��رف ای��ن ک��ف در اس��ت. س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۲۵ اس��ت ق��ائ��م اس��ت��وان��ه ش��ک��ل ب��ه ک��ه ظ��رف��ی ق��اع��ده ش��ع��اع .٩٩
آب ارت��ف��اع h آن در ک��ه اس��ت V ۲ = ۲gh ف��رم��ول ب��ا آب خ��روج��ی س��رع��ت اس��ت. م��وج��ود س��ان��ت��ی��م��ت��ر ۵ ق��ط��ر

م��ی�ک��ن��د؟ ت��غ��ی��ی��ر س��رع��ت��ی چ��ه ب��ا آب خ��روج��ی س��رع��ت م��ی�ب��اش��ن��د. ج��اذب��ه ش��ت��اب g و ظ��رف در

�ر ب� �ود �م� ع� �ه ک� �واری دی� از �راغ چ� �ه �ل� �اص� ف� �ت اس� �زان آوی� �ری �ت� م� ۳ �اع �ف� ارت� در �ی �راغ� چ� �ه�ای �وچ� ک� �ط وس� در .١٠٠
۶۰ س��رع��ت ب��ا ک��وچ��ه وس��ط در درس��ت س��ان��ت��ی��م��ت��ر، ۱۷۰ ق��د ط��ول ب��ا ش��خ��ص��ی اس��ت. م��ت��ر ۶ اس��ت ک��وچ��ه ام��ت��داد
اس��ت، دی��وار س��ان��ت��ی��م��ت��ری ۱۲۰ ف��اص��ل��ه در ش��خ��ص آن وق��ت��ی م��ی�ش��ود. ن��زدی��ک م��ق��اب��ل دی��وار ب��ه ث��ان��ی��ه در س��ان��ت��ی��م��ت��ر

اس��ت؟ چ��ق��در دی��وار روی س��رش س��ای��ه س��رع��ت

ث��اب��ت ف��رض ب��ا م��ی�ش��ود. دم��ی��ده دق��ی��ق��ه ب��ر م��ک��ع��ب م��ت��ر ۱۰ س��رع��ت ب��ا ک��ام��ل گ��از ی��ک ک��روی، ب��ال��ن ی��ک در .١٠١
ک��ن��ی��د. پ��ی��دا را اس��ت م��ت��ر ۳ آن ش��ع��اع ک��ه ل��ح��ظ��ه�ای در را ب��ال��ن ش��ع��اع اف��زای��ش س��رع��ت گ��از، ف��ش��ار م��ان��دن



٩ ف��ص��ل

دن��ب��ال��ه

ی��ك در دن��ب��ال��ه ی��ك ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. ط��ب��ی��ع��ی اع��داد آن��ه��ا ری��ف ت��ع�� ح��وزه ك��ه ه��س��ت��ن��د ت��واب��ع از خ��اص��ی دس��ت��ه دن��ب��ال��ه�ه��ا
م��ی�ب��اش��د. ط��ب��ی��ع��ی اع��داد ت��وس��ط X اع��ض��اء گ��ذاری ش��م��اره ی��ا زدن ب��رچ��س��ب ی��ع��ن��ی ،X م��ان��ن��د خ��ال��ی غ��ی��ر م��ج��م��وع��ه
ه��س��ت��ن��د م��ق��داری ح��ق��ی��ق��ی ت��واب��ع دن��ب��ال��ه�ه��ا پ��س ری��م دا س��روك��ار ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ب��ا م��ع��م��ولا ع��م��وم��ی ری��اض��ی��ات در چ��ون
�ه �ط� �اب� ض� �ه ك� �ی �ت� وق� �ود ب� �د �واه� خ� �خ��ص �ش� م� لا� �ام� ك� �ه �ال� �ب� دن� ی��ك �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د �ن� �اش� ب� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �ا �ه� آن� ری��ف � �ع� ت� �وزه ح� �ه ك�
پ��ذی��ری ان��ت��گ��رال پ��ی��وس��ت��گ��ی، م��ان��ن��د ت��واب��ع خ��واص ت��ع��ی��ی��ن در ك��ه ن��ق��ش��ی ع��ل��ت ب��ه دن��ب��ال��ه�ه��ا ب��اش��د. م��ع��ی��ن آن ری��ف ت��ع��
�ادی زی� �ت �ی� �م� اه� از �روزه ام� �د دارن� �ا �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ودن ب� �ه �ت� �س� ب� و �از ب� �ن �ی� �ع� ت� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� و �ا �ه�ه� �ل� �س� �ل� س� �ف ری� � �ع� ت� در و

ه��س��ت��ن��د. �رخ��وردار ب�

آن ج��ب��ری خ��واص و دن��ب��ال��ه ١.٩

�داد اع� آن ری��ف � �ع� ت� �وزه ح� �ه ك� �ع��ی �اب� ت� از اس��ت �ارت �ب� ع� �ه �ال� �ب� دن� ی��ك �د ش� �اره اش� �الا ب� در �ه �ك� �ان� �ن� �چ� �م� ه� .١.١.٩ �ری��ف �ع� ت�
در �ادی��رش �ق� م� ح��وزه ك��ه �ه�ای �ال� �ب� دن� �ن��ی �ع� ی� X در �ال��ه �ب� دن� ی��ك ب��اش��د �ال��ی خ� �ی��ر غ� �م��وع��ه م��ج� ی��ك X اگ��ر ب��اش��د. �ع��ی �ی� �ب� ط�
ب��ا دی��گ��ر �ب��ارت ع� ب��ه �ا ی� �ن��د. ب��اش� R در ك��ه ری��م دا س��روك��ار �ای��ی �ال��ه�ه� �ب� دن� ب��ا م��ع��م��ولا ع��م��وم��ی �ی��ات ری��اض� در ب��اش��د. X
م��ش��خ��ص آن ری��ف ت��ع�� ض��اب��ط��ه ه��رگ��اه ب��ود خ��واه��د م��ش��خ��ص دن��ب��ال��ه ی��ك ب��ن��اب��رای��ن ری��م. دا س��روك��ار ح��ق��ی��ق��ی دن��ب��ال��ه�ه��ای
ك��ه م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش و... an ی��ا yn ی��ا xn ب��ا را f(n) ی��ع��ن��ی n در آن��را م��ق��دار ب��اش��د دن��ب��ال��ه ی��ك f اگ��ر ب��اش��د.
x : N −→ R ی��ع��ن��ی ب��اش��د دن��ب��ال��ه ی��ك x اگ��ر ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ب��اش��د. دن��ب��ال��ه ام −n ج��م��ل��ه ن��م��ای��ان��گ��ر آن��ه��ا از ی��ك ه��ر
�اده س� �ور ط� �ه ب� �ا ی� و (x۱, x۲, ..., xn, ...)، �ا ی� {xn}∞n=۱ �ا ی� {xn : n ∈ N} �ارات �ب� ع� از �ك ی� �ر ه� �اه �گ� آن�

م��ی�ب��اش��ن��د. دن��ب��ال��ه ای��ن ن��م��ای��ان��گ��ر xn

cn =
√
n و an = (−۱)n ،bn = ۱

n ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت، «۱» ث��اب��ت دن��ب��ال��ه xn = ۱ م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه
م��ج��م��وع��ه�ای زی��ر دن��ب��ال��ه ی��ك ری��ف ت��ع�� ح��وزه ك��ه دارن��د وج��ود ن��ی��ز م��واردی ك��ه اس��ت ذك��ر ق��اب��ل ه��س��ت��ن��د. دن��ب��ال��ه ه��م��گ��ی

٢٩١
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اك��م��ت��ر ن�� m م��ف��روض ص��ح��ی��ح ع��دد از آن��ه��ا ه��م��گ��ی ك��ه اس��ت ص��ح��ی��ح اع��داد م��ج��م��وع��ه�ای زی��ر ی��ا و ط��ب��ی��ع��ی اع��داد از
م��ی�ده��ن��د. ن��م��ای��ش {xn}n≥m ی��ا و {nn}∞n=m ن��م��اد ب��ا را دن��ب��ال��ه�ه��ای��ی چ��ن��ی��ن ص��ورت ای��ن در ه��س��ت��ن��د

xn
n→ b ی��ا lim

n→∞
xn = bن��م��اده��ای ب��ا آن��را و گ��وئ��ی��م (م��ت��ق��ارب) ه��م��گ��را b ب��ه را xn دن��ب��ال��ه .٢.١.٩ ت��ع��ری��ف

ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��د م��وج��ود n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ϵ > ۰ ه��ر ب��رای گ��اه ه��ر م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش xn → b ی��ا و
اع��ض��اء ت��م��ام ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ه��رگ��اه lim

n→∞
xn = b دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه |xn − b|< ϵ آن��گ��اه n > N اگ��ر n

ک��ه گ��ف��ت م��ی�ت��وان ی��ا و ب��اش��ن��د b از (b− ϵ, b+ ϵ) ه��م��س��ای��گ��ی در ه��م��گ��ی م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد اح��ت��م��الا از غ��ی��ر دن��ب��ال��ه
م��ی�گ��ی��رن��د. ق��رار ن��وار ای��ن در م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد از غ��ی��ر دن��ب��ال��ه اع��ض��اء ت��م��ام b اط��راف در ۲ϵ ق��ط��ر ب��ه ن��وار ه��ر ب��رای

�د �دی� �ح� ت� N �ه ب� را �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ی �ع� �اب� ت� �ف ری� � �ع� ت� �وزه ح� �اه �رگ� ه� �ه ك� �رد ك� �ور �ص� ت� �ور ط� �ن ای� �وان �ی�ت� م� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�
�ت �ال� ح� �ن ای� در �س پ� �ت اس� �ی �ن� �ع� م� �ی ب� �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� �ه ب� �ردن) ك� �ل �ی� (م� �دن ش� �ك �زدی� ن� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� در �ون چ� �م �ی� �ائ� �م� ن�
�ه �وع� �م� �ج� م� �ع واق� در و �ت اس� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� آن �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ول ط� �واره �م� ه� �ه ك� �ت اس� �ی �ن� �ع� م� �ا ب� +∞ در �د ح� �ط �ق� ف�
گ��ف��ت م��ی�ت��وان ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. ط��ب��ی��ع��ی اع��داد در +∞ از ه��م��س��ای��گ��ی ی��ك (N ∈ N) {n ∈ N, n > N}
اس��ت b ب��راب��ر x : N −→ R ت��اب��ع ح��د ك��ه اس��ت ب��دی��ن�م��ع��ن��ی b ع��دد ب��ه xn �ن��د م��ان� �ال��ه �ب� دن� ی��ك ب��ودن ه��م��گ��را ك��ه
ح��د خ��واص ت��م��ام ك��ه گ��ف��ت م��ی�ت��وان ب��ن��اب��رای��ن ب��اش��د. ك��رده م��ی��ل +∞ ب��ه ط��ب��ی��ع��ی اع��داد در n ی��ع��ن��ی م��ت��غ��ی��ر ه��رگ��اه

ب��رد. ن��ام را زی��ر م��وارد م��ی�ت��وان ج��م��ل��ه از ك��ه اس��ت ب��رق��رار ه��م��گ��را دن��ب��ال��ه�ه��ای ب��رای

.٣.١.٩ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ف��رد ب��ه م��ن��ح��ص��ر وج��ود ص��ورت در دن��ب��ال��ه ه��ر ح��د ال��ف)

�ان �ش� ن� �ه ك� �ود ب� �د �واه� خ� �دار �ران� ك� +∞ از �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� در �ه �ال� �ب� دن� آن �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �را �گ� �م� ه� �ه�ای �ال� �ب� دن� �ر اگ� ب)
اس��ت. ك��ران��دار دن��ب��ال��ه�ای چ��ن��ی��ن ص��ورت ای��ن در ك��ه داد خ��واه��ی��م

. lim
n→∞

xnyn = ۰ آن��گ��اه ب��اش��د ك��ران��دار yn دن��ب��ال��ه و lim
n→∞

xn = ۰ اگ��ر ج)

ب��ود. خ��واه��ن��د ع��لام��ت ه��م b ب��ا ب��ع��د ب��ه م��رت��ب��ه�ای از دن��ب��ال��ه اع��ض��اء آن��گ��اه lim
n→+∞

xn = b ̸= ۰ اگ��ر د)

آن��گ��اه. lim
n→∞

yn = a و lim
n→+∞

xn = b اگ��ر ه)

ه��س��ت��ن��د). دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی اع��داد α و β) lim
n→∞

(αxn + βyn) = αb+ βa (١)

. lim
n→∞

xnyn = a.b (٢)

.a ̸= ۰ آن��ك��ه ش��رط ب��ه lim
n→∞

xn
yn

= b
a (٣)

. lim
n→+∞

|xn|= |b| (۴)

. lim
n→+∞

|xn|= ۰ اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر lim
n→+∞

xn = ۰ (۵)
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آن��گ��اه ب��اش��ن��د م��وج��ود lim
n→+∞

yn و lim
n→+∞

xn و xn ≤ yn ب��ع��د ب��ه م��رت��ب��ه�ای از اگ��ر (ر)
lim

n→+∞
xn ≤ lim

n→+∞
yn

م��ی�ك��ن��ن��د. ح��ف��ظ را ج��زئ��ی ت��رت��ی��ب ه��م��گ��را دن��ب��ال��ه�ه��ای ی��ع��ن��ی

�اه �گ� آن� lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

yn = b و xn ≤ an ≤ ynی��م� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ع��د ب� �ه ب� �ه�ای �ب� �رت� م� از �ر اگ� (ز)
ف��ش��ار). (ق��ض��ی��ه lim

n→+∞
an = b

. lim
n→+∞

yn = +∞ آن��گ��اه lim
n→+∞

xn = +∞ و ب��اش��د xn ≤ yn ب��ع��د ب��ه م��رت��ب��ه�ای از اگ��ر (ژ)

�ا �ه� آن� �دد �ج� م� �ات �ب� اث� از �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و �وده ب� �د ح� در �ه �اب� �ش� م� �وارد م� �د �ن� �ان� م� لا� �ام� ك� �ا �ای� �ض� ق� �ن ای� �ام �م� ت� �ات �ب� اث� اث��ب��ات.
م��ی�ن��م��ائ��ی��م. ت��وص��ی��ه خ��وان��ن��دگ��ان ب��ه را آن��ه��ا اث��ب��ات و ن��م��وده ص��رف��ن��ظ��ر

lim
n→+∞

۱
n = ۰ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۴.١.٩ م��ث��ال

�ع��ی �ی� �ب� ط� ع��دد �ق��ی، �ی� �ق� ح� اع��داد �ی��دس��ی �م� ارش� اص��ل �اب��ه �ن� ب� ص��ورت ای��ن در �اش��د ب� �واه دل��خ� ϵ > ۰ �ی��د �ن� ك� ف��رض ح��ل.
در ۰ < ۱

n < ۱
N < ϵ �م ری� دا �اه �گ� آن� n > N �واه �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر اگ� �ال ح� ۱

n < ϵ �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� N
اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��ث��ال ح��ل ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و | ۱n − ۰|= ۱

n < ϵ ن��ت��ی��ج��ه
�اه �گ� آن� lim

x→+∞
f(x) = b و f : R −→ R �ر اگ� �ه ك� �ت اس� �روری ض� �ه �ت� �ك� ن� �ن ای� �ر ذك� �ون �ن� اك�

. lim
n→+∞

f(n) = b

اس��ت. ه��م��گ��را xn =
√
n+ ۱ −

√
n دن��ب��ال��ه ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵.١.٩ م��ث��ال

ری��م دا ح��ل.

۰ ≤ xn =
√
n+ ۱ −

√
n

=
[
√
n+ ۱ −

√
n][

√
n+ ۱ +

√
n]√

n+ ۱ +
√
n

=
۱√

n+ ۱ +
√
n

<
۱

۲
√
n
.

�ن ای� �رای ب� �ت. اس� �ده ش� �ل �ام� ك� �ال �ث� م� �ل ح� (ز) �ار٣.١.٩ �ش� ف� �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� lim
n→∞

۱
۲
√
n
= ۰ �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ر اگ�

ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ارش��م��ی��دس��ی اص��ل ب��ن��اب��ه ص��ورت ای��ن در ب��اش��د دل��خ��واه ϵ > ۰ ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض م��ن��ظ��ور
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�ون چ� و ۱
n < ۴ϵ۲ �م ری� دا n > N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ال ح� و ۱

N < ۴ϵ۲ �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� N �د �ن� �ان� م�

ح��ل �ی��ب �رت� ت� �دی��ن ب� و ۰ < ۱
۲
√
n
< ϵ �ا ی� و ۰ < ۱√

n
=
√

۱
n < ۲ϵ پ��س اس��ت �ع��ودی ص� �ی��دا اك�

√
x �اب��ع ت�

م��ی�ش��ود. ك��ام��ل م��ث��ال

. lim
n→∞

rn = ۰ ص��ورت ای��ن در |r|< ۱ ك��ه ب��اش��د چ��ن��ان r ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض .۶.١.٩ م��ث��ال

�ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� h �د �ن� �ان� م� �ی �ت� �ب� �ث� م� �دد ع� �ن �رای� �اب� �ن� ب� ۱
|r| > ۱ �ورت ص� �ن ای� در |r|< ۱ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�

ب��ی��ن��م ج��م��ل��ه�ای دو از اس��ت��ف��اده ب��ا و h > ۰ ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ك��ه ۱
|r|n = (۱ + h)n ن��ت��ی��ج��ه در ۱

r = ۱ + h

ب��ن��اب��رای��ن (۱ + h)n > ۱ + nh ری��م دا خ��ی��ام -

۰ < |r|n= ۱

(۱ + h)n
<

۱

۱ + nh

در lim
n→∞

|rn|= ۰ �م ری� دا (ز) ٣.١.٩ �ه �ی� �ض� ق� �ی �ن� �ع� ی� �ار �ش� ف� �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� پ��س lim
n→∞

۱
۱+nh = ۰ چ��ون �ون �ن� اك�

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��ث��ال ح��ل ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و lim
n→∞

rn = ۰ (۵)٣.١.٩ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه ن��ت��ی��ج��ه

، lim
n→∞

n
√
n = ۱ ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٧.١.٩ م��ث��ال

�ر �ظ� ن� در n
√
n > ۱ �م ری� دا �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� �ی �واه� �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� n �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�

�ه �ك� �ن� ای� از �ور �ظ� �ن� م� �ن �رای�ای� ب� lim
n→∞

xn = ۰ �ه ك� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ت اس� �ی �اف� ك� xn = n
۱
n − ۱ > ۰ �م ری� � �ی� �ی�گ� م�

ری��م دا xn = n
۱
n − ۱

n
۱
n = ۱ + xn ⇐⇒ n = (۱ + xn)

n

پ��س (۱+xn)
n > n(n−۱)

۲ x۲
n ری��م دا خ��ی��ام - ب��ی��ن��م ج��م��ل��ه�ای دو ت��وج��ه ب��ا و xn > ۰ ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ال

n >
n(n− ۱)

۲
x۲
n ⇐⇒ ۲

n− ۱
> x۲

n > ۰ ⇐⇒
√

۲√
n− ۱

> xn > ۰

�م ری� دا ٣.١.٩(ز) �ار �ش� ف� �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �س پ� �د) �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ۴.١.٩ �ال �ث� م� �ل (ح� lim
n→∞

√
۲√

n−۱
= ۰ �ون چ� و

ب��رای ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان م��ش��اب��ه ك��ام��لا ری��ق ط�� ب��ه اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��ث��ال ح��ل ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و lim
n→∞

xn = ۰

. lim
n→∞

n
√
a = ۱ ، a > ۰ ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر

�اه �گ� آن� lim
n→+∞

f(x) = bو f : R −→ R �ر اگ� �ه ك� �ت اس� �روری ض� �ه �ت� �ك� ن� �ن ای� �ر ذك� �ون �ن� اك� .٨.١.٩ �ر �ذک� ت�

ض��اب��ط��ه ب��ا f : R −→ R ت��اب��ع ب��رای م��ث��لا ك��ه چ��را ن��ی��س��ت ب��رق��رار آن ع��ك��س ول��ی lim
n→+∞

f(n) = b

f(x) =

۰ x ∈ N

x x ̸∈ N
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�دارد ن� �ود وج� �د) �ن� ك� �ل �ی� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� در x → +∞ �ه ك� �ی �ت� (وق� lim
x→∞

f(x) ، f(x) = sinπx �ا ی�
�ل �دی� �ب� ت� ۰ �ت �اب� ث� �ه �ال� �ب� دن� �ع �اب� ت� �ورت ص� �ن ای� در �ود ش� �د �دی� �ح� ت� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �ه ب� f ری��ف � �ع� ت� �وزه ح� �ر اگ� �ه ك� �ی �ال� درح�

اس��ت. ه��م��گ��را ص��ف��ر ب��ه ك��ه م��ی�ش��ود

م��ج��م��وع��ه زی��ر �ی��ز ن� �ی��ع��ی �ب� ط� اع��داد و �ن��د �ت� ه��س� �ی��ع��ی �ب� ط� اع��داد �ال��ه�ه��ا �ب� دن� ری��ف ت��ع�� ح��وزه چ��ون ك��ه ن��م��ود ت��وج��ه ب��ای��د
ب��رای ك��ل��ی ح��ال��ت در ك��ه ه��س��ت��ن��د ری��ف ت��ع�� ق��اب��ل خ��واص��ی دن��ب��ال��ه�ه��ا در ج��ه��ت ب��دی��ن اس��ت ح��ق��ی��ق��ی اع��داد از خ��اص��ی
ت��ری ق��وی ص��ورت ب��ه دن��ب��ال��ه�ه��ا م��ورد در ق��ض��ای��ا از ب��ع��ض��ی ی��ا و ن��ی��س��ت��ن��د ری��ف ت��ع�� ق��اب��ل دل��خ��واه��ی ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع ه��ر

گ��ردی��د. اش��اره آن ب��ه ن��ی��ز ق��ب��لا ك��ه م��ی�ب��اش��د زی��ر ق��ض��ی��ه ج��م��ل��ه از ك��ه ب��رق��رارن��د

ن��ی��س��ت. ب��رق��رار آن ع��ك��س ول��ی اس��ت ك��ران��دار ه��م��گ��را دن��ب��ال��ه ه��ر .٩.١.٩ ق��ض��ی��ه

N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ف، ری� � �ع� ت� �ه �اب� �ن� ب� ϵ = ۱ �رای ب� �ورت ص� �ن ای� در lim
n→+∞

xn = b �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
�اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در |xn − b|< ۱ �م ری� دا n > N �واه �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ه ك� �ت �وداس� �وج� م�
�ال ح� .n > N �اه �رگ� ه� |xn|< ۱ + |b| �ا ی� و |xn|−|b|≤ |xn − b|< ۱ �م ری� دا �ث �ل� �ث� م� �اوی �س� �ام� ن� از
n �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ورت ص� �ن ای� در M = max{x۱, x۲, ..., xn,۱ + |b|} �م ری� � �ی� �ی�گ� �رم� �ظ� ن� در
ك��ه زی��را اس��ت ك��ران��دار �ال��ه�ای �ب� دن� ك��ه ری��م �ی�� م��ی�گ� ن��ظ��ر در را xn = (−۱)n �ن��اوب �ت� م� �ال��ه �ب� دن� �ن��ون اك� .|xn|≤ M

ص��ورت ای��ن در خ��ل��ف) (ف��رض lim
n→+∞

xn = b ك��ن��ی��د ف��رض اس��ت {−۱,۱} ع��ض��وی دو م��ج��م��وع��ه آن��ه��ا ب��رد

ری��م دا n > N ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود N ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ری��ف، ت��ع�� ب��ن��اب��ه ϵ = ۱
۴ ب��رای

|xn − b|< ۱

۴
.

�ا ب� �ورت ص� �ن ای� در �د �رن� �ت� �زرگ� ب� N از �ه ك� �د �ن� �اش� ب� �ی زوج� و �رد ف� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� n۱ ، n۲ �د �ی� �ن� ك� �رض ف�
ری��م دا پ��س xn۲ = ۱ و xn۱ = −۱ ری��م دا xn دن��ب��ال��ه ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه

|۱ − b|< ۱

۴
, |−۱ − b|= |۱ + b|< ۱

۴
.

ری��م دا م��ث��ل��ث ن��ام��س��اوی از اس��ت��ف��اده و ن��ام��س��اوی دو ك��ردن ج��م��ع ب��ا و

۲ ≤ |۱ − b|+|۱ + b|< ۱

۴
+

۱

۴
=

۱

۲
.

ن��ی��س��ت. ه��م��گ��را ب��ح��ث م��ورد دن��ب��ال��ه ی��ع��ن��ی اس��ت ب��اط��ل خ��ل��ف ف��رض ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ك ك��ه

آن��ه��ا ه��م��گ��رائ��ی و ی��ك��ن��وا دن��ب��ال��ه�ه��ای ٢.٩

�زول��ی ن� �را آن� و xn ≤ xn+۱ n �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وئ� گ� �ودی �ع� ص� را xn �ه �ال� �ب� دن� .١.٢.٩ �ری��ف �ع� ت�
ن��زول��ی �ی��دا اك� �ا ی� ص��ع��ودی �ی��دا اك� را xn �ال��ه �ب� دن� ب��اش��د. n �ی��ع��ی �ب� ط� اع��داد �م��ام ت� ب��رای xn ≥ xn+۱ گ��اه ه��ر �ی��م گ��وئ�

گ��ردن��د. اك��ی��د ن��ام��س��اوی ب��ه ت��ب��دی��ل ب��الا در ن��ام��س��اوی�ه��ا ت��رت��ی��ب ب��ه ه��رگ��اه گ��وئ��ی��م
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ی��ا ص��ع��ودی اك��ی��دا ه��رگ��اه گ��وئ��ی��م ی��ك��ن��وا اك��ی��دا آن��را و ب��اش��د ن��زول��ی ی��ا ص��ع��ودی ه��رگ��اه گ��وئ��ی��م ی��ك��ن��وا را xn دن��ب��ال��ه
ه��م��چ��ن��ی��ن و ن��م��ی�ب��اش��ن��د. ی��ك��ن��وا اك��ی��دا چ��ه اگ��ر ه��س��ت��ن��د ی��ك��ن��وا ث��اب��ت دن��ب��ال��ه�ه��ای ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه ب��اش��د. ن��زول��ی اك��ی��دا
ی��ع��ن��ی xn ≤ xmری��م دا n < m ط��ب��ی��ع��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای آن��گ��اه ب��اش��د ص��ع��ودی دن��ب��ال��ه�ای اگ��ر ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه
�ه ب� �ن��ون اك� اس��ت. �ب��ق �ن��ط� م� ت��واب��ع ب��ودن ن��زول��ی و �ع��ودی ص� �اری��ف �ع� ت� �ر ب� �ا �ه�ه� �ال� �ب� دن� ب��ودن ن��زول��ی و �ع��ودی ص� �اری��ف �ع� ت�

اس��ت دن��ب��ال��ه�ه��ا خ��اص و ن��دارد م��ع��ادل��ی م��ع��م��ول��ی ت��واب��ع در ك��ه م��ی�پ��ردازی��م ق��ض��ی��ه�ای اث��ب��ات و ب��ی��ان

اس��ت. ه��م��گ��را ك��ران��دار و ی��ك��ن��وا دن��ب��ال��ه ه��ر .٢.٢.٩ ق��ض��ی��ه

�ر زی� {xn : n ∈ N} �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� �دار �ران� ك� �الا ب� از و �ودی �ع� ص� xn �ه �ال� �ب� دن� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
م��وج��ود آن س��وپ��رم��م ت��م��ام��ی��ت، اص��ل �ن��اب��ه ب� پ��س اس��ت �ی��ق��ی ح��ق� اع��داد از ك��ران��دار ب��الا از و خ��ال��ی �ی��ر غ� م��ج��م��وع��ه�ای
ف��رض م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای . lim

n→+∞
xn = β م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان β = sup{xn : n ∈ N} ك��ن��ی��د ف��رض اس��ت

�ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �م �رم� �وپ� س� �ه �ص� �خ� �ش� م� �ت �ی� �اص� خ� �ه �اب� �ن� ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در �د. �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك�
xN < xn ری��م دا n > N �ی��ع��ی �ب� ط� ع��دد ه��ر ب��رای پ��س اس��ت �ع��ودی ص� �ال��ه �ب� دن� چ��ون ح��ال ، β − ϵ < xN

�ب �ی� �رت� ت� �ن �ی� �م� ه� �ه ب� lim
n→+∞

xn = β �ی �ن� �ع� ی� ، |xn − β|< ϵ �ا ی� و β − ϵ < xn < β + ϵ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در

آن��گ��اه ب��اش��د ك��ران��دار پ��ای��ی��ن از و ن��زول��ی xn دن��ب��ال��ه اگ��ر ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان
lim
n→∞

xn = inf{xn : n ∈ N}

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب ك��ه

�دار �ران� ك� �الا ب� از و �ودی �ع� ص� xn �ه �ال� �ب� دن� �ر اگ� �ه ك� �م داده�ای� �ان �ش� ن� �ا م� �ع واق� در �وق ف� �ه �ی� �ض� ق� در �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�
آن��گ��اه ب��اش��د ك��ران��دار پ��ای��ی��ن از و ن��زول��ی xn دن��ب��ال��ه اگ��ر و lim

n→+∞
xn = sup{xn : n ∈ N} آن��گ��اه ب��اش��د

lim
n→+∞

xn = inf{xn : n ∈ N}

اس��ت. ه��م��گ��را xn =
[
۱ + ۱

n

]n+۱ دن��ب��ال��ه ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٣.٢.٩ م��ث��ال
�ه ك� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ت اس� �ی �اف� ك� �س پ� �ت اس� �دار �ران� ك� �ن �ی� �ای� پ� از �ث �ح� ب� �ورد م� �ه �ال� �ب� دن� �ون چ� �وق ف� �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �ل. ح�
(چ��ون xn

xn+۱
≥ ۱ م��ع��ادل ب��ط��ور ی��ا و xn ≥ xn+۱ ، n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ی��ع��ن��ی اس��ت ن��زول��ی دن��ب��ال��ه�ای

ری��م دا م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای اس��ت) م��ث��ب��ت xn

xn
xn+۱

=

[
۱ + ۱

n

]n+۱[
۱ + ۱

n+۱

]n+۲

=

[
۱ + ۱

n

]n+۱[
۱ + ۱

n+۱

]n+۱ .
۱

۱ + ۱
n+۱

=

[
۱ + ۱

n

۱ + ۱
n+۱

]n+۱

.
۱

۱ + ۱
n+۱
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=

[
n+۱
n

n+۲
n+۱

]n+۱

.
۱

۱ + ۱
n+۱

=

[
(n+ ۱)۲

n۲ + ۲n

]n+۱

.
۱

۱ + ۱
n+۱

=

[
۱ +

۱

n۲ + ۲n

]n+۱

.
۱

۱ + ۱
n+۱

.

ری��م دا اس��ت م��ث��ب��ت ۱
n۲+۲n ای��ن�ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا و خ��ی��ام - ب��ی��ن��م ج��م��ل��ه�ای دو دس��ت��ور از اس��ت��ف��اده ب��ا ]ح��ال

۱ +
۱

n۲ + ۲n

]n+۱

> ۱ +
n+ ۱

n۲ + ۲n
> ۱ +

n+ ۱

(n+ ۱)۲
= ۱ +

۱

n+ ۱
.

٢.٢.٩ �ل �ب� ق� �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �س پ� xn
xn+۱

> ۱ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و
[
۱ + ۱

n۲+۲n

]n+۱
. ۱
۱+ ۱

n+۱

> ۱ �ن �رای� �اب� �ن� ب�
ری��م دا

lim
n→∞

[
۱ +

۱

n

]n+۱

= inf

{[
۱ +

۱

n

]n+۱

: n ∈ N

}
.

پ��س
[
۱ + ۱

n

]n+۱
> ۲ ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای چ��ون ك��ه

lim
n→∞

[
۱ +

۱

n

]n+۱

≥ ۲.

اس��ت. م��وج��ود lim
n→+∞

[
۱ + ۱

n

]n ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۴.٢.٩ م��ث��ال

�ون چ� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� lim
n→∞

[
۱ + ۱

n

]n+۱
= lim

n→∞

[
۱ + ۱

n

]n �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ل. ح�

ری��م دا (٣) ٣.١.٩ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا پ��س
[
۱ + ۱

n

]n
=

[۱+ ۱
n ]

n+۱

۱+ ۱
n

و lim
n→∞

[
۱ + ۱

n

]
= ۱

lim
n→+∞

[
۱ +

۱

n

]n
=

lim
n→+∞

[
۱ + ۱

n

]n+۱

lim
n→+∞

[
۱ + ۱

n

] = lim
n→+∞

[
۱ +

۱

n

]n+۱

.

�دار �ران� ك� �الا ب� از و �ودی �ع� ص� �ه�ای �ال� �ب� دن�
[
۱ + ۱

n

]n �ه �ال� �ب� دن� �ه ك� داد �ان �ش� ن� �وان �ی�ت� م� �ز �ی� ن� �ا �م� �ی� �ق� �ت� �س� م� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�
و ۲ ب��ی��ن ك��ه اس��ت گ��ن��گ ع��ددی دن��ب��ال��ه ای��ن ح��د ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان ن��ی��ز و ب��ود خ��واه��د ه��م��گ��را ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت

م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ده��ن��د ن��م��ای��ش e ن��م��اد ب��ا آن��را و اس��ت م��ع��روف ن��پ��ر ع��دد ب��ه ك��ه دارد ق��رار ۳

e = lim
n→∞

(
۱ +

۱

n

)n

= lim
n→∞

(
۱ +

۱

n

)n+۱

.
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ك��ش��ی دن��ب��ال��ه�ه��ای ٣.٩

ك��ش��ی م��ف��ه��وم ن��دارد م��ع��ن��ی ع��ام ط��ور ب��ه ت��واب��ع س��ای��ر ب��رای و م��ی�ك��ن��د پ��ی��دا م��ع��ن��ی دن��ب��ال��ه ب��رای ك��ه دی��گ��ری م��ف��اه��ی��م از
اس��ت. دن��ب��ال��ه ی��ك ب��ودن

�ه ك� �د �اش� ب� �ود �وج� م� N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� ، ϵ > ۰ �ر ه� �رای ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وئ� �ی�گ� م� �ی �ش� ك� را xn �ه �ال� �ب� دن� .١.٣.٩ �ری��ف �ع� ت�
ی��ك دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ،|xn − xm|< ϵ آن��گ��اه m,n ≥ N اگ��ر m و n دل��خ��واه ط��ب��ی��ع��ی ع��ددی دو ه��ر ب��رای
ن��زدی��ك ه��م ب��ه ϵ ح��داق��ل ان��دازه ب��ه دن��ب��ال��ه اع��ض��اء ب��ع��د ب��ه م��رت��ب��ه�ای از ،ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ه��رگ��اه اس��ت ك��ش��ی دن��ب��ال��ه
دن��ب��ال��ه ب��ودن ك��ش��ی ك��ه دی��د م��ی�ت��وان س��ادگ��ی ب��ه lim

n→∞
lim

m→∞
|xn − xm|= ۰ م��ع��ادل ط��ور ب��ه ی��ا و ب��اش��ن��د ش��ده

k و n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��د م��وج��ود N ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ای��ن��ك��ه ب��ا اس��ت م��ع��ادل xn
.|xn+k − xn|< ϵ ب��اش��ی��م داش��ت��ه n > N ك��ه

ن��ی��س��ت. ب��رق��رار آن ع��ك��س ول��ی اس��ت ك��ران��دار ك��ش��ی دن��ب��ال��ه ه��ر .٢.٣.٩ ق��ض��ی��ه

�ه ك� اس��ت �ود �وج� م� N �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� ϵ = ۱ �رای ب� �ورت ص� ای��ن در �د �اش� ب� �ی �ش� ك� xn �ه �ال� �ب� دن� �د �ی� �ن� ك� ف��رض اث��ب��ات.
در ح��ال |xn|< ۱ + |xN | م��ث��ل��ث ن��ام��س��اوی ب��ه ت��وج��ه ب��ا ی��ا و |xn − xN |< ۱ ری��م دا n ≥ N ه��ر ب��رای

ری��م ن��ظ��رم��ی�گ��ی��
M = max{|x۱|, |x۲|, ..., |xN−۱|,۱ + |xN |}.

در را xn = (−۱)n �ن��اوب �ت� م� �ه �ال� �ب� دن� �ن��ون اك� ،|xn|≤ M �م ری� دا ،n �ع��ی �ی� �ب� ط� ع��دد �ر ه� �رای ب� ص��ورت ای��ن در

و n۱ �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �وان �ی�ت� م� N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� و ϵ =
۱

۲
�رای ب� �ورت ص� �ن ای� در �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن�

�ه �ت� داش� �ی �ت� �س� �ای� ب� �ورت ص� �ن درای� �ت. �رف� گ� �ر �ظ� ن� در �د �ن� �اش� ب� زوج و �رد ف� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� �ه ك� را N از �ر �ت� �زرگ� ب� n۲

�رار �رق� ب� �وق ف� �ه �ی� �ض� ق� �س �ك� ع� �س پ� �ت اس� �ض �اق� �ن� ت� �ه ك� ۲ = |−۱ − ۱|< ۱

۲
�ا ی� |xn۱ − xn۲ |<

۱

۲
�م �ی� �اش� ب�
ن��ی��س��ت.

اس��ت. ك��ش��ی ه��م��گ��را دن��ب��ال��ه ه��ر .٣.٣.٩ ق��ض��ی��ه

N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ف، ری� � �ع� ت� �ه �اب� �ن� ب� ϵ > ۰ �رای ب� �ورت ص� �ن ای� در را lim
n→+∞

xn = b �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.

ط��ب��ی��ع��ی اع��داد ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض |xn − b|< ϵ

۲
ری��م دا n > N دل��خ��واه ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود

ای��ن �ردن ك� �ع �م� ج� �ا ب� |xm − b|< ϵ

۲
و |xn − b|< ϵ

۲
�م ری� دا ص��ورت ای��ن در �د �ن� �اش� ب� �واه �خ� دل� n,m > N

ری��م دا م��ث��ل��ث ن��ام��س��اوی از اس��ت��ف��اده و ن��ام��س��اوی دو

|xm − xn|≤ |xm − b|+|xn − b|< ϵ

۲
+

ϵ

۲
= ϵ

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ب��ره��ان ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و

٣.٣.٩ �ه ب� �ا �ن� ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و �س��ت �ی� ن� �ی �ش� ك� xn = ۱ + ۱
۲ + ...+ ۱

n �ه �ال� �ب� دن� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۴.٣.٩ �ال �ث� م�
ب��ود. ن��خ��واه��د ه��م��گ��را
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�ود �وج� م� ϵ > ۰ �ه ك� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ی �ت� �س� �ای� ب� �س��ت �ی� ن� �ی �ش� ك� �ه�ای �ال� �ب� دن� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ه �ك� �ن� ای� �رای ب� ری��ف � �ع� ت� �ه �اب� �ن� ب� ح��ل.
.|xn − xm|≥ ϵ �ه ك� �د �ودن� �وج� م� m > N و n > N �ع��ی �ی� �ب� ط� �داد اع� ،N �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ه ك� اس��ت
nو = N + ۱ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در ،N �واه �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� و ϵ = ۱

۲ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در
ری��م دا ص��ورت ای��ن در .m = ۲(N + ۱)

|xm − xn| = xm − xn

= ۱ +
۱

۲
+ · · ·+ ۱

N
+

۱

N + ۱
+

۱

N + ۲
+ · · ·+ ۱

۲N + ۲

−
(

۱ +
۱

۲
+ · · ·+ ۱

N + ۱

)
=

۱

N + ۲
+ · · ·+ ۱

۲(N + ۱)

> (N + ۱)
۱

۲(N + ۱)
=

۱

۲

ن��ی��س��ت. ك��ش��ی ب��ح��ث م��ورد دن��ب��ال��ه پ��س
اع��داد در �ن��ی �ع� ی� اس��ت. �رق��رار ب� �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد ب��رای �ز �ی� ن� ٣.٣.٩ �ی��ه ق��ض� ف��وق �ه �ی� ق��ض� ع��ك��س ك��ه �ی��د �ائ� �م� ن� �ه ت��وج�
ك��ش��ی ب��ررس��ی ك��ه داش��ت ت��وج��ه ب��ای��د ول��ی اس��ت م��ع��ادل دن��ب��ال��ه�ه��ا ب��رای ب��ودن ه��م��گ��را و ب��ودن ك��ش��ی م��ف��اه��ی��م ح��ق��ی��ق��ی
ب��ه �ی��اج �ت� اح� اس��ت �م��گ��را ه� ك��ش��ی، �ال��ه �ب� دن� ه��ر �ن��ك��ه ای� �ب��ات اث� ب��رای ول��ی اس��ت ب��ودن �م��گ��را ه� ب��ررس��ی از س��اده�ت��ر ب��ودن
م��ی�آوری��م اث��ب��ات ب��دون ق��ض��ی��ه ی��ك ع��ن��وان ب��ه را آن ك��لام ش��دن ط��ولان��ی از پ��ره��ی��ز ب��رای ك��ه اس��ت ب��ی��ش��ت��ری م��ق��دم��ات

ب��ب��ی��ن��ن��د. آن��ال��ی��ز ك��ت��اب ه��ر در آن��را اث��ب��ات م��ی�ت��وان��ن��د ع��لاق��م��ن��د خ��وان��ن��دگ��ان و

اس��ت. ه��م��گ��را ح��ق��ی��ق��ی اع��داد در ك��ش��ی دن��ب��ال��ه ه��ر .۵.٣.٩ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ه��م��گ��را xn = ۱ − ۱
۱! +

۱
۲! + · · ·+ (−۱)n−۱

(n−۱)! دن��ب��ال��ه ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۶.٣.٩ م��ث��ال

ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای اس��ت. ك��ش��ی دن��ب��ال��ه ای��ن ك��ه ده��ی��م ن��ش��ان اس��ت ك��اف��ی ف��وق، ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه ح��ل.
ری��م دا ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د دل��خ��واه m > n ط��ب��ی��ع��ی اع��داد

|xm − xn|

=

∣∣∣∣۱ − ۱

۱!
+

۱

۲!
+ · · ·+ (−۱)n−۱

(n− ۱)!
+

(−۱)n

n!
+ · · ·+ (−۱)m−۱

(m− ۱)!

−
∣∣∣∣(۱ − ۱

۱!
+

۱

۲!
+ · · ·+ (−۱)n−۱

(n− ۱)!

)∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣ (−۱)n

n!
+

(−۱)n+۱

(n+ ۱)!
+ · · ·+ (−۱)m−۱

(m− ۱)!

∣∣∣∣
=

۱

n!
+

۱

(n+ ۱)!
+ · · ·+ ۱

(m− ۱)!

=
۱

n!

(
۱ +

۱

(n+ ۱)
+

۱

(n+ ۱)(n+ ۲)
+ · · ·+ ۱

(n+ ۱)(n+ ۲) · · · (m− ۱)

)
≤ ۱

n

(
۱ +

۱

۲
+

۱

۲۲ + · · ·+ ۱

۲m−n−۱

)
<

۱

n

(
۱ +

۱

۲
+ (

۱

۲
)۲ + · · ·

)
=

۱

n
(
۱ − ۱

۲

) =
۲

n
.

�ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ی، �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ی �دس� �ی� �م� ارش� �ل اص� �ه �اب� �ن� ب� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �ر اگ� �ال ح�

ری��م دا دی��دی��م ب��الا در ك��ه آن��چ��ه ب��ن��اب��ه m ≥ n ≥ N دل��خ��واه ط��ب��ی��ع��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در
۲

N
< ϵ

|xm − xn|<
۲

n
≤ ۲

N
< ϵ

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��ث��ال ح��ل ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و

xn = ۱+
۱

۲p + ...+
۱

np
دن��ب��ال��ه ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د. ط��ب��ی��ع��ی ع��ددی p ≥ ۲ ك��ن��ی��د ف��رض .٧.٣.٩ م��ث��ال

اس��ت. ه��م��گ��را دن��ب��ال��ه�ای

�ی��د �ن� ك� ف��رض �ن��ظ��ور م� ای��ن ب��رای اس��ت. ك��ش��ی �ه �ال� �ب� دن� ای��ن �ه ك� �م �ی� ده� ن��ش��ان اس��ت �اف��ی ك� ۵.٣.٩ �ی��ه ق��ض� �ه �اب� �ن� ب� ح��ل.
ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د دل��خ��واه��ی ط��ب��ی��ع��ی اع��داد m ≥ n

|xm − xn| = ۱ +
۱

۲p + ...+
۱

np
+

۱

(n+ ۱)p
+ ...+

۱

mp
−
(

۱ +
۱

۲p + ...+
۱

np

)
=

۱

(n+ ۱)p
+ ...+

۱

mp
=

m∑
k=n+۱

۱

kp
.

پ��س p ≥ ۲ چ��ون

m∑
k=n+۱

۱

kp
≤

m∑
k=n+۱

۱

k۲

≤
m∑

k=n+۱

۱

k(k − ۱)
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=
m∑

k=n+۱

[
۱

k − ۱
− ۱

k

]
=

۱

n
− ۱

m
<

۱

n

ك��ه اس��ت م��وج��ود N �ع��ی �ی� �ب� ط� ع��دد �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد �ی��دس��ی �م� ارش� اص��ل �اب��ه �ن� ب� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ اگ��ر �ال ح�

ری��م دا m ≥ n > N دل��خ��واه ط��ب��ی��ع��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در
۱

N
< ϵ

|xm − xn|<
۱

n
<

۱

N
< ϵ.

ت��واب��ع پ��ی��وس��ت��گ��ی و دن��ب��ال��ه ۴.٩

ن��م��ود. ت��ع��ی��ی��ن را ت��واب��ع پ��ی��وس��ت��گ��ی م��ی�ت��وان ن��ی��ز دن��ب��ال��ه�ه��ا ك��م��ك ب��ه ك��ه م��ی�پ��ردازی��م خ��اص��ی��ت ای��ن ب��ی��ان ب��ه اك��ن��ون

f آن��ك��ه ب��رای ك��اف��ی و لازم ش��رط ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ت��اب��ع ی��ك f : R −→ R ك��ن��ی��د ف��رض .١.۴.٩ ق��ض��ی��ه
�ه �ال� �ب� دن� �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� xn → x۰ �ه ك� xn �ه �ال� �ب� دن� �ر ه� �رای ب� �ه ك� �ت اس� آن �د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� x۰ ∈ Df �ه �ط� �ق� ن� در

. f(xn) → f(x۰)

�ه ك� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ی �ت� �س� �ای� ب� xn → x۰ و �د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� x۰ �ه �ط� �ق� ن� در f �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ت �س� �خ� ن� اث��ب��ات.
�ه �ت� �وس� �ی� پ� x۰ �ه �ط� �ق� ن� در f �ه �ك� �ن� ای� از �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� .f(xn) → f(x۰)

x ∈ Df ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود δ > ۰ پ��س اس��ت
|x− x۰|< δ ⇒ |f(x)− f(x۰)|< ϵ (١.٩)

ك��ه اس��ت م��وج��ود N ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ϵ′ = δ > ۰ ب��رای xn → x۰ ای��ن��ك��ه از ح��ال
n > N ⇒ |xn − x۰|< δ (٢.٩)

.f(xn) −→ f(x۰) ی��ع��ن��ی |f(xn)−f(x۰)|< ϵآن��گ��اه n > N اگ��ر ری��م دا ١.٩ و ٢.٩ ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ال
ن��ق��ط��ه در f ام��ا ، f(xn) −→ f(x۰)آن��گ��اه xn −→ x۰ اگ��ر xn دن��ب��ال��ه ه��ر ب��رای ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض ب��ال��ع��ک��س:
ع��دد δ > ۰ ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود ϵ > ۰ ع��دد ری��ف، ت��ع�� ب��ن��اب��ه ن��ت��ی��ج��ه در خ��ل��ف) (ف��رض ن��ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه x۰

در ،n ∈ N �ر ه� �رای ب� �ال ح� . f(xδ)− f(x۰)|≥ ϵ �ا ام� |xδ − x۰|< δ �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� xδ ∈ Df

|f(xn)− f(x۰)|≥ ϵ �ا �ام |xn − x۰|< ۱
n �ه ك� اس��ت �ود �وج� م� xn ∈ Df پ��س δ = ۱

n �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن�
ف��رض پ��س اس��ت. ف��رض ب��ا م��ت��ن��اق��ض ك��ه f(xn) ̸−→f(x۰) ام��ا xn −→ x۰ آن��گ��اه n −→ ∞ اگ��ر ح��ال

اس��ت. ش��ده اث��ب��ات ح��ك��م ی��ع��ن��ی اس��ت ب��اط��ل خ��ل��ف

�ی �ن� �ع� ی� �رد ك� �ات �ب� اث� و �ان �ی� ب� �وان �ی�ت� م� �د ح� و راس��ت �د ح� �پ، چ� �د ح� �ر ب� را �وق ف� �ه �ی� �ض� ق� �ه �ی� �ب� ش� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�
nی��ع��ی� �ب� ط� ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه xn �ال��ه �ب� دن� ه��ر ب��رای ك��ه آن��س��ت lim

x→x+
۰

f(x) = b آن��ك��ه ب��رای ك��اف��ی و لازم ش��رط

ن��ق��ط��ه در ح��د و چ��پ ح��د ب��رای ت��رت��ی��ب ه��م��ی��ن ب��ه و f(xn) −→ b ب��اش��ی��م داش��ت��ه xn −→ x۰ و xn > x۰،
اك��ن��ون م��ی�ن��م��ائ��ی��م. ت��وص��ی��ه خ��وان��ن��دگ��ان ب��ه را آن��ه��ا اث��ب��ات ك��ه اس��ت ف��وق ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��ه م��ش��اب��ه اث��ب��ات روش و x۰
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گ��وی��ا اع��داد از دن��ب��ال��ه�ه��ای��ی x ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت ح��ق��ی��ق��ت ای��ن ب��ی��ان��گ��ر ك��ه م��ی�پ��ردازی��م دی��گ��ری ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��ه
ح��ق��ی��ق��ی اع��داد در گ��ن��گ اع��داد و گ��وی��ا اع��داد ب��ودن چ��گ��ال م��ع��ادل ای��ن و ه��س��ت��ن��د ه��م��گ��را x ب��ه ك��ه ه��س��ت��ن��د گ��ن��گ و

گ��ردی��د. ب��ی��ان اول ف��ص��ل در ك��ه اس��ت

�ه ك� �د �ودن� �وج� م� �ن��گ گ� �داد اع� از ξn �ه �ال� �ب� دن� و �ا �وی� گ� �داد اع� از xn �ه �ال� �ب� دن� x �ق��ی �ی� �ق� ح� �دد ع� �ر ه� �رای ب� .٢.۴.٩ �ی��ه ق��ض�
.ξn −→ x و xn −→ x

�ال��ه �ب� دن� وج��ود و �ب��ات اث� را �ن��گ گ� اع��داد از ξn �ال��ه �ب� دن� وج��ود ف��ق��ط ج��ا ای��ن در �ب��ات، اث� در �اب��ه ت��ش� �ل��ت ع� ب��ه اث��ب��ات.
گ��ن��گ اع��داد ب��ودن چ��گ��ال ب��ن��اب��ه ب��اش��د دل��خ��واه��ی ح��ق��ی��ق��ی ع��دد x ك��ن��ی��د ف��رض م��ی�ك��ن��ی��م. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه را xn
در x− ۱

n < ξn < x �ه ك� اس��ت �ود �وج� م� ξn �د �ن� �ان� م� �ی �گ� �ن� گ� �دد ع� n �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� در

�ه �اب� �ن� ب� �س پ� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ال ح� |ξn − x|< ۱

n
�ا ی� x− ۱

n
< ξn < x+

۱

n
�ه �ج� �ی� �ت� ن�

�دد ع� �ر ه� �رای ب� �ورت ص� ای��ن در
۱

N
< ϵ �ه ك� اس��ت �ود �وج� م� N �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ق��ی، �ی� �ق� ح� �داد اع� �ی �دس� �ی� �م� ارش� اص��ل

ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و ξn −→ x ی��ع��ن��ی |ξn − x|< ϵ ری��م دا ١.٩ از پ��س
۱

n
<

۱

N
< ϵ چ��ون n > N ط��ب��ی��ع��ی

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات

x از �ا �ه� آن� �ر �ادی� �ق� م� �ه �م� ه� �ه ك� �اخ��ت س� �وری ط� �وان �ی�ت� م� را �ا �ه�ه� �ال� �ب� دن� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �ه ك� �ور �ط� �ان� �م� ه�
�رای ب� و x از �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ه �ال� �ب� دن� �ر �ادی� �ق� م� �رد ف� �ای �ه� �س� �دی� ان� �رای ب� لا� �ث� م� �ا ی� و x از �ر �ت� �م� ك� �ا �ه� آن� �ر �ادی� �ق� م� �ه �م� ه� �ا ی� �ر، �ت� �ش� �ی� ب�
ن��اپ��ی��وس��ت��گ��ی و پ��ی��وس��ت��گ��ی م��ی�ت��وان ف��وق ق��ض��ی��ه دو ك��م��ك ب��ه ب��اش��د. و... x از ك��م��ت��ر دن��ب��ال��ه م��ق��دار زوج ان��دی��س��ه��ای
را ه��س��ت��ن��د م��ت��ف��اوت��ی ض��اب��ط��ه�ه��ای دارای گ��ن��گ اع��داد و گ��وی��ا اع��داد روی ك��ه ت��واب��ع��ی ب��خ��ص��وص ت��واب��ع، از ب��س��ی��اری
م��س��ت��ق��ی��م ب��ط��ور ق��ب��لا را آن��ه��ا از ب��ع��ض��ی ك��ه م��ی�پ��ردازی��م ن��وع ای��ن از م��ث��ال چ��ن��د ح��ل ب��ه اك��ن��ون ك��رد. ت��ع��ی��ی��ن راح��ت��ی ب��ه

ن��م��ود. م��ق��ای��س��ه را ح��ل روش�ه��ای م��ی�ت��وان ن��ت��ی��ج��ه در و ك��رده�ای��م ح��ل ری��ف ت��ع�� ك��م��ك ب��ه

�ه�ای �ط� �ق� ن� �چ �ی� ه� در �ع �اب� ت� f(x) =

۱ x ∈ Q

−۱ x ̸∈ Q
�ن��ی �ع� ی� �ه �ل� �ك� ری� � دی� �ع �اب� ت� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .٣.۴.٩ �ال �ث� م�

ن��ی��س��ت. پ��ی��وس��ت��ه

٢.۴.٩ �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ف) �ل� خ� �رض (ف� �د �اش� ب� f �ع �اب� ت� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� پ� �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� x۰ �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
ξn −→ x۰ و xn −→ x۰ �ه ك� �د �ودن� �وج� م� �گ �ن� گ� �داد اع� و �ا �وی� گ� �داد اع� از �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� ξn و xn �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن�
f(xn) −→ f(x۰) �م ری� دا ١.۴.٩ �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �س پ� �ت اس� f �ع �اب� ت� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� پ� �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� x۰ �ون چ� و
f(ξn) = −۱ و f(xn) = ۱ �م ری� دا f �ع �اب� ت� �ف ری� � �ع� ت� �ه �ط� �اب� ض� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ا �ام f(ξn) −→ f(x۰) و
�رض ف� �س پ� �ت اس� �ض �اق� �ن� ت� �ك ی� �ه ك� ۱ = −۱ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در .−۱ = f(x۰) و ۱ = f(x۰) �م ری� دا �ن �رای� �اب� �ن� ب�

ن��ی��س��ت. پ��ی��وس��ت��ه ن��ق��ط��ه�ای ه��ی��چ در f ت��اب��ع ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت ب��اط��ل خ��ل��ف
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ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در ب��اش��د م��ث��ب��ت گ��وی��ای ع��دد ی��ك ك��ن��ی��د ف��رض .۴.۴.٩ م��ث��ال

f(x) =

xr x ∈ Q

۰ x ̸∈ Q

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ص��ف��ر ن��ق��ط��ه در ف��ق��ط

ب��رای اس��ت �ر �ف� ص� ع��ض��وی ت��ك �ه �م��وع� م��ج� �ق��ط ف� f �ت��گ��ی �ی��وس� پ� �ق��اط ن� �ه �م��وع� م��ج� �ه ك� �م �ی� ده� ن��ش��ان اس��ت �اف��ی ك� ح��ل.
ف��رض پ��س ،x۰ = ۰ آن��گ��اه ب��اش��د f دل��خ��واه پ��ی��وس��ت��گ��ی ن��ق��ط��ه ی��ك x۰ اگ��ر ك��ه ده��ی��م ن��ش��ان اس��ت ك��اف��ی م��ن��ظ��ور ای��ن
از �ی �ای� �ه�ه� �ال� �ب� دن� �ب �ی� �رت� �ه�ت� ب� ξn و xn �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� و �د �اش� ب� f �ع �اب� ت� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� پ� �واه �خ� دل� �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� x۰ �ه ك� �د �ی� �ن� ك�
�ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در ١.۴.٩ �ه �ی� �ض� ق� ξn −→ x۰ و xn −→ xn �ه ك� �د �ن� �اش� ب� �گ �ن� گ� �داد اع� و �ا �وی� گ� �داد اع�
ری��م دا f ت��اب��ع ری��ف ت��ع�� ض��اب��ط��ه ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �ا �ام .f(ξn) −→ f(x۰) و f(xn) −→ f(x۰) ری��م دا ٢.۴.٩
از .(xn)r → ۰ �رای��ن �اب� �ن� ب� اس��ت. �ر �ف� ص� �ر �راب� ب� f(x۰) �م ری� دا �ه �ج� �ی� �ت� ن� در f(ξn) = ۰ و f(xn) = (xn)

r

ب��ه �ن��ا ب� دوب��اره پ��س xn −→ x۰ و �ن��ی��د) �ی� �ب� ب� را �ت��گ��ی پ��ی��وس� (ف��ص��ل اس��ت �ت��ه پ��ی��وس� ت��اب��ع ی��ك xr ت��اب��ع چ��ون ط��رف��ی
اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��ث��ال ح��ل ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و x۰ = ۰ ی��ا و xr۰ = ۰ ن��ت��ی��ج��ه در ،xrn → xr۰ ری��م دا ١.۴.٩ ق��ض��ی��ه

�ه �ت� �وس� �ی� پ� x = ۱
۲ �ه �ط� �ق� ن� در �ط �ق� ف� f(x) =

x x ∈ Q

۱ − x x ̸∈ Q
�ع �اب� ت� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۵.۴.٩ �ال �ث� م�

ب��ب��ی��ن��ی��د). را پ��ی��وس��ت��گ��ی ف��ص��ل ش��ده ح��ل (م��س��ائ��ل اس��ت.

�ی��ب �رت� ت� �ه� ب� ξn و xn �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� و �د �اش� ب� f �ع �اب� ت� �واه �خ� دل� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� پ� �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� x۰ �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
�ه �ت� �وس� �ی� پ� x۰ �ه �ط� �ق� ن� در f �ون چ� و ξn −→ x۰ �ون چ� و xn −→ x۰ �ه ك� �د �ن� �اش� ب� �ی �گ� �ن� گ� و �ا �وی� گ� �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن�
�اب��ع ت� ری��ف ت��ع�� �اب��ط��ه ض� ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �ا �ام .f(ξn) −→ f(x۰) و f(xn) −→ f(x۰) پ��س اس��ت ش��ده ف��رض
�ی �رف� ط� از .۱ − ξn −→ f(x۰) و xn −→ f(x۰) �رای��ن �اب� �ن� ب� ،f(ξn) = ۱ − ξn و f(xn) = xn

f(x۰) = x۰ �س پ� �ت اس� �رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �ود وج� �ورت ص� در �ه �ال� �ب� دن� �ك ی� �د ح� و xn −→ x۰ �رض ف� �ه �اب� �ن� ب�
پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی ۱− x ت��اب��ع و ξn −→ x۰ ف��رض ب��ه ب��ن��ا چ��ون ه��م��چ��ن��ی��ن ۱− xn → x۰ ب��ن��اب��رای��ن

در x۰ =
۱

۲
�ا ی� و ۱ − x۰ = x۰ �م ری� دا �د ح� �ردی ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �ه ب� �ا �ن� ب� �اره دوب� و ۱ − ξn −→ ۱ − x۰

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��ث��ال ح��ل ای��ن��ج��ا

f(x) = ۰ ، x گ��وی��ای ع��دد ه��ر ب��رای �ه ك� ب��اش��د �ت��ه �ی��وس� پ� �اب��ع��ی ت� f : R −→ R �ی��د �ن� ك� ف��رض .۶.۴.٩ �ی��ه ق��ض�
اس��ت. ص��ف��ر ث��اب��ت ت��اب��ع fص��ورت ای��ن در

�رض ف� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� x ، f(x) = ۰ �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ه ك� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ت اس� �ی �اف� ك� اث��ب��ات.
�ن ای� در و xn −→ x �ه ك� �د �اش� ب� �ا �وی� گ� �داد اع� در �ه�ای �ال� �ب� دن� xn �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� و �د �اش� ب� �واه �خ� دل� x ∈ Rد� �ی� �ن� ك�
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�ا �وی� گ� xn �ون (چ� f(xn) = ۰ �رض ف� �ه �اب� �ن� ب� �ا �ام .f(xn) −→ f(x) پ��س �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� fون� چ� �ورت ص�
.f(x) = ۰ پ��س اس��ت)

�ر �ف� ص� R �ال �گ� چ� �ه �وع� �م� �ج� م� �ك ی� روی �ه ك� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ع �اب� ت� �ر ه� �ه ك� داد �ان �ش� ن� �وان �ی�ت� م� �ه �اب� �ش� م� �ق ری� � ط� �ه ب�
اس��ت. ص��ف��ر ب��ا م��ت��ح��د ب��اش��د

آن��گ��اه f(x) = g(x) ،xگ��وی��ای ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��ن��د پ��ی��وس��ت��ه ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع دو g و f اگ��ر .٧.۴.٩ ن��ت��ی��ج��ه
.f = g

ری��م. ب��ب�� ب��ك��ار f − g پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع ب��رای را ۶.۴.٩ ق��ض��ی��ه اس��ت ك��اف��ی اث��ب��ات.

ك��ه �ت��ن��د ه��س� ت��ش��خ��ی��ص ق��اب��ل �ب��ال��ه دن� ت��وس��ط ن��ی��ز ی��ك��ن��واخ��ت پ��ی��وس��ت��گ��ی پ��ی��وس��ت��گ��ی، م��ان��ن��د ك��ه اس��ت ذك��ر ش��ای��ان
م��ی�ن��م��ائ��ی��م. اث��ب��ات و ب��ی��ان م��ورد ای��ن در ق��ض��ی��ه�ای ای��ن��ك

�ه ك� �ت اس� آن �د �اش� ب� �ت �واخ� �ن� �ك� ی� �ه �ت� �وس� �ی� پ� f : R −→ R �ع �اب� ت� �ه �ك� آن� �رای ب� �ی �اف� ك� و لازم �رط ش� .٨.۴.٩ �ه �ی� �ض� ق�
آن��گ��اه |xn − yn|→ ۰ اگ��ر ب��اش��ی��م داش��ت��ه R در yn و xn دل��خ��واه دن��ب��ال��ه دو ه��ر ب��رای

|f(xn)− f(yn)|→ ۰

چ��ن��ان R در yn و xn دن��ب��ال��ه�ه��ای ه��م��چ��ن��ی��ن و ب��اش��د ی��ك��ن��واخ��ت پ��ی��وس��ت��ه f ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض ش��رط) (ل��زوم اث��ب��ات.
ف��رض م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای .|f(xn)− f(yn)|→ ۰ ك��ه ده��ی��م ن��ش��ان م��ی�خ��واه��ی��م ،|xn − yn|→ ۰ ك��ه ب��اش��ن��د
ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود δ > ۰ پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ی��ك��ن��واخ��ت ب��ط��ور f ت��اب��ع چ��ون ب��اش��د. دل��خ��واه ϵ > ۰ ك��ن��ی��د
ی��ك��ن��واخ��ت �ت��گ��ی پ��ی��وس� |f(x)− f(y)|< ϵ ری��م دا |x− y|< δ (١.٩) ك��ه y و x دل��خ��واه �ی��ق��ی ح��ق� ع��دد دو
م��وج��ود N �ب��ی��ع��ی ط� ع��دد ϵ′ = δ > ۰ ب��رای |xn − yn|→ ۰ ای��ن��ك��ه از ح��ال �ن��ی��د) �ی� �ب� ب� را پ��ی��وس��ت��گ��ی ف��ص��ل در
�واه دل��خ� n > N �ی��د �ن� ك� ف��رض �ن��ون اك� ٢.٩ |xn − yn|< δ ری��م دا n > N �ع��ی �ی� �ب� ط� ع��دد �ر ه� ب��رای �ه ك� اس��ت

ری��م دا ٢.٩ و ١.٩ ب��ه ت��وج��ه ب��ا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د
|f(xn)− f(yn)|< δ.

م��ی�پ��ذی��رد. پ��ای��ان ق��ض��ی��ه ل��زوم اث��ب��ات ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب ك��ه
�ه ك� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از yn و xn �واه �خ� دل� �ه �ال� �ب� دن� دو �ر ه� �رای ب� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �س: �ك� �ع� �ال� ب�
�رض (ف� �د �اش� �ب� ن� �ت �واخ� �ن� �ك� ی� �ه �ت� �وس� �ی� پ� f �ا �ام |f(xn) − f(yn)|→ ۰ �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� xn|داش� − yn|→ ۰

ك��ه م��وج��ودن��د yδ و xδ �ی��ق��ی �ق� ح� اع��داد δ > ۰ ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود ϵ > ۰ ری��ف ت��ع�� �ه �اب� �ن� ب� �اب��رای��ن �ن� �ل��ف)ب� خ�
�م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در ،n �واه �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ه ك� .|f(xδ) − f(yδ)|≥ ϵ �ی ول� |xδ − yδ|< δ

ح��ال .|f(xn)− f(yn)|≥ ϵ و |xn − yn|< ۱
n ك��ه م��وج��ودن��د yn و xn ح��ق��ی��ق��ی اع��داد پ��س ،δ = ۱

n

اس��ت �رض ف� �ا ب� �اق��ض �ن� �ت� م� �ه ك� |f(xn)− f(yn)|̸→ ۰ �ا �ام |xn − yn|→ ۰ �م ری� دا �ت اس� �واه �خ� دل� n �ون چ�
اس��ت. ش��ده اث��ب��ات ن��ی��ز ش��رط ك��ف��ای��ت ی��ع��ن��ی اس��ت ب��اط��ل خ��ل��ف ف��رض پ��س

�ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� روش و ١.۴.٩ �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� روش �ا ب� را �وق ف� �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� روش �ر اگ� �ود ب� �د �واه� خ� �ال��ب ج�
�ع واق� در �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت� �د. �ردن� گ� �ه �س� �ای� �ق� م� �ی) �گ� �ت� �وس� �ی� پ� �ل �ص� ف� (در �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �اب� ت� دو �ب �ی� �رك� ت� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� پ�



دن��ب��ال��ه .٩ ف��ص��ل ٣٠۵

�ه �ت� �وس� �ی� پ� f : R → R �ع �اب� ت� �ه �ك� آن� �رای ب� �ی �اف� ك� و لازم �رط ش� �ه ك� �ی�دارد م� �ان �ی� ب� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �وق ف� �ه �ی� �ض� ق�
ام��ا |xn − yn|→ ۰ ك��ه ب��اش��ن��د م��وج��ود ح��ق��ی��ق��ی اع��داد از yn و xn دن��ب��ال��ه�ه��ای ك��ه اس��ت آن ن��ب��اش��د ی��ك��ن��واخ��ت
�د �ن� �ت� �س� �ی� ن� �ت �واخ� �ن� �ك� ی� �ه �ت� �وس� �ی� پ� cosx۲ و sinx۲ �ع �واب� ت� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ون �ن� اك� �م� ه� |f(xn) − f(yn)|̸→۰

م��ی�ب��اش��ن��د. ی��ك��ن��واخ��ت پ��ی��وس��ت��ه cos و sin ت��واب��ع �رچ��ه اگ�

ن��ی��س��ت. ی��ك��ن��واخ��ت پ��ی��وس��ت��ه f(x) = sinx۲ ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٩.۴.٩ م��ث��ال

ص��ورت ای��ن در .yn =
√

۲nπ − π
۲ و xn =

√
۲nπ + π

۲ ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در ح��ل.

|xn − yn|=
∣∣∣∣√۲nπ +

π

۲
−
√

۲nπ − π

۲

∣∣∣∣ = π√
۲nπ + π

۲ −
√

۲nπ − π
۲

→ ۰

پ��س f(yn) = sin
[
۲nπ − π

۲

]
= −۱ و f(xn) = sin

[
۲nπ + π

۲

]
= ۱ ام��ا

|f(xn)− f(yn)|= |۱ − (−۱)|= ۲ → ۰

�ع �اب� ت� �ه ك� داد �ان �ش� ن� �وان �ی�ت� م� �ه �اب� �ش� م� �ق ری� � ط� �ه ب� �ت. اس� �ده ش� �ل �ام� ك� �ال �ث� م� �ل ح� �ب �ی� �رت� ت� �ن �دی� ب� و �ت اس� �اق��ض �ن� ت� �ه ك�
ن��ی��س��ت. پ��ی��وس��ت��ه ی��ك��ن��واخ��ت ب��ط��ور ن��ی��ز f(x) = cosx۲

دن��ب��ال��ه زی��ر ۵.٩

�ب��ال��ه�ه��ا دن� خ��اص و ن��دارد م��ع��ن��ی ع��ام ب��ط��ور ت��واب��ع ب��رای ك��ه م��ی�پ��ردازی��م �ب��ال��ه�ه��ا دن� در دی��گ��ری م��ف��ه��وم ب��ی��ان ب��ه اك��ن��ون
اس��ت. دن��ب��ال��ه زی��ر م��ف��ه��وم آن و اس��ت

�ك ی� را �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� در xrn �ه �ال� �ب� دن� �د �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� در �ه �ال� �ب� دن� �ك ی� xn �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١.۵.٩ �ف �ری� �ع� ت�
�دا �ی� اك� �ه�ای �ال� �ب� دن� rn : N −→ N و {xrn : n ∈ N} ⊆ {xn : n ∈ N} �اه �رگ� ه� �م �ی� �ام� ن� xn �ه �ال� �ب� دن� �ر زی�
xn دن��ب��ال��ه اع��ض��اء از آن اع��ض��اء ك��ه اس��ت دن��ب��ال��ه�ای دن��ب��ال��ه، ی��ك از دن��ب��ال��ه زی��ر ی��ك دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ب��اش��د ص��ع��ودی
ك��ه م��ی�ش��ود ان��ت��خ��اب دن��ب��ال��ه اع��ض��اء از چ��ن��ان دن��ب��ال��ه زی��ر ع��ض��و ه��ر (ی��ع��ن��ی ب��اش��د ص��ع��ودی اك��ی��دا آن ان��دی��س ك��ه ب��وده
و x۲n ،xn−۱ ،xn+۱ �ه�ه��ای �ال� �ب� دن� �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �د). �اش� ب� �ر �ت� �زرگ� ب� �دا �ی� اك� �ی �ل� �ب� ق� �و �ض� ع� �ه ب� �ب��ت �س� ن� آن �دی��س ان�
دن��ب��ال��ه�ه��ای زی��ر ت��رت��ی��ب ب��ه را x۲n−۱ و x۲n ب��خ��ص��وص ه��س��ت��ن��د xn دن��ب��ال��ه از دن��ب��ال��ه�ه��ای��ی زی��ر ه��م��گ��ی x۲n−۱

ك��ه دی��د م��ی�ت��وان اس��ت��ق��راء ك��م��ك ب��ه آن��گ��اه ب��اش��د xn دن��ب��ال��ه زی��ر ی��ك xrn اگ��ر ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه ن��ام��ن��د. xn ف��رد و زوج
.rn ≥ n ه��م��واره

م��ی�پ��ردازی��م. آن دن��ب��ال��ه�ه��ای زی��ر و دن��ب��ال��ه ی��ك ب��ی��ن ه��م��گ��رائ��ی راب��ط��ه ب��ه اك��ن��ون

اس��ت. x ب��ه ه��م��گ��را ن��ی��ز آن دن��ب��ال��ه�ه��ای زی��ر ت��م��ام ب��اش��د x ب��ه ه��م��گ��را xn ح��ق��ی��ق��ی دن��ب��ال��ه اگ��ر .٢.۵.٩ ق��ض��ی��ه

ك��ه ده��ی��م ن��ش��ان م��ی�خ��واه��ی��م ب��اش��د دل��خ��واه ϵ > ۰ و xn دن��ب��ال��ه زی��ر ی��ك xrn و xn −→ x ك��ن��ی��د ف��رض اث��ب��ات.
n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود N ط��ب��ی��ع��ی ع��دد پ��س xn −→ x ف��رض ب��ن��اب��ه چ��ون .xrn

n−→ x
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اگ��ر پ��س ،rn ≥ n �واره �م� ه� �د �ردی� گ� �ر ذك� �الا ب� در �ه ك� �ه �چ� آن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ا ام� .|xn − x|< ϵ �اه �گ� آن� n > N �ر اگ�
اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ت��رت��ی��ب ب��دی��ن� و |xrn − x|< ϵ ن��ت��ی��ج��ه در و rn > N آن��گ��اه n > N

م��ی�ك��ن��ی��م. ت��وص��ی��ه م��ح��ت��رم خ��وان��ن��دگ��ان ب��ه آن��را اث��ب��ات ك��ه اس��ت. ب��رق��رار ن��ی��ز ف��وق ق��ض��ی��ه ع��ك��س

.x۲n−۱ −→ x و x۲n −→ x ك��ه اس��ت آن xn −→ x آن��ك��ه ب��رای ك��اف��ی و لازم ش��رط .٣.۵.٩ ق��ض��ی��ه

در ب��اش��د دل��خ��واه ϵ > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض ش��رط ك��ف��ای��ت ب��رای اس��ت. ب��رق��رار ٢.۵.٩ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ش��رط ل��زوم اث��ب��ات.
�ر ه� �رای ب� �ه ك� �د �ودن� �وج� م� N۲ و N۱ �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� x۲n−۱ −→ x و x۲n −→ x �ه �ك� �ن� ای� از �ورت ص� �ن ای�

آن��گ��اه n > N۱ اگ��ر n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد
|x۲n − x|< ϵ.

آن��گ��اه n > N۲ اگ��ر
|x۲n−۱ − x|< ϵ.

پ��س �د �اش� ب� زوج n > N �ر اگ� �ورت ص� ای��ن در N = max{۲N۱,۲N۲ − ۱} �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ون �ن� اك�
ب��ن��اب��رای��ن و n۱ > N۱ پ��س N ≥ ۲N۱ چ��ون و n = ۲n۱

|xn − x|= |x۲n۱ − x|< ϵ

ب��ن��اب��رای��ن و n۲ > N۲ پ��س N ≥ ۲N۲ − ۱ چ��ون و n = ۲n۲ − ۱ پ��س ب��اش��د ف��رد n > N اگ��ر و
|xn − x|= |x۲n۲−۱ − x|< ϵ

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و

. lim
n→+∞

۳n + ۱

۳n اس��ت م��ط��ل��وب .۴.۵.٩ م��ث��ال

٣.۵.٩ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه پ��س اس��ت
n+ ۱

n
دن��ب��ال��ه زی��ر ی��ك

۳n + ۱

۳n دن��ب��ال��ه و lim
n→∞

n+ ۱

n
= ۱ چ��ون ح��ل.

lim
n→+∞

۳n + ۱

۳n = ۱.

. lim
n→∞

xn اس��ت م��ط��ل��وب xn =


n− ۱

n+ ۲
۲ ∤ n اگ��ر

n۲ + ۲n+ ۳

n۲ + n
۲ | n اگ��ر

ك��ن��ی��د ف��رض .۵.۵.٩ م��ث��ال

چ��ون و x۲n−۱ =
n− ۱

n+ ۲
و x۲n =

n۲ + ۲n+ ۳

n۲ + n
دن��ب��ال��ه ری��ف ت��ع�� ب��ن��اب��ه واق��ع در ح��ل.

lim
n→∞

x۲n = lim
n→∞

x۲n−۱ = ۱.
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زی��ر ح��د ب��راب��ری و وج��ود ٣.۵.٩ �ی��ه ق��ض� در ك��ه �ی��د �ائ� �م� ن� �ه ت��وج� . lim
n→∞

xn = ۱ ری��م دا ٣.۵.٩ �ی��ه ق��ض� ب��ه �ا �ن� ب� پ��س
اس��ت. م��ط��رح ف��رد و زوج دن��ب��ال��ه�ه��ای

را ٩.١.٩ �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� (اث� �ت �س� �ی� ن� �را �گ� �م� ه� xn = (−۱)n−۱اوب� �ن� �ت� م� �ه �ال� �ب� دن� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۶.۵.٩ �ال �ث� م�
ب��ب��ی��ن��ی��د).

lim
n→∞

x۲n−۱ = −۱ و lim
n→∞

x۲n = −۱ ب��ن��اب��رای��ن x۲n−۱ = ۱ و x۲n = −۱ ری��م دا ح��ل.
ن��ی��س��ت. ه��م��گ��را م��ت��ن��اوب دن��ب��ال��ه ٣.۵.٩ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه ب��ن��اب��رای��ن lim

n→∞
x۲n ̸= lim

n→∞
x۲n−۱ب��ن��اب��رای��ن

ب��ازگ��ش��ت��ی دن��ب��ال��ه�ه��ای ۶.٩

�ا �م� �ی� �ق� �ت� �س� م� �ا �ه� آن� از �ك ی� �ر ه� و �د �ن� �ت� داش� �ص �خ� �ش� م� و �ن �ی� �ع� م� �ه�ای �ط� �اب� ض� �ه ك� �م �ردی� ك� �ی �ررس� ب� را �ی �ای� �ه�ه� �ال� �ب� دن� �ون �ن� اك� � ت�
�ی �ن� �ی� �ع� م� �ه �ط� �اب� ض� دارای �ه ك� �م �ردازی� �پ� ب� �ی �ای� �ه�ه� �ال� �ب� دن� �ی �ررس� ب� �ه ب� �م �ی� �واه� �ی�خ� م� �ون �ن� اك� �د. �دن� �ی�ش� م� �ان �ی� ب� n �ب �س� �رح� ب�
�ه �ال� �ب� �وع�دن� �وض� �دن�م� ش� �ن روش� �رای ب� �د �ون� �ی�ش� م� �ف ری� � �ع� ت� آن �لات �م� ج� �ن �ی� ب� �ه �ط� راب� �ك �م� ك� �ه ب� �ه �ك� �ل� ب� �وده �ب� ن� n �س��ب �رح� ب�

ب��ن��اب��رای��ن و xn+۱ = aqn ص��ورت ری��م�ك��ه�درای��ن درن��ظ��رم��ی�گ��ی�� را xn = aqn−۱ ت��ص��اع��ده��ن��دس��ی
xn+۱ = q.aqn−۱ = qxn

چ��ون ن��م��ود ح��ذف م��ی�ت��وان ن��ی��ز را q ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب ك��ه xn+۲ = qxn+۱ ن��ت��ی��ج��ه در
xn+۲.xn = qxn+۱.xn = xn+۱.(qxn) = x۲

n+۱

در �ه ك� اس��ت �ه�ای �ال� �ب� دن� ،xn �ه �ال� �ب� دن� �ه ك� �رد ك� ری��ف � �ع� ت� �وان �ی�ت� م� �ر زی� ص��ورت ب��ه را xn �ن��دس��ی ه� �اع��د ت��ص� �ه �ال� �ب� دن� پ��س
ش��رط دو

.x۱ = a و x۲ = aq (ال��ف)

.xn+۲.xn = x۲
n+۱ ،n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای (ب)

�ا ب� را �م��لات ج� �ر �ای� س� (ب) �رط ش� و دوم و اول �ه �ل� �م� ج� (ال��ف) �رط ش� �ود �ی�ش� م� �ه �ظ� �لاح� م� �ه ك� �ور �ط� �ان� �م� ه� �د. �ن� ك� �دق ص�
�ه ب� xn �ه �ال� �ب� دن� �ه �دم� �ق� م� دو �ا ب� �راء �ق� �ت� اس� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در �ه ك� �د. �ای� �م� �ی�ن� م� �ن �ی� �ع� م� آن �ی �ل� �ب� ق� �ه �ل� �م� ج� دو �ه ب� �ه �وج� ت�
را xn = n۲ �ال��ه �ب� دن� ری��م. �ی�� م��ی�گ� ن��ظ��ر در را دی��گ��ری �ث��ال م� �ن��ون اك� م��ی�ش��ود. م��ش��خ��ص ف��ردی ب��ه �ر �ن��ح��ص� م� ص��ورت

ری��م دا ص��ورت ای��ن در ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در
xn+۱ = (n+ ۱)۲ = n۲ + ۲n+ ۱ = xn + ۲n+ ۱. (٣.٩)

ن��ت��ی��ج��ه در
xn+۲ = xn+۱ + ۲(n+ ۱) + ۱ = xn+۱ + ۲n+ ۳ (۴.٩)
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ری��م دا ۴.٩ و ٣.٩ ط��رف��ی��ن ك��ردن ك��م از و
xn+۲ − xn+۱ = xn+۱ − xn+۲

ی��ا و
xn+۲ = ۲xn+۱ − xn+۲. (۵.٩)

آورد. دس��ت ب��ه آن �ل��ی �ب� ق� �ل��ه �م� ج� دو ب��ه ت��وج��ه �ا ب� را �ال��ه �ب� دن� �ل��ه �م� ج� ه��ر م��ی�ت��وان چ��گ��ون��ه ك��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان راب��ط��ه ای��ن
ك��رد ری��ف ت��ع�� م��ی�ت��وان زی��ر ص��ورت ب��ه را ف��وق دن��ب��ال��ه

.a۱ = ۱ و a۲ = ۲۲ (ال��ف)

.xn+۲ = ۲xn+۱ − xn + ۲ ،n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای (ب)

ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ن��ام��ن��د. ب��ازگ��ش��ت��ی راب��ط��ه ی��ك را اس��ت ش��ده ن��وش��ت��ه (ب) راب��ط��ه در ك��ه را ع��ب��ارت��ی ف��وق م��ث��ال دو ه��ر در
ت��وج��ه ب��ا ك��ه اط��لاع��ات��ی ب��ا ك��ه اس��ت ب��دی��ه��ی ه��س��ت��ن��د. ب��ازگ��ش��ت��ی راب��ط��ه ی��ك ۵.٩ و ۴.٩ ،٣.٩ راب��ط��ه�ه��ای از ی��ك ه��ر
دس��ت ب��ه ت��دری��ج ب��ه ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای را دن��ب��ال��ه م��ق��دار م��ی�ت��وان م��ی�آی��ن��د ب��دس��ت (ب) و (ال��ف) راب��ط��ه�ه��ای ب��ه
اس��ت��ق��رائ��ی دن��ب��ال��ه�ه��ای ی��ا ب��ازگ��ش��ت��ی دن��ب��ال��ه�ه��ای م��ی�ش��ون��د ب��ی��ان ب��ازگ��ش��ت��ی ری��ف��ی ت��ع�� ب��ا ك��ه را دن��ب��ال��ه�ه��ای��ی چ��ن��ی��ن آورد.

ن��ام��ن��د.

�ی �وال� �ت� م� �ه �ل� �م� ج� k اولا �اه �رگ� ه� �م �ی� �ام� ن� k �ه �ب� �رت� م� از �ی �ت� �ش� �ازگ� ب� �ه �ال� �ب� دن� �ك ی� را {xn}∞n=۱ �ه �ال� �ب� دن� .١.۶.٩ �ف �ری� �ع� ت�
،xn−۱ ح��س��ب ب��ر را xn �ق��دار م� �ن��ی �ع� ی� �ن��د ك� ص��دق �ت��ی ب��ازگ��ش� راب��ط��ه ی��ك در �ال��ه �ب� دن� �اً �ی� �ان� ث� ب��اش��د. ش��ده داده �ال��ه �ب� دن�

ب��اش��د. ش��ده داده ث��اب��ت ع��ددی ی��ا و n اح��ی��ان��ا ،xn−k و · · · و xn−۲

ب��ازگ��ش��ت��ی راب��ط��ه در ص��ورت��ی��ك��ه در ن��ام��ی��م k م��رت��ب��ه از خ��ط��ی ب��ازگ��ش��ت��ی دن��ب��ال��ه ی��ك را {xn}∞n=۱ دن��ب��ال��ه
xn+k = c۱xn+k−۲ + c۲xn+k−۲ + · · ·+ ckxn

ك��ن��د. ص��دق

�ه ك� اس��ت �ق��ت �ی� �ق� ح� �ن ای� �ن �ی� �ب� م� �ه ك� �م �ردازی� �ی�پ� م� �ی �ط� خ� �ی �ت� �ش� �ازگ� ب� �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن� �اب درب� �ه�ای �ی� �ض� ق� �ان �ی� ب� �ه ب� �ك �ن� ای�
ك��رد. م��ح��اس��ب��ه n �رح��س��ب ب� م��ی�ت��وان ری��ح��ا ص�� را دن��ب��ال��ه�ه��ای��ی چ��ن��ی��ن

ك��رد. م��ح��اس��ب��ه م��ی�ت��وان را n ب��رح��س��ب خ��ط��ی ب��ازگ��ش��ت��ی دن��ب��ال��ه ه��ر ق��ان��ون .٢.۶.٩ ق��ض��ی��ه

n �س��ب ح� �ر ب� را xn �ه �ال� �ب� دن� �ون �ان� ق� �د �اش� ب� k �ه �ب� �رت� م� از �ی �ط� خ� �ی �ت� �ش� �ازگ� ب� �ه �ال� �ب� دن� �ك ی� xn �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
ن��م��ائ��ی��د. م��ح��اس��ب��ه

ب��ه ك��ل��ی ح��ال��ت اث��ب��ات و م��ی�ن��م��ائ��ی��م اث��ب��ات دو م��رت��ب��ه خ��ط��ی ب��ازگ��ش��ت��ی {xn}∞n=۱ �ب��ال��ه دن� ب��رای را ق��ض��ی��ه م��ا
�ی �ت� �ش� �ازگ� ب� �ه �ال� �ب� دن� �ك ی� {xn}∞n=۱ �ه �ال� �ب� دن� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ود. �ی�ش� م� �ذار واگ� �ان �دگ� �ن� �وان� خ� �ه ب� �ه ك� �ت اس� �ه �اب� �ش� م� روش

ب��ط��وری��ك��ه ب��اش��د خ��ط��ی

.x۲ = β و x۱ = α ال��ف)
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..xn+۲ = axn+۱ + bxn ،n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ب)

م��ی�ده��ی��م. ت��ش��ك��ی��ل را م��ف��س��ر م��ع��ادل��ه ب��ه م��ع��روف زی��ر دوم درج��ه م��ع��ادل��ه
x۲ − ax− b = ۰ (۶.٩)

yn = Axn۱ +Bxn۲ �اب��ط��ه ض� ب��ا yn �دی��د ج� �ال��ه �ب� دن� �اش��د ب� x۲ و x۱ای��ز� �م� �ت� م� �ه ری��ش� دو دارای ف��وق �ه �ادل� �ع� م� �ر اگ�
م��ی�ك��ن��ن��د ص��دق زی��ر دس��ت��گ��اه در ك��ه ه��س��ت��ن��د ث��اب��ت ع��دد دو B و A ك��ه م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف Ax۱رات��ع�� +Bx۲ = α

Ax۲
۱ +BX۲

۲ = β
(٧.٩)

ری��م دا ٧.٩ دس��ت��گ��اه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��راب��رن��د. yn و xn دن��ب��ال��ه دو ك��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اس��ت��ق��راء ب��ه ح��ال
y۱ = Ax۱ +Bx۲ = α = x۱, y۲ = Ax۲

۱ +Bx۲
۲ = β = x۲

ای��ن در �م. �ی� �ن� �ی�ك� م� �ات �ب� اث� n+ ۱ �رای ب� را �م �ك� ح� �د �اش� ب� yn = xn ،n �واه �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �رای ب� �م �ی� �ن� ك� �رض ف�
ری��م دا ص��ورت

xn+۱ = axn + bxn−۱ = ayn + byn−۱

= a(Axn۱ +Bxn۲) + b(Axn−۱
۱ +Bxn−۱

۲ )

= Axn−۱
۱ (ax۱ + b) +Bxn−۱

۲ (ax۲ + b)

x۲
۲ = ax۲ + b x۲و

۱ = ax۱ + b پ��س ه��س��ت��ن��د x۲ − ax− b = ۰ م��ع��ادل��ه ری��ش��ه�ه��ای x۲ و x۱ چ��ون
ری��م دا ٨.٩ از ب��ن��اب��رای��ن

xn+۱ = Axn−۱
۱ .x۲

۱ +Bxn−۱
۲ .x۲

۲ = Axn+۱
۱ +Bxn+۱

۲ = yn+۱.

.xn = yn ،n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ب��رای ح��ال��ت ای��ن در ن��ت��ی��ج��ه در
در را zn = Axn + Bnxn �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� zn �ه �ال� �ب� دن� �د �اش� ب� x �اع��ف �ض� م� �ه �ش� ری� دارای ۶.٩ �ه �ادل� �ع� م� �ر اگ�

م��ی�ك��ن��ن��د. ص��دق زی��ر دس��ت��گ��اه در B و A آن در ك��ه ری��م Ax+Bxن��ظ��رم��ی�گ��ی�� = α

Ax۲ + ۲Bx۲ = β

.zn = xn ك��ه م��ی�ش��ود ث��اب��ت ف��وق ب��ره��ان م��ش��اب��ه ص��ورت ای��ن در

م��ی�ك��ن��ی��م. م��ح��اس��ب��ه n ب��رح��س��ب را ف��ی��ب��ون��ات��چ��ی اع��داد دن��ب��ال��ه ع��م��وم��ی ج��م��ل��ه ف��وق ق��ض��ی��ه از م��ث��ال��ی ب��رای

ك��ه ب��اش��د دو م��رت��ب��ه خ��ط��ی ب��ازگ��ش��ت��ی دن��ب��ال��ه ی��ك ك��ن��ی��د ف��رض .٣.۶.٩ م��ث��ال

،x۱ = x۲ = ۱ ال��ف)
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،xn+۲ = xn+۱ + xn ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ب)

.n ب��رح��س��ب دن��ب��ال��ه ای��ن ض��اب��ط��ه اس��ت م��ط��ل��وب

دارای �ه �ادل� �ع� م� �ن ای� x۲ − x − ۱ = ۰ از �ت اس� �ارت �ب� ع� �ه ك� �م �ی� �ی�ده� م� �ل �ی� �ك� �ش� ت� را �ر �س� �ف� م� �ه �ادل� �ع� م� �ل. ح�

از �ت اس� �ارت �ب� ع� �ه �ال� �ب� دن� �ه �ط� �اب� ض� �س پ� �ت اس� x۲ =
۱ −

√
۵

۲
و x۱ =

۱ +
√

۵

۲
�ز �ای� �م� �ت� م� �ه �ش� ری� دو

م��ی�آی��ن��د. ب��دس��ت زی��ر دس��ت��گ��اه از B و A آن در ك��ه yn = Axn۱ +Bxn۲Ax۱ +Bx۲ = ۱

Ax۲
۱ +Bx۲

۲ = ۱

�ارت �ب� ع� �ه �ال� �ب� دن� �ی �وم� �م� ع� �ه �ل� �م� ج� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ی�آی� م� �ت �دس� ب� B =
−
√

۵

۵
و A =

√
۵

۵
�ه �ب� �اس� �ح� م� از �س پ� �ه ك�

از اس��ت

xn =

√
۵

۵

(
۱ +

√
۵

۲

)n

−
√

۵

۵

(
۱ −

√
۵

۲

)n

=

√
۵

۵

((
۱
√

۵

۲

)n

−

(
۱ −

√
۵

۲

)n)
.

ذك��ر ب��ه ذی��ل در ن��ی��س��ت دس��ت در ب��ازگ��ش��ت��ی دن��ب��ال��ه�ه��ای ت��م��ام ری��ح ص�� ن��م��ای��ش ب��رای ك��ل��ی روش ك��ه اس��ت ذك��ر ق��اب��ل
م��ی�پ��ردازی��م. ن��ی��س��ت��ن��د خ��ط��ی ك��ه م��ث��ال�ه��ای��ی

�ن ای� �ار �ت� رف� �د �اش� ب� �ده ش� داده xn+۱ = ۳xn+۳
xn+۵ و x۰ = ۰ آن در �ه ك� xn �ه �ال� �ب� دن� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .۴.۶.٩ �ال �ث� م�

ن��م��ائ��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را دن��ب��ال��ه

ری��م دا ٢.۵.٩ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه پ��س اس��ت xn دن��ب��ال��ه زی��ر ی��ك xn+۱ چ��ون xn −→ x م��ی�ك��ن��ی��م ف��رض اب��ت��دا ح��ل.
ری��م دا ٣.١.٩ ق��ض��ی��ه از اس��ت��ف��اده ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در و xn+۱ −→ x

x = lim
n→∞

xn+۱ = lim
n→∞

۳xn + ۳

xn + ۵
=

۳ lim
n→∞

xn + ۳

lim
n→∞

xn + ۵
=

۳x+ ۳

x+ ۵

ی��ا و
x۲ + ۵x = ۳x+ ۳ ⇐⇒ x۲ + ۲x− ۳ = ۰

�ه �ی� �ض� (ق� �ت اس� �رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �ود وج� �ورت ص� در �ه �ال� �ب� دن� �ك ی� �د ح� �ون چ� و x = −۳ �ا ی� x = ۱ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و
ب��ن��ا پ��س ك��ن��ی��د) (ت��ح��ق��ی��ق xn ≥ ۰ چ��ون ك��ه اس��ت. ق��ب��ول ق��اب��ل ف��وق ج��واب�ه��ای از ی��ك��ی ح��داك��ث��ر پ��س (٣.١.٩
«۱» ك��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اك��ن��ون ب��ود. خ��واه��د ق��ب��ول غ��ی��رق��اب��ل x = −۳ ب��ن��اب��رای��ن x ≥ ۰ (ر) ٣.١.٩ ق��ض��ی��ه ب��ه

ری��م دا م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای اس��ت. ج��واب

|xn − ۱|=
∣∣∣∣۳xn−۱ + ۳

xn−۱ + ۵
− ۱

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣۲xn−۱ − ۲

xn−۱ + ۵

∣∣∣∣ = ۲
|xn−۱ − ۱|
xn−۱ + ۵
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∣∣∣∣ب��ن��اب��رای��ن xn − ۱

xn−۱ − ۱

∣∣∣∣ = ۲

xn−۱ + ۵
≤ ۲

۵

ن��ت��ی��ج��ه در
n∏

k=۱

|xk − ۱|
|xk−۱ − ۱|

≤
n∏

k=۱

۲

۵
=

(
۲

۵

)n

ب��ن��اب��رای��ن
∏n

k=۱
|xk−۱|

|xk−۱−۱| =
|xn−۱|
|x۰−۱| = |xn − ۱| ام��ا

۰ ≤ |xn − ۱|<
(

۲

۵

)n

و lim
n→∞

|xn − ۱|= ۰ ری��م. دا ٣.١.٩(ز) ف��ش��ار ق��ض��ی��ه ط��ب��ق )ب��ن��اب��رای��ن ۶.١.٩ (م��ث��ال lim
n→∞

(
۲
۵

)n چ��ون و
�ت��ی �ش� �ازگ� ب� �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن� �وارد م� �ل��ب اغ� در �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت� . lim

n→∞
xn = ۱ �م ری� دا (۵)٣.١.٩ �ه ب� �ا �ن� ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در

�رای ب� �رد. ك� ح��ل را �ائ��ل �س� م� �وان �ی�ت� م� ٢.٢.٩ �ی��ه �ض� ق� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� و م��وض��وع ای��ن �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه ك� �د �ن� �ت� �س� ه� �وا �ن� �ك� ی�
ن��م��ائ��ی��د. ت��وج��ه زی��ر م��ث��ال ب��ه م��وض��وع ش��دن روش��ن

ص��ورت ب��ه xn ب��ازگ��ش��ت��ی دن��ب��ال��ه ك��ن��ی��د ف��رض و ب��اش��ن��د م��ث��ب��ت ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو b و a ك��ن��ی��د ف��رض .۵.۶.٩ م��ث��ال

،x۱ = b (ال��ف)

ب��اش��د، ش��ده ری��ف ت��ع�� xn+۱ =
√
xn + a (ب)

ه��م��گ��راس��ت. دن��ب��ال��ه ای��ن ده��ی��د ن��ش��ان

و پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی
√
x ت��اب��ع چ��ون ن��ت��ی��ج��ه در ب��اش��د. ه��م��گ��را x ب��ه م��ث��لا دن��ب��ال��ه ای��ن ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض ن��خ��س��ت ح��ل.

ری��م دا پ��س اس��ت xn زی��ردن��ب��ال��ه ی��ك xn+۱

x = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn+۱ = lim
n→∞

√
xn + a =

√
lim
n→∞

xn + a =
√
x+ a

�ه �ش� ری� دو دارای �ه �ادل� �ع� م� �ن ای� �س پ� a > ۰ �ون چ� x۲ − x − a = ۰ �ا ی� و x =
√
x+ a �س پ�

م��ث��ب��ت ری��ش��ه α ك��ن��ی��د ف��رض اس��ت ق��ب��ول ق��اب��ل آن م��ث��ب��ت ری��ش��ه ف��ق��ط پ��س x ≥ ۰ چ��ون ك��ه اس��ت م��خ��ت��ل��ف�ال��ع��لام��ه
ری��م دا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د م��ع��ادل��ه ای��ن م��ن��ف��ی βری��ش��ه و م��ع��ادل��ه

x۲
n+۱ − x۲

n = xn + a− x۲
n = −(x۲

n − xn − a) = −(xn − α)(xn − β).

ری��م دا ن��ت��ی��ج��ه در
(xn+۱ − xn)(xn+۱ + xn) = −(xn − α)(xn − β). (٨.٩)

م��ن��ف��ی ٨.٩ دوم ط��رف ص��ورت ای��ن در ،xn − α > ۰ اگ��ر پ��س xn+۱ + xn ≥ ۰ و xn − β ≥ ۰ چ��ون
ش��رط �ه �ك� �ن� ای� �رای ب� و �ود ب� �د �واه� خ� �زول��ی ن� �ه �ال� �ب� دن� �ن��ی �ع� ی� xn+۱ < xn �ا ی� و xn+۱ − xn < ۰ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در �وده ب�
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ك��ه ن��م��ائ��ی��د م��لاح��ظ��ه ب��اش��د ب��رق��رار xn > α ی��ا و xn − α > ۰

x۲
n+۱ − α۲ = xn + a− (α+ a) = xn − α > ۰.

�اه آن��گ� b > α اگ��ر �ه خ��لاص� ب��ط��ور x۱ = b > α اس��ت �اف��ی ك� پ��س ،xn+۱ > α �اه آن��گ� xn > α اگ��ر �ن��ی �ع� ی�
از غ��ی��ر چ��ون و م��ی�ب��اش��د ه��م��گ��را ٢.٢.٩ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت ك��ران��دار α ب��ه پ��ای��ی��ن از و ن��زول��ی xn دن��ب��ال��ه

. lim
n→∞

xn = α پ��س ب��اش��د داش��ت��ه ن��م��ی�ت��وان��د دی��گ��ری ح��د α

پ��س اس��ت ك��ران��دار ب��الا از و ص��ع��ودی xn دن��ب��ال��ه ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان م��ش��اب��ه ری��ق ب��ط�� x۱ = b < α اگ��ر
ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب م��ی�ب��اش��د. ه��م��گ��را ك��ه اس��ت α ث��اب��ت دن��ب��ال��ه xn دن��ب��ال��ه آن��گ��اه x۱ = b = α اگ��ر اس��ت. α آن ح��د
و (a > ۰)xn+۱ =

√
xn + a �رخ��ط��ی غ��ی� ب��ازگ��ش��ت��ی راب��ط��ه ب��ا xn ب��ازگ��ش��ت��ی دن��ب��ال��ه ه��م��واره ك��ه دادی��م ن��ش��ان

اس��ت. x۲ − x− a = ۰ م��ف��س��ر م��ع��ادل��ه م��ث��ب��ت ری��ش��ه α آن در ك��ه اس��ت α ب��ه ه��م��گ��را x۱ = b

ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ٧.٩

ده��ی��د ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در ۰ < a ≤ b ك��ن��ی��د ف��رض .١.٧.٩ م��س��ال��ه
n
√
an + bn → b

ری��م دا ح��ل.
n
√
an + bn = b n

√
(
a

b
)n + ۱ ≤ ۲

۱
n b

ری��م دا ب��رن��ول��ی ن��ام��س��اوی ب��ه ب��ن��ا ط��رف��ی از

n

√
۱ + (

a

b
)n ≥ ۱ +

۱

n
(
a

b
)n

ب��ن��اب��رای��ن

b(۱ +
۱

n
(
a

b
)n) ≤ n

√
an + bn ≤ b

n
√

۲ ≤ b n
√
n

ری��م دا ٧.١.٩ و ۶.١.٩ م��ث��ال��ه��ای ب��ه ت��وج��ه ب��ا ام��ا

lim
n→∞

b(۱ +
۱

n
(
a

b
)n) = b

lim
n→∞

b n
√
n = b

ری��م دا (ز) ٣.١.٩ ف��ش��ردگ��ی ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س
lim
n→∞

n
√
an + bn = b

در �راء �ق� �ت� اس� �ك �م� ك� �ه ب� �اه �گ� آن� �د �ن� �اش� ب� �ی �ت� �ب� �ث� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� a۱, a۲, · · · , ak �ر اگ� �ی �ل� ك� �ور �ط� ب� .٢.٧.٩ �ره �ص� �ب� ت�
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ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان ف��وق م��س��ال��ه
lim
n→∞

n
√

an۱ + an۲ + · · ·+ ank = max{a۱, a۲, · · · , ak}.

. lim
n→∞

a
۱
n = ۱ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ،a > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض .٣.٧.٩ م��س��ال��ه

�د �ی� �ن� ك� �رض ف� .a
۱
n − ۱ > ۰ �ن �رای� �اب� �ن� ب� a

۱
n > ۱ �ورت ص� �ن ای� در .a > ۱ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �دا �ت� اب� �ل. ح�

. lim
n→∞

xn = ۰ ده��ی��م ن��ش��ان ب��ای��س��ت��ی و xn ≥ ۰ پ��س xn = a
۱
n − ۱

ری��م دا م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای

xn + ۱ = a
۱
n .

.(xn + ۱)n ≥ ۱+ nxn ری��م دا خ��ی��ام ـ ب��ی��ن��م دوج��م��ل��ه�ای ب��س��ط ب��ه ت��وج��ه ب��ا و a = (xn + ۱)n ن��ت��ی��ج��ه در
ف��ش��ار ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا پ��س lim

n→∞
a−۱
n = ۰ چ��ون اك��ن��ون .a−۱

n ≥ xn ≥ ۰ ی��ا و a ≥ ۱ + nxn پ��س
�م ری� دا �ورت ص� �ن ای� در ۰ < a < ۱ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ال ح� . lim

n→∞
xn = ۰ �م ری� دا (ز) ٣.١.٩ �ا �ه�ه� �ال� �ب� دن� �رای ب�

. lim
n→∞

a
۱
n = ۱ ن��ت��ی��ج��ه در lim

n→∞
(۱
a )

۱
n = ۱ ق��ب��ل ح��ال��ت ب��ه ب��ن��ا پ��س ،۱

a > ۱

�ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .xn+۱ =
√

۲xn ،n ≥ ۲ �ر ه� �رای ب� و x۱ = ۱ �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .۴.٧.٩ �ه �ال� �س� م�
. lim
n→∞

xn = ۲

�م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ت. اس� �ودی �ع� ص� �ه�ای �ال� �ب� دن� {xn}∞n=۱ �ه �ال� �ب� دن� �ه ك� �د دی� �وان �ی�ت� م� �راء �ق� �ت� اس� �ا ب� �ی �ادگ� س� �ه ب� �ل. ح�
�ی��ج��ه �ت� ن� در xn ≤ ۲ ،x دل��خ��واه �ع��ی �ی� �ب� ط� ع��دد ب��رای �ی��د �ن� ك� ف��رض ،x۱ = ۱ ≤ ۲ ،x = ۱ ب��رای .xn ≤ ۲

ب��ح��ث م��ورد �ال��ه �ب� دن� ٢.٢.٩ �ی��ه ق��ض� ب��ه �ا �ن� ب� �ه �ی��ج� �ت� ن� در و xn+۱ ≤ ۲ �اب��رای��ن �ن� ب� .
√

۲xn ≤ ۲ ی��ا و ۲xn ≤ ۴

ت��وج��ه ب��ا ی��ا و xn+۱ → x ری��م دا ٢.۵.٩ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در xn → x ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض ه��م��گ��راس��ت.
ح��د چ��ون و

√
۲xn →

√
۲x ری��م دا ١.۴.٩ ق��ض��ی��ه ب��ه �ن��ا ب� ط��رف��ی از .

√
۲xn → x ف��وق �ب��ال��ه دن� ری��ف ت��ع�� ب��ه

�ا ی� و x = ۰ پ��س .۲x = x۲ �ا ی� و
√

۲x = x �م ری� دا �ت اس� �رد �ف� ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �ود وج� �ورت ص� در �ه �ال� �ب� دن� �ك ی�
.x = ۲ پ��س x۱ = ۱ و ص��ع��ودی {xn}∞n=۱ دن��ب��ال��ه چ��ون ام��ا .x = ۲

�ن ای� در lim
n→∞

xn = x �د �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� در �ه �ال� �ب� دن� �ك ی� {xn}∞n=۱ �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .۵.٧.٩ �ه �ال� �س� م�

.α ≤ x ≤ β آن��گ��اه α ≤ n ≤ β ،n ≥ N ه��ر ب��رای ك��ه ب��اش��د چ��ن��ان N ط��ب��ی��ع��ی ع��دد اگ��ر ص��ورت

ای��ن در x > β لا� �ث� م� .x < α �ا ی� x > β �ا ام� α ≤ xn ≤ β ،n ≥ n �ر ه� �رای ب� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� ف��رض �ل. ح�
�د �ی� �ن� ك� �رض ف� .|xn − x|< x − β �م ری� دا n ≥ N۱ �ر ه� �رای ب� �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ورت ص�

ری��م دا n ≥ N۲ ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در .x۰ ≥ max{x۱, x۲}
x− xn ≤ |x− xn|< x− β, α ≤ xn ≤ β.
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اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ك ك��ه xn ≤ β و xn > β ری��م دا n ≥ N۲ ب��رای ن��ت��ی��ج��ه در

ای��ن در lim
n→∞

|xn+۱|
|xn|

= r و �د �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� در �ه�ای �ال� �ب� دن� {xn}∞n=۱ �د �ی� �ن� ك� ف��رض .۶.٧.٩ �ه �ال� �س� م�
ص��ورت

.xn → ۰ آن��گ��اه r < ۱ اگ��ر ال��ف)

ب��ود. ن��خ��واه��د ه��م��گ��را ن��ت��ی��ج��ه در ن��ب��وده ك��ران��دار {xn}∞n=۱ آن��گ��اه r > ۱ اگ��ر ب)

ح��ل.

�ه �وج� ت� �ا ب� �ورت ص� �ن ای� در r < α < ۱ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ان �ن� چ� را α �دد ع� r < ۱ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� ال��ف)
|xn+۱|
|xn|

< α ،n ≥ N ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود N ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ( ۶.٧.٩ (م��س��ال��ه ق��ب��ل م��س��ال��ه

�ا ام� .|xn|< αn |xN |
αN ،n ≥ N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در ،|xn+۱|< α|xn| �ا ی� و
. lim
n→∞

xn = ۰ ری��م دا (۵) ٣.١.٩ ق��ض��ی��ه ۶.١.٩ م��ث��ال ب��ه ب��ن��ا پ��س ۰ < α < ۱

(۶.٧.٩ (م��س��ال��ه ق��ب��ل م��س��ال��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ص��ورت ای��ن در r > α > ۱ ك��ن��ی��د ف��رض ،r > ۱ اگ��ر ام��ا ب)
.|xn|> α |xN |

αN �م ری� دا n ≥ N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� �ان �ن� چ� N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع�

�ه �ال� �ب� دن� �ن��ی �ع� ی� . lim
n→∞

|xn|= +∞ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در . lim
n→∞

|xN |
αN

αn = +∞ پ��س α > ۱ چ��ون �ا ام�
ب��ود. ن��خ��واه��د ن��ی��ز ه��م��گ��را پ��س ن��م��ی�ب��اش��د ك��ران��دار ح��ال��ت ای��ن در {xn}∞n=۱

ای��ن در lim
n→∞

n
√

|xn| = r �ه ك� �د �اش� ب� �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد در �ه�ای �ال� �ب� دن� {xn}∞n=۱ �ی��د �ن� ك� ف��رض .٧.٧.٩ �ال��ه م��س�
ص��ورت

. lim
n→∞

xn = ۰ آن��گ��اه r < ۱ اگ��ر ال��ف)

ب��ود. ن��خ��واه��د ه��م��گ��را ن��ت��ی��ج��ه در و ن��ب��وده ك��ران��دار {xn}∞n=۱ آن��گ��اه r > ۱ اگ��ر ب)

ح��ل.

ك��ه اس��ت م��وج��ود N �ع��ی �ی� �ب� ط� ع��دد ،۴ �ال��ه م��س� �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب� ص��ورت ای��ن در .r < α < ۱ �ی��د �ن� ك� ف��رض ال��ف)
۰ < α < ۱ �ون چ� �ا ام� .|xn|< αn �ا ی� و n

√
|xn| < α �م ری� دا n ≥ N �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب�

. lim
n→∞

xn = ۰ ری��م دا ٣.١.٩ ق��ض��ی��ه و ۶.١.٩ م��ث��ال ب��ه ب��ن��ا پ��س
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�ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ب��ل، ق� �ه �ال� �س� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت ص� ای��ن در .r > α > ۱ �د �ی� �ن� ك� ف��رض ،r > ۱ �ر اگ� �ا ام� ب)
α > ۱ �ون چ� �ا ام� .|xn|> αn �م ری� دا n ≥ N �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ه ك� اس��ت �ود �وج� م� �ان �ن� چ� N

. lim
n→∞

|xn|= +∞ ن��ت��ی��ج��ه در . lim
n→∞

αn = +∞ پ��س

lim
n→∞

[
۱√

n۲+۱
+ ۱√

n۲+۲
+ · · ·+ ۱√

n۲+n

]
اس��ت م��ط��ل��وب .٨.٧.٩ م��س��ال��ه

ری��م دا ح��ل.
n√

n۲ + n
≤ ۱√

n۲ + ۱
+

۱√
n۲ + ۲

+ · · ·+ ۱√
n۲ + n

≤ ۱√
n۲ + ۱

٣.١.٩ دن��ب��ال��ه�ه��ا ب��رای ف��ش��ار ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س . lim
n→∞

n√
n۲ + n

= lim
n→∞

۱√
n۲ + ۱

= ۱ ری��م دا ام��ا

ری��م دا (ز)

lim
n→∞

(
۱√

n۲ + ۱
+

۱√
n۲ + ۲

+ · · ·+ ۱√
n۲ + n

)
= ۱.

.an → a ك��ه ب��اش��د ح��ق��ی��ق��ی اع��داد در دن��ب��ال��ه�ای {an}∞n=۱ ك��ن��ی��د ف��رض .٩.٧.٩ م��س��ال��ه

. lim
n→∞

۱

n

n∑
k=۱

ak = a ص��ورت ای��ن در

N۱ �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� و an → a �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
اس��ت ه��م��گ��را {an}∞n=۱ دن��ب��ال��ه چ��ون ط��رف��ی از .|an − a|< ϵ

۲
ری��م دا n ≥ N۱ ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود

�م ری� دا ،n �ع��ی �ی� �ب� ط� ع��دد ه��ر ب��رای �ه ك� اس��ت م��وج��ود M �ب��ت �ث� م� �ق��ی �ی� �ق� ح� ع��دد �رای��ن �اب� �ن� ب� �د �اش� م��ی�ب� �ز �ی� ن� �ران��دار ك� پ��س
ری��م دا n ≥ N۱ ك��ه n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای پ��س .|an − a|≤ M∣∣∣∣∣۱n

n∑
i=۱

ai − a

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣a۱ + a۲ + · · ·+ an
n

− a

∣∣∣∣
=

۱

n
|(a۱ − a) + (a۲ − a) + · · ·+ (an − a)|

≤ ۱

n
(|a۱ − a|+|a۲ − a|+ · · ·+ |aN۱ − a|+|aN۱+۱ − a|+ · · ·+ |an − a|)

≤ N۱M

n
+

n−N۱

n

ϵ

۲
<

N۱M

n
+

ϵ

۲
.

ف��رض .
N۱M

N۲
<

ϵ

۲
�ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� N۲ �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ی، �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ی �دس� �ی� �م� ارش� �ل اص� �ه ب� �ا �ن� ب� �ون �ن� اك�
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�ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ورت ص� ای��ن در .N ≥ max{N۱, N۲} �ه ك� �د �اش� ب� �ان �ن� چ� N �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ه ك� �د �ی� �ن� ك�
ری��م دا n ≥ N∣∣∣∣∣۱n

n∑
i=۱

ai − a

∣∣∣∣∣ < ϵ

۲
+

ϵ

۲
= ϵ.

م��س��ای��ل ٨.٩

�الا ب� از و �ودی �ع� ص� {an} �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� an =
۱

n+ ۱
+

۱

n+ ۲
+ · · ·+ ۱

۲n
�د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١
اس��ت. ك��ران��دار

اس��ت. ك��ران��دار پ��ای��ی��ن از و ن��زول��ی دن��ب��ال��ه ای��ن ك��ن��ی��د ث��اب��ت an = ۱.۳.۵.···.(۲n−۱)
۲.۴.۶.···.۲n ك��ن��ی��د ف��رض .٢

. lim
n→∞

√
an =

√
a ده��ی��د ن��ش��ان a > ۰ و lim

n→∞
an = a ك��ن��ی��د ف��رض .٣

p > ۱ ازای �ه ب� و �را واگ� p ≤ ۱ ازای �ه ب� an = ۱ +
۱

۲p = · · ·+ ۱

np
�ه �ال� �ب� دن� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۴

ه��م��گ��راس��ت.

ازای �ه ب� �ه ك� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� α �د �ن� �ان� م� �ددی ع� �ه ك� �ی �ورت� ص� در �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �ی �اض� �ب� �ق� ان� را {an} �ه �ال� �ب� دن� .۵
.|an + ۲an+۱|< α|an+۱ − an| ،n ه��ر ازای ب��ه و ۰ < α < ۱

�ه چ� α = ۱ �ه ك� �ی �ت� �ال� ح� در �راس��ت �گ� �م� ه� �ذا ل� و �د �ن� �ی�ك� م� �دق ص� �ی �وش� ك� �رط ش� در �ی �اض� �ب� �ق� ان� �ه �ال� �ب� دن� �ر ه� �د �ی� �ن� ك� �ت �اب� ث�
م��ی�اف��ت��د؟ ات��ف��اق��ی

اس��ت.
۱۱

۶
ب��ه ه��م��گ��را {an} ك��ن��ی��د ث��اب��ت a۰ = ۱ و an =

۳an−۱ + ۱۱

۹
ك��ن��ی��د ف��رض .۶

ه��م��واره ك��ن��ی��د ث��اب��ت an + bn
√

۳ = (an−۱ + bn−۱

√
۳)n و b۰ = ۱ و a۰ = ۱ ك��ن��ی��د ف��رض .٧

.a۲
n − ۳b۲

n = ۱ ال��ف)

اس��ت.
√

۳ م��س��اوی و م��وج��ود lim
n→∞

۳bn
an

و lim
n→∞

an
bn

ب)

م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� چ��ن��ی��ن را {an} دن��ب��ال��ه ب��اش��د. م��ث��ب��ت ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ی��ك A ك��ن��ی��د ف��رض .٨

a۱ >
√
A, an+۱ =

۱

۲
(an +

A

an
)

اس��ت.
√
A ب��ه ه��م��گ��را {an} ك��ه ك��ن��ی��د ث��اب��ت ال��ف)



دن��ب��ال��ه .٩ ف��ص��ل ٣١٧

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ξn = an
√
A اگ��ر ب)

ξn+۱ =
ξ۲
n

۲an
<

ξ۲
n

۲
√
A
.

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان c = ۲
√
A ف��رض ب��ا

ξn+۱ =
ξ۲
n

۲an
<

ξ۲
n

۲
√
A
.

م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� چ��ن��ی��ن را {bn} ،{an} دن��ب��ال��ه�ه��ای و ۰ < a < b ك��ن��ی��د ف��رض .٩
a۱ = a, an+۱ =

√
anbn, (n ≥ ۱)

b۱ = b, bn+۱ =
an + bn

۲
, (n ≥ ۱)

ه��م��گ��رای��ن��د. ع��دد ی��ک ب��ه دو ه��ر و اس��ت ن��زول��ی {bn} دن��ب��ال��ه و ص��ع��ودی {an} دن��ب��ال��ه ك��ن��ی��د ث��اب��ت

ب��اش��د، ش��ده ری��ف ت��ع�� زی��ر ض��اب��ط��ه ب��ا {bn} دن��ب��ال��ه و (α ∈ R) و lim
n→∞

an = α اگ��ر .١٠

bn =
a۱ + a۲ + · · ·+ an

n

. lim
n→∞

bn = α ك��ن��ی��د ث��اب��ت

ك��ن��ی��د ث��اب��ت م��ث��ب��ت، ع��ددی س��م��ت ب��ه ه��م��گ��را و ب��اش��د م��ث��ب��ت اع��داد از دن��ب��ال��ه�ای {an} ك��ن��ی��د ف��رض .١١
lim
n→∞

n
√
a۱a۲ · · · an = lim

n→∞
an.

چ��ه {qn} و {pn} م��ورد در ب��اش��د ه��م��گ��را α ب��ه گ��وی��ا اع��داد از
{
pn
qn

}
�ال��ه �ب� دن� و α ̸∈ Q �ی��د �ن� ك� ف��رض .١٢

گ��ف��ت؟ م��ی�ت��وان

. lim
n→∞

xn م��ح��اس��ب��ه م��ط��ل��وب��س��ت xn+۱ = ۱ −
√

۱ − xn و ۰ < x۱ < ۱ ك��ن��ی��د ف��رض .١٣

ك��ن��ی��د. پ��ی��دا را آن ح��د ه��م��گ��راس��ت. ف��وق دن��ب��ال��ه ك��ن��ی��د ث��اب��ت xn+۱ = ۲ − ۱

xn
و x۱ > ۱ ك��ن��ی��د ف��رض .١۴

n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ازاء ب��ه ك��ن��ی��د ث��اب��ت .١۵

lim
n→∞

√√√√√
۱ + ۲

√√√√
۱ + ۳

√
۱ + ۴

√
· · ·
√

۱ + n
√
n+ ۲ = ۳.

. lim
n→∞

۱

n
n
√
n! =

۱

e
ده��ی��د ن��ش��ان .١۶

ك��ن��ی��د ث��اب��ت ب��اش��ن��د ه��م��گ��را b, a ب��ه ت��رت��ی��ب ب��ه {bn} و {an} اگ��ر .١٧

lim
n→∞

a۱bn + · · ·+ anb۱

n
= ab.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣١٨

ك��ن��ی��د ث��اب��ت .١٨

lim
n→∞

۱p + ۲p + · · ·+ np

np+۱
=

۱

p+ ۱
.



١٠ ف��ص��ل

ان��ت��گ��رال

�ن��ی �ع� ی� �ان) �اب� (ح��س� �رال �گ� �ت� ان� و �ی��ل �ران��س� �ف� دی� ح��س��اب �اس��ی اس� �وم �ه� �ف� م� دو از �ك��ی ی� �ا ب� ه��ش��ت و �ف��ت ه� ف��ص��ل�ه��ای در
�رال �گ� �ت� ان� �ی �ن� �ع� ی� �ری �گ� دی� �ی �اس� اس� �وم �ه� �ف� م� �ه ب� را �ود خ� �ه �وج� ت� �ل �ص� ف� �ن ای� در �م �دی� ش� �ا �ن� آش� آن �ای �رده� رب� �ا ك� و �ق �ت� �ش� م�
ب��ه م��ن��ج��ر م��ش��ت��ق ه��ن��دس��ی ت��ع��ب��ی��ر ی��ا م��ن��ح��ن��ی ب��ر م��م��اس خ��ط ت��ع��ی��ی��ن م��س��أل��ه دی��ف��ران��س��ی��ل ح��س��اب در م��ی�ك��ن��ی��م م��ع��ط��وف
�ر دی��گ� و س��رع��ت �ب��ه م��ح��اس� ب��رای آن از م��ی�ت��وان �دی��م دی� �ه �ك� �ان �ن� �م��چ� ه� گ��ردی��د، ح��د �ه��وم �ف� م� ب��راس��اس �ت��ق، م��ش� ری��ف � �ع� ت�

ن��م��ود. اس��ت��ف��اده رب��ردی ك��ا م��س��ائ��ل از ب��س��ی��اری در ن��ی��ز و ت��غ��ی��ی��رات آه��ن��گ
ك��ه ش��ده ح��د م��ف��ه��وم ب��راس��اس ان��ت��گ��رال ن��م��ودن ف��رم��ول��ه ب��ه م��ن��ج��ر م��س��اح��ت �ی��ی��ن ت��ع� �ل��ه �ئ� م��س� �ی��ز ن� �ت��گ��رال ان� ح��س��اب در
و �وم �ل� ع� �ل �ائ� �س� م� از �اری �ی� �س� ب� �ل ح� �ز �ی� ن� و �رو �ی� ن� �ار، ك� �ی، �ن� �ح� �ن� م� �وس ق� �ول ط� �م، �ج� ح� �ه �ب� �اس� �ح� م� �رای ب� آن از �وان �ی�ت� م�
�ع �واب� ت� و �ی �وان� ت� �ع �واب� ت� �ی، �ائ� �م� ن� �ع �واب� ت� �م) �ت� ری� �ا �گ� (ل� �د �ن� �ان� م� �ع �واب� ت� از �ی �ض� �ع� ب� �ف ری� � �ع� ت� �ی �ت� ح� �ود. �م� ن� �اده �ف� �ت� اس� �ی �دس� �ن� �ه� م�
�ب��اط ارت� �اب��ان ح��س� �ی��ه ق��ض� �ا ی� �ت��گ��رال ان� و �ی��ل �ران��س� �ف� دی� ح��س��اب اس��اس��ی �ی��ه ق��ض� اس��ت �ت��گ��رال ان� ب��راس��اس �ز �ی� ن� �ول��ی �ذل� ه�
از �اری �ی� �س� ب� �ل ح� �ی �ع� �ی� وس� �ار �ی� �س� ب� �ور �ط� ب� �ه ك� �ازد �ی�س� م� �رار �رق� ب� �ی �ائ� �ب� زی� �ار �ی� �س� ب� �و �ح� ن� �ه ب� را �رال �گ� �ت� ان� و �ق �ت� �ش� م� �ن �ی� ب�
�رال �گ� �ت� ان� و �ه �ی� اول� �ع �اب� ت� �ا ی� �ی��ن �ع� م� �ا ن� �رال �گ� �ت� ان� �ده �م� ع� �ه �ت� دس� دو �ه ب� �وان �ی�ت� م� را �رال �گ� �ت� ان� �ازد. م��ی�س� �ان آس� را �ائ��ل �س� م�

ن��م��ود. ت��ق��س��ی��م م��ع��ی��ن

اول��ی��ه) (ت��اب��ع ن��ام��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال ١.١٠

�ب��ارت ع� �ه ب� �رد ك� �ور ت��ص� �ری �ی� �ق�گ� �ت� �ش� م� �ك��س ع� �م��ل ع� �وان، �ی�ت� م� را �ی��ن �ع� �ام� ن� �ری �ی� �رال�گ� �گ� �ت� ان� �م��ل ع� .١.١.١٠ �ری��ف �ع� ت�
ب��اش��ی��م داش��ت��ه اگ��ر دی��گ��ر

dy

dx
= f(x) (١.١٠)

�ی �ع� �اب� ت� �ن �ی� �ن� چ� �ر اگ� �د. آی� �ت �دس� ب� f �ع �اب� ت� x �ه ب� �ت �ب� �س� ن� y �ری �ی� �ق�گ� �ت� �ش� م� از �ه ك� �م �ی� �اب� �ی� ب� �ان �ن� چ� y �د �ن� �ان� م� �ی �ع� �اب� ت� �د �ای� ب�
م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش

∫
f(x)dx ن��م��اد ب��ا و ن��ام��ی��م f ت��اب��ع اول��ی��ه ت��اب��ع ی��ك ی��ا ن��ام��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال ی��ك آن��را ب��اش��د م��وج��ود

٣١٩



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٢٠

ت��اب��ع ی��ك ن��ی��ز F + c آن��گ��اه ب��اش��د f اول��ی��ه ت��اب��ع F اگ��ر اس��ت ص��ف��ر ب��راب��ر c ث��اب��ت ت��اب��ع م��ش��ت��ق ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا
ی��ك را

∫
f(x)dx ن��ی��س��ت م��ش��خ��ص ی��ك��ت��ائ��ی ب��ط��ور اول��ی��ه ت��اب��ع ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا پ��س اس��ت. f از دی��گ��ری اول��ی��ه

ی��ع��ن��ی. دارن��د ت��ف��اوت ب��اه��م c ث��اب��ت م��ق��ادی��ر در ف��ق��ط f ت��اب��ع اول��ی��ه ت��واب��ع ت��م��ام و ن��ام��ن��د f ت��اب��ع ن��ام��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال

ك��ه اس��ت م��وج��ود c ث��اب��ت ع��دد آن��گ��اه F ′(x) = f(x) ك��ه ب��اش��د ت��اب��ع ی��ك f اگ��ر .٢.١.١٠ ∫ق��ض��ی��ه
f(x)dx = F (x) + c

�راس��اس ب� �ر زی� �ه �ی� �ض� ق� �د. �اش� �ی�ب� �م� ن� �دد ع� �ك ی� و اس��ت x �س��ب ح� �ر ب� �ع �اب� ت� �ك ی� �ه �ی� اول� �ع �اب� ت� �ك ی� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�
اس��ت. اث��ب��ات ق��اب��ل س��ادگ��ی ب��ه ن��ام��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال ری��ف ت��ع��

ری��م دا β و α ث��اب��ت ع��دد دو ه��ر ب��رای آن��گ��اه ب��اش��ن��د ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع دو g و f اگ��ر .٣.١.١٠ ∫ق��ض��ی��ه
(αf + βg)(x)dx = α

∫
f(x)dx+ β

∫
g(x)dx

اس��ت. خ��وان��ن��ده ع��ه��ده ب��ر اث��ب��ات.

ری��م دا م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ف��رم��ول��ه��ای ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن

∫
u′(x)ur(x)dx =

ur+۱(x)

r + ۱
+ c − ۱ ̸= r ∈ Q

∫
u′(x) sin(u(x))dx = − cos(u(x)) + c

∫
u′(x) cos(u(x))dx = sin(u(x)) + c

∫
u′(x)

۱ + u۲(x)
dx = tan−۱(u(x)) + c

∫
u′(x)√

۱ − u۲(x)
dx = sin−۱(u(x)) + c

∫
u′(x)

|u(x)|
√

u۲(x)− ۱
dx = sec−۱(u(x)) + c

اس��ت. x �رح��س��ب ب� ع��ب��ارت��ی u آن در ك��ه



ان��ت��گ��رال .١٠ ف��ص��ل ٣٢١

س��ی��ك��م��ا م��ف��ه��وم ٢.١٠

،m ≤ n و ط��ب��ی��ع��ی mاع��دادی و n آن در ك��ه am, am+۱, · · · , an اع��داد ك��ن��ی��د ف��رض .١.٢.١٠ ت��ع��ری��ف
ع��ب��ارت ج��م��ع ع��م��ل پ��ذی��ری ش��رك��ت خ��اص��ی��ت ب��ن��اب��ه ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د دل��خ��واه��ی ح��ق��ی��ق��ی اع��داد

am, am+۱, · · · , an

�ا ب� ولا� �م� �ع� م� را �وق ف� �ارت �ب� ع� �ت اس� �ذاری �زگ� �ت� �ران� پ� �ر ام� از �ل �ق� �ت� �س� م� �ه ك� �ت اس� �ی �ن� �ی� �ع� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ك ی� �ر �گ� �ان� �ی� ب�

�ح��ت ت� �ارت �ب� ع� را ai ،
n∑

i=m
ai در .n �ا ت� m از i، i �دی��س ان� a �م��ای �ك� �ی� س� �م �ی� �وان� �ی�خ� م� و داده �ای��ش �م� ن�

n∑
i=m

ai

�ر زی� �ه �ی� �ض� ق� در �د. �ن� �ام� ن� �ا �م� �ك� �ی� س� �الای ب� �ران ك� را n و �ا �م� �ك� �ی� س� �ن �ی� �ای� پ� �ران ك� را m �ا، �م� �ك� �ی� س� �س �دی� ان� را i �ا، �م� �ك� �ی� س�
م��ی�ن��م��ائ��ی��م. ب��ی��ان ه��س��ت��ن��د اث��ب��ات ق��اب��ل ری��ف ت��ع�� از س��ادگ��ی ب��ه ك��ه را س��ی��ك��م��ا خ��واص

.٢.٢.١٠ ق��ض��ی��ه

ی��ع��ن��ی اس��ت آن ان��دی��س از م��س��ت��ق��ل س��ی��ك��م��ا م��ق��دار (ال��ف)
n∑

i=m

ai =

n∑
j=m

aj

آن��گ��اه ب��اش��د ث��اب��ت ص��ح��ی��ح ی��ك k اگ��ر (ب)
n∑

i=m

ai =
n−k∑

i=m−k

ai+k =
n+k∑

i=m+k

ai−k

آن��گ��اه ب��اش��ن��د دل��خ��واه��ی ث��اب��ت ح��ق��ی��ق��ی اع��داد β و α اگ��ر (ج)
n∑

i=m

(αai + βbi) = α
n∑

i=m

ai + β
n∑

i=m

bi

(ادغ��ام) ت��ل��س��ك��وپ��ی ق��اع��ده (د)
n∑

i=m

(ai − ai−۱) = an − am−۱

(ه��ـ)
n∑

i=m

c = (n−m+ ۱)c

م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ف��وق ق��ض��ی��ه س��اده ب��ره��ان اث��ب��ات.

.
n∑

i=۱

i اس��ت م��ط��ل��وب ب��اش��د دل��خ��واه��ی ط��ب��ی��ع��ی ع��دد n ك��ن��ی��د ف��رض .٣.٢.١٠ م��ث��ال



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٢٢

ری��م دا ری��ف ت��ع�� ب��ن��اب��ه اول) (روش ح��ل.

n∑
i=۱

i = ۱ + ۲ + ۳ + · · ·+ (n− ۱) + n

= n+ (n− ۱) + · · ·+ ۲ + ۱

ری��م دا ج��م��ل��ه ب��ه ج��م��ل��ه ب��ص��ورت ف��وق ت��س��اوی دو ك��ردن ج��م��ع ب��ا و

۲
n∑

i=۱

i = (n+ ۱) + (n+ ۱) + · · ·+ (n+ ۱)︸ ︷︷ ︸
م��رت��ب��ه n

= n(n+ ۱)

ن��ت��ی��ج��ه در
n∑

i=۱

i =
n(n+ ۱)

۲

ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه ن��خ��س��ت ادغ��ام) ق��اع��ده ك��م��ك ب��ه دوم (روش

i =
i(i+ ۱)

۲
− i(i− ۱)

۲

ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن
n∑

i=۱

i =
n∑

i=۱

(
i(i+ ۱)

۲
− i(i− ۱)

۲

)
=

n(n+ ۱)

۲
− ۱(۱ − ۱)

۲
=

n(n+ ۱)

۲

.
n∑

i=۱

i۲ =
n(n+ ۱)(۲n+ ۱)

۶
ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۴.٢.١٠ م��ث��ال

ری��م دا ادغ��ام ق��اع��ده ب��ن��اب��ه ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه ن��خ��س��ت ح��ل.
n∑

i=۱

(i۳ − (i− ۱)۳) = n۳

ری��م دا ٢.٢.١٠ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه دی��گ��ر ط��رف از

n∑
i+۱

(i۳ − (i− ۱)۳) =
n∑

i+۱

(i۳ − (i۳ − ۳i۲ + ۳i− ۱)

=
n∑

i=۱

(۳i۲ − ۳i+ ۱) = ۳
n∑

i=۱

i۲ − ۳
n∑

i=۱

i+
n∑

i=۱

۱



ان��ت��گ��رال .١٠ ف��ص��ل ٣٢٣

ن��ت��ی��ج��ه در

۳
n∑

i=۱

i۲ − ۳
n∑

i=۱

i+
n∑

i=۱

۱ = n۳

ی��ا و

۳
n∑

i=۱

i۲ = ۳
n∑

i=۱

i−
n∑

i=۱

۱ + n۳

ری��م دا (ه) ٢.٢.١٠ ق��ض��ی��ه و ٣.٢.١٠ م��ث��ال ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در

۳
n∑

i=۱

i۲ = ۳
n(n+ ۱)

۲
− n+ n۳ =

۳n(n+ ۱) + ۲n(n− ۱)(n+ ۱)

۲

=
n(n+ ۱)(۳ + ۲n− ۲)

۲
=

n(n+ ۱)(۲n+ ۱)

۲

ن��ت��ی��ج��ه در
n∑

i=۱

i۲ =
n(n+ ۱)(۲n+ ۱)

۶

ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان م��ش��اب��ه ری��ق ط�� ب��ه ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه
n∑

i=۱

i۳ =

(
n(n+ ۱)

۲

)۲

=

(
n∑

i=۱

i

)۲

و
n∑

i=۱

i۴ =
n(n+ ۱)(۲n+ ۱)(۳n۲ + ۳n− ۱)

۳۰

.n ب��رح��س��ب
n∑

i=۱

۱

۴k۲ − ۱
م��ح��اس��ب��ه اس��ت م��ط��ل��وب .۵.٢.١٠ م��ث��ال

�م �ی�آوری� م� �ت �دس� ب�
۱

۴k۲ − ۱
=

A

۲k − ۱
+

B

۲k + ۱
دادن �رار ق� �ا ب� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت� �ت �س� �خ� ن� �ل. ح�

پ��س .B =
−۱

۲
و A =

۱

۲
n∑

i=۱

(
۱
۲

۲k − ۱
−

۱
۲

۲k + ۱

)
=

۱

۲

n∑
i=۱

(
۱

۲k − ۱
− ۱

۲k + ۱

)
ری��م دا ادغ��ام ق��اع��ده ب��ه ت��وج��ه ب��ا ك��ه

n∑
i=۱

۱

۴k۲ − ۱
=

۱

۲

(
۱

۲(۱)− ۱
− ۱

۲n+ ۱

)
=

n

۲n+ ۱



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٢۴

.n ب��رح��س��ب
n∑

k=۱
(k! k) م��ح��اس��ب��ه اس��ت م��ط��ل��وب .۶.٢.١٠ م��ث��ال

ری��م دا ح��ل.

n∑
k=۱

(k! )k =

n∑
k=۱

k! ((k + ۱)− k)

=
n∑

k=۱

((k + ۱)!−k! )

= (n+ ۱)!−۱! = (n+ ۱)!−۱

�ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� �رب ض� �رای ب� �ز �ی� ن� �ی) پ� �ود �ی�ش� م� �ده �وان� (خ�
∏

�اد �م� ن� ،
∑

�اد �م� ن� �ه ب� �ه �ی� �ب� ش� �ه ك� �ت اس� �ر ذك� �ل �اب� ق�
م��ی�ك��ن��ی��م. واگ��ذار زی��ز ع�� خ��وان��ن��دگ��ان ب��ه آن��را اث��ب��ات و ب��ی��ان ك��ه اس��ت م��ت��رت��ب آن ب��ر ٢.٢.١٠ ق��ض��ی��ه م��ش��اب��ه خ��واص��ی

م��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال ٣.١٠

�ه ك� S �ه �ی� �اح� ن� �ت �اح� �س� م� �م �ی� �واه� �ی�خ� م� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �روع ش� �اح��ت �س� م� �ه �ل� �ئ� �س� م� �ل ح� و �رح ط� �ا ب� را �ح��ث ب�
را ١.١٠ �ل �ك� (ش� �ت اس� �ا xه� �ور �ح� م� و y = b و x = a �وط �ط� خ� و y = f(x) ≥ ۰ �ی �ن� �ح� �ن� م� �ه ب� �دود �ح� م�
اس��ت. م��ع��ن��ی چ��ه ب��ه م��س��اح��ت ك��ه اس��ت ای��ن دارد وج��ود راه س��ر ب��ر ك��ه م��ش��ك��ل��ی اول��ی��ن ن��م��ائ��ی��م. م��ح��اس��ب��ه را ب��ب��ی��ن��ی��د)

x = a x = b

y = f(x)

S

اس��ت. S ن��اح��ي��ه�ی م��س��اح��ت م��ح��اس��ب��ه�ی ه��دف :١.١٠ ش��ک��ل

از اس��ت ع��ب��ارت م��س��ت��ط��ی��ل ی��ك ب��رای م��ث��لا م��ی�دان��ی��م را م��س��اح��ت م��ع��ن��ی م��س��ت��ق��ی��م خ��ط��وط ب��ه م��ح��دود ن��واح��ی ب��رای
ض��ل��ع��ی چ��ن��د ی��ك ب��رای و ارت��ف��اع رب��در ض�� ق��اع��ده ن��ص��ف از اس��ت ع��ب��ارت م��ث��ل��ث ی��ك ب��رای و ع��رض در ض��رب ط��ول



ان��ت��گ��رال .١٠ ف��ص��ل ٣٢۵

ب��ب��ی��ن��ی��د. را ٢.١٠ ش��ك��ل ن��م��ائ��ی��م ج��م��ع ه��م ب��ا را آن��ه��ا م��س��اح��ت و ن��م��وده ت��ق��س��ی��م م��ث��ل��ث�ه��ای��ی ب��ه را آن اس��ت ك��اف��ی

A1

A2

A3

A4

ك��ن��ي��م. م��ث��ل��ث�ب��ن��دی را آن ك��اف��ي��س��ت چ��ن��دض��ل��ع��ی ي��ك م��س��اح��ت م��ح��اس��ب��ه�ی ب��رای :٢.١٠ ش��ک��ل

م��س��اح��ت = ,ع��رض×ط��ول م��س��اح��ت =
×ارت��ف��اع ق��اع��ده

۲
, A = A۱ +A۲ +A۳ +A۴

�م �ی� �س� �ق� ت� �ده ای� �ا �ام �ت. �س� �ی� ن� �ی �ادگ� س� �ن ای� �ه ب� �د �ن� �اش� ب� �ی �ن� �ح� �ن� م� آن �وان��ب ج� �ه ك� �ه�ای �ی� �اح� ن� �ت �اح� �س� م� آوردن �دس��ت ب� �ا �ام
اب��ت��دا ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب اس��ت خ��وب��ی ای��ده ب��اش��د م��ح��اس��ب��ه ق��اب��ل س��ادگ��ی ب��ه آن��ه��ا م��س��اح��ت ك��ه ك��وچ��ك��ت��ری اج��زاء ب��ه ن��اح��ی��ه
�اح��ت �س� م� �رای ب� �ی �ب� ری� � �ق� ت� �ا �ه� �ل� �ی� �ط� �ت� �س� م� ای��ن �اح��ت �س� م� �ردن ك� �ع �م� ج� �ا ب� و �ا �ل�ه� �ی� �ط� �ت� �س� م� �ه ب� �ر �ظ� ن� �ورد م� �ه �ی� �اح� ن� �م �ی� �س� �ق� ت� �ا ب�
ص��ف��ر ب��ه آن��ه��ا م��س��اح��ت وق��ت��ی �ل��ه��ا م��س��ت��ط��ی� م��س��اح��ت از ح��د گ��رف��ت��ن ب��ا س��پ��س و م��ی�آوری��م ب��دس��ت ن��ظ��ر م��ورد ن��اح��ی��ه
�د. �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت� �ر زی� �ال �ث� م� �ه ب� �م��ل ع� �گ��ی �ون� �گ� چ� ش��دن روش��ن ب��رای �م. م��ی�آوری� ب��دس��ت را �ه �ی� �اح� ن� �اح��ت م��س� �د �ن� ك� �ی��ل م�
x = ۰ خ��ط��وط و y = x۲ س��ه��م��ی ت��وس��ط ش��ده م��ح��دود ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت آوردن ب��دس��ت در س��ع��ی ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض

ب��ب��ی��ن��ی��د. را زی��ر ش��ك��ل ری��م دا ه��ا x م��ح��ور و x = ۱ و

1

1

y = x2

S

م��س��ت��ط��ی��ل��ه��ای��ی س��پ��س و ن��م��وده ت��ق��س��ی��م م��س��اوی ط��ول ب��ا ج��زئ��ی ب��ازه�ه��ای ب��ه [۰,۱] ب��ازه اب��ت��دا م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای
از ی��ك ه��ر در ان��ت��ه��ای��ی ن��ق��ط��ه در ت��اب��ع م��ق��دار آن��ه��ا ط��ول و ج��زئ��ی ب��ازه�ه��ای ای��ن آن��ه��ا ع��رض ك��ه ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٢۶

را اس��ت �ده ش� �م �ی� �س� �ق� ت� �ل �ی� �ط� �ت� �س� م� n و ه��ش��ت �ار، �ه� چ� �ه ب� �ه �ی� �اح� ن� �ه ك� �ی �ت� وق� �ر زی� �ك��ل ش� �د. �ن� �اش� ب� �ی �زئ� ج� �ای �ازه�ه� ب� �ن ای�
دارای م��س��ت��ط��ی��ل ه��ر ش��ك��ل(ج)ب��اش��د. در م��س��ت��ط��ی��ل n م��س��اح��ت��ه��ای م��ج��م��وع Sn ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض م��ی�ده��د. ن��ش��ان

م��س��ت��ط��ي��ل ه��ش��ت ب��ه ن��اح��ي��ه ت��ق��س��ي��م (ب) م��س��ت��ط��ي��ل چ��ه��ار ب��ه ن��اح��ي��ه ت��ق��س��ي��م (آ)

. . .

م��س��ت��ط��ي��ل n ب��ه ن��اح��ي��ه ت��ق��س��ي��م (ج)

�ارت �ب� ع� �ه ب� �د �اش� �ی�ب� م� n
n ،· · · ، ۳

n ، ۲
n ، ۱

n �اط �ق� ن� در y = x۲ �ع �اب� ت� �دار �ق� م� �ان �م� ه� �ه ك� اس��ت �ی �ول� ط� و ۱
n ع��رض

ب��ن��اب��رای��ن
(

۲
n

)۳ و · · · ،
(

۲
n

)۲ ،
(

۲
n

)۲ ،
(

۱
n

)۲ از ع��ب��ارت��ن��د ت��رت��ی��ب ب��ه م��س��ت��ط��ی��ل��ه��ا ط��ول دی��گ��ر

Sn =
۱

n

(
۱

n

)۲

+
۱

n

(
۲

n

)۲

+ · · ·+ ۳

n

(n
n

)۲
=

۱

n

n∑
i=۱

(
i

n

)۲

=
۱

n۳

n∑
i=۱

i۲.

ن��ت��ی��ج��ه در
n∑

i=۱

i۲ =
n(n+ ۱)(۲n+ ۱)

۶
ری��م دا ۴.٢.١٠ م��ث��ال ب��ه ت��وج��ه ب��ا ك��ه

Sn =
n(n+ ۱)(۲n+ ۱)

۶n۳
=

(n+ ۱)(۲n+ ۱)

۶n۲



ان��ت��گ��رال .١٠ ف��ص��ل ٣٢٧

ب��ا اس��ت� ب��راب��ر (آ) ش��ك��ل در م��س��ت��ط��ی��ل چ��ه��ار م��س��اح��ت��ه��ای م��ج��م��وع م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه

S۴ =
۵(۹)

۶(۱۶)
= ۰٫ ۴۶۷۵

ب��اش��ی��م داش��ت��ه م��س��ت��ط��ی��ل ه��ش��ت وق��ت��ی ی��ع��ن��ی (ب) ش��ك��ل ب��رای و

S۸ =
۹(۱۷)

۶(۶۴)
= ۰٫ ۳۹۸۴۳۷۵.

�م��ت س� �ه ب� Sn �ه ك� �د �ی�رس� م� �ر �ظ� ن� �ه ب� S۱۰۰۰ = ۰٫ ۳۳۳۸۳ و S۱۰۰ = ۰٫ ۳۳۳۸۳۵ �م ری� دا �ه �اب� �ش� م� �ق ری� � ط� �ه ب�
درح��ق��ی��ق��ت م��ی�ی��اب��د. اف��زای��ش n ك��ه ه��م��چ��ن��ان م��ی�ش��ود ن��زدی��ك�ت��ر و ن��زدی��ك ۱

۳

lim
n−→∞

Sn = lim
n−→∞

(n+ ۱)(۲n+ ۱)

۶n۲
=

۱

۳

ش��ده م��ح��دود ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت از ب��ه��ت��ری ری��ب ت��ق�� Sn م��ی�ی��اب��د اف��زای��ش n چ��ه ه��ر ك��ه م��ی�ش��ود روش��ن (ج) ش��ك��ل از
را �ه �ی� �اح� ن� �ن ای� �ت �اح� �س� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ی�ده� م� �ت �دس� ب� �ا xه� �ور �ح� م� �ا ب� [۰,۱] �ازه ب� در y = x۲ �ی �م� �ه� س� �ط �وس� ت�
�رای ب� �ال �ث� م� �ن ای� �ده ای� �ری �ی� �ارگ� �ك� ب� �رای ب� �م. �ی� �ن� �ی�ك� م� ری��ف � �ع� ت� �د �ن� ك� �ل �ی� م� �ای��ت �ه� �ن� �ی� ب� �ه ب� n �ه ك� �ی �ت� وق� Sn �د ح� �ورت �ص� ب�
�ف ری� � �ع� ت� را �راز اف� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� �د �ن� �اش� ب� �اوی �س� م� �ای �رض�ه� ع� �ا ب� �ا �ه� �ل� �ی� �ط� �ت� �س� م� �ه ك� �ت �س� �ی� ن� لازم �ر �ی�ت� �ل� ك� �ی �واح� ن�

م��ی�ك��ن��ی��م.

از اس��ت ع��ب��ارت م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش Pn ن��م��اد ب��ا ك��ه را [a, b] از n ب��ط��ول اف��راز ی��ك .١.٣.١٠ ت��ع��ری��ف
Pn = {a = x۰, x۱, x۲, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b}

�ك ی� ،n �ول �ط� ب� �راز اف� �ر ه� �ود �ی�ش� م� �ه �ظ� �لاح� م� �ه �ك� �ان� �ن� �چ� �م� ه� xi−۱ < x۱ ،۱ ≤ i ≤ n �ر ه� �رای ب� آن در �ه ك�
ان��ت��ه��ای��ی ن��ق��ط��ه و a ی��ع��ن��ی ب��ازه ش��روع ن��ق��ط��ه ه��م��واره آن ش��روع ن��ق��ط��ه ك��ه اس��ت م��رت��ب ن��ق��ط��ه�ای n+ ۱ م��ج��م��وع��ه
�رای ب� [xi−۱, xi] �زء ج� �ازه ب� �ر زی� n �ه ب� [a, b] �ازه ب� �ب �ی� �رت� �ن�ت� �دی� ب� �د �اش� �ی�ب� م� b �ی �ن� �ع� ی� �ازه ب� �ی، �ای� �ه� �ت� ان� �ه �ط� �ق� ن� آن
و ∆xi = xi − xi−۱ ی��ع��ن��ی م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ∆xi ن��م��اد ب��ا را ب��ازه ای��ن ط��ول م��ی�ش��ود. ت��ق��س��ی��م ۱ ≤ i ≤ n

ت��م��ام ط��ول ه��رگ��اه گ��وئ��ی��م م��ن��ظ��م را [a, b] از Pn اف��راز ∆xi > ۰ پ��س xi−۱ < xi ه��م��واره ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا
۰ ≤ i ≤ n ب��رای xi = a+ i b−a

n دی��گ��ر �ب��ارت ع� ب��ه ب��اش��د b−a
n �ق��دار م� ب��راب��ر و ب��راب��ر �م ه� ب��ا ج��زء ب��ازه�ه��ای

ص��ورت ای��ن در ك��ه

Pn =

{
a, a+

b− a

n
, · · · , a+ (i− ۱)

b− a

n
, a+

i(b− a)

n
, · · · , a+ n

(b− a)

n
= b

}
.
[
a+ (i−۱)(b−a)

n , a+ i(b−a)
n

]
از اس��ت �ارت �ب� ع� [a, b] از Pn �م �ظ� �ن� م� �راز اف� �رای ب� iام �زء ج� �ازه ب� �ی �ن� �ع� ی�

ه��رگ��اه ن��ام��ی��م P از ری��ف��ت��ر ظ�� را Q ی��ا P اف��راز از ری��ف��ی ت��ظ�� Q اف��راز آن��گ��اه ب��اش��ن��د [a, b] از اف��راز دو Q و P اگ��ر
ب��ص��ورت را P۱ ∪P۲ م��ج��م��وع��ه اگ��ر آن��گ��اه ب��اش��ن��د [a, b] از اف��راز دو P۲ و P۱ اگ��ر ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه .P ⊂ Q

�را آن� �ه ك� �د �اش� ب� �ر �ت� �ف� ری� � ظ� P۲ از �م ه� و P۱ از �م ه� �ه ك� �ود م��ی�ش� ح��اص��ل اف��رازی آن از �م �ی� �وی��س� �ن� ب� �رت��ب م� �ه �م��وع� �ج� م� ی��ك



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٢٨

م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� ب��اش��د ك��ران��دار [a, b] ب��ازه ب��ر f ت��اب��ع ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض ح��ال ن��ام��ی��م. P۲ و P۱ م��ش��ت��رك ری��ف ت��ظ��

mi = inf{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}

Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}

.۱ ≤ i ≤ n ب��رای
�د �ن� �ان� م� آن �زء ج� �ازه رب� � زی� �ر ه� �ر ب� �س پ� �ت اس� �ده ش� �رض ف� �دار �ران� ك� [a, b] �ر ب� f �ع �اب� ت� �ون چ� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�

م��وج��ودن��د. Mi و mi ن��ت��ی��ج��ه در ب��وده، ك��ران��دار ن��ی��ز (۱ ≤ i ≤ n)[xi−۱, xi]

ك��ن��ی��د ف��رض و ب��اش��د ك��ران��دار [a, b] ب��ر f ت��اب��ع ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض .٢.٣.١٠ ت��ع��ری��ف
P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b}

ك��ه را اف��راز ای��ن ب��ا م��ت��ن��اظ��ر ب��الای��ی و پ��ای��ی��ن��ی ج��م��ع ح��اص��ل ص��ورت ای��ن در ب��اش��د [a, b] ب��ازه از n ب��ط��ول اف��رازی
از ع��ب��ارت��ن��د م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش U(f, P ) و L(f, P ) ن��م��اده��ای ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه

L(f, P ) =
n∑

i=۱

mi(xi − xi−۱) =
n∑

i=۱

mi∆xi

U(f, P ) =
n∑

i=۱

Mi(xi − xi−۱) =
n∑

i=۱

Mi∆xi

ش��ده�ان��د. ری��ف ت��ع�� ب��الا در ∆xi و Mi و mi آن در ك��ه

�ل �ص� ف� در ١.٢.۵ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� [a, b] �ر ب� f �ع �اب� ت� �ر اگ� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�
اف��راز ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ن��ی��ز ن��ام��ن��ف��ی [a, b] ب��ر f اگ��ر ك��ه ب��ود خ��واه��د ك��ران��دار [a, b] ب��ر f پ��ی��وس��ت��گ��ی
م��ح��ور و x = b و x = a خ��ط��وط و f ت��اب��ع ت��وس��ط ش��ده م��ح��ص��ور م��س��اح��ت از ك��م��ت��ر L(f, P ) ،[a, b] از P
[a, b] ب��ر f �ی��ك��ه �ت� �ال� ح� در م��ی�ب��اش��د �ی��ه ن��اح� ای��ن م��س��اح��ت از �ت��ر �ی��ش� ب� �م��واره ه� U(f, P ) �ی��ك��ه ص��ورت� در اس��ت xه��ا
−M < f(x) < M ،[a, b] در x ه��ر ب��رای �ه ك� ب��اش��د م��وج��ود M �ن��د �ان� م� �ت��ی �ب� �ث� م� ع��دد �ن��ی �ع� ی� �د ب��اش� �ران��دار ك�

ری��م دا پ��س ∆xi > ۰ و −M < mi < Mi < M ه��م��واره چ��ون [a, b] از P اف��راز ه��ر ب��رای آن��گ��اه
−M∆xi ≤ mi∆xi ≤ Mi∆xi ≤ M∆xi

ری��م دا ،i روی ب��س��ت��ن ج��م��ع ب��ا و
n∑

i=۱

(−M)∆xi ≤
n∑

i=۱

mi∆xi ≤
n∑

i=۱

Mi∆xi ≤
n∑

i=۱

M∆xi
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ی��ا و

(−M)
n∑

i=۱

(xi − xi−۱) ≤ L(f, P ) ≤ U(f, P ) ≤ M
n∑

i=۱

(xi − xi−۱)

ری��م دا (د) ٢.٢.١٠ ادغ��ام خ��اص��ی��ت ت��وج��ه ب��ا ك��ه
n∑

i=۱

(xi − xi−۱) = xn − x۰ = b− a

ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن
−M(b− a) < L(f, P ) < U(f, P ) < M(b− a).

�دار �ران� ك� �ی �ای� �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� {U(f, P ) : [a, b] {Pاف��راز و {L(f, P ) : [a, b] {Pاف��راز �واده �ان� خ� �س پ�
�ود �وج� م� �ا �ه� آن� �م �م� �ی� �ف� �ن� ای� و �م �رم� �وپ� س� �ی��ب �رت� ت� �ه ب� �ی��ت �ام� �م� ت� �ل اص� �ه ب� �ا �ن� ب� پ��س �د �ن� �اش� �ی�ب� م� �ز �ی� ن� �ی �ال� �رخ� �ی� غ� �ون چ� و �د �ن� �ت� �س� ه�

ن��ام��ی��م. [a, b] روی f ت��اب��ع ب��الائ��ی و پ��ای��ی��ن��ی ان��ت��گ��رال را آن��ه��ا ك��ه اس��ت

و ب��الائ��ی �ت��گ��رال ان� ف��وق م��ط��ال��ب ت��وج��ه ب��ا ب��اش��د. ك��ران��دار ت��اب��ع��ی [a, b] ب��ر f ك��ه �ی��د �ن� ك� ف��رض .٣.٣.١٠ ت��ع��ری��ف
از اس��ت ع��ب��ارت م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش

∫ b

−a و
∫−b
a f ن��م��اده��ای ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه ك��ه را [a, b] روی f ت��اب��ع پ��ای��ی��ن��ی ان��ت��گ��رال

∫−b

a
f = inf{U(f, P ) : اس��ت [a, b] ∫{Pاف��راز b

−a
f = sup{U(f, P ) : اس��ت [a, b] {Pاف��راز

ه��رگ��اه گ��وئ��ی��م ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر خ��لاص��ه ب��ط��ور ی��ا ری��م��ان ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر را f ∫ت��اب��ع b

−a
f =

∫−b

a
f

�ر ب� f �اب��ع ت� �ن �ی� �ع� م� �رال �گ� �ت� ان� �را آن� و داده �ای��ش �م� ن�
∫ b
a f(x)dx �اد �م� ن� �ا ب� �ا ی�

∫ b
a �اد �م� ن� �ا ب� را �رك �ت� �ش� م� �دار �ق� م� �ن ای� و

ن��ام��ی��م. [a, b]

اس��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] ب��ازه روی f(x) = c ث��اب��ت ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۴.٣.١٠ م��ث��ال

[a, b] از �ی �واه� �خ� دل� �راز اف� P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b}، �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
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ری��م. دا ۱ ≤ i ≤ n ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د

mi = inf{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}

= inf{c} = c

ه��م��چ��ن��ی��ن

Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi−۱, x۱]}

= sup{c} = c

ب��ن��اب��رای��ن

L(f, P ) =

n∑
i=۱

mi∆xi =

n∑
i=۱

c(xi − xi−۱) = c(b− a)

U(f, P ) =

n∑
i=۱

Mi∆xi =

n∑
i=۱

c(xi − xi−۱) = c(b− a)

ن��ت��ی��ج��ه ∫در b

−a
f = sup{L(f, P ) : [a, b] {Pاف��راز = sup{c(b− a)} = c(b− a)

b−∫و

a
f = inf{L(f, P ) : [a, b] {Pاف��راز = inf{c(b− a)} = c(b− a)

و اس��ت ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی C ث��اب��ت ت��اب��ع ری��ف، ت��ع�� ب��ن��اب��ه ن��ت��ی��ج��ه، ∫در b

a
cdx = c(b− a).

ری��م دا ،[a, b] از P اف��راز ه��ر ب��رای ب��الای ان��ت��گ��رال و پ��ای��ی��ن��ی ان��ت��گ��رال ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه

L(f, P ) ≤
∫ b

−a
f,

∫−b

a
f ≤ U(f, P ).

�ه ارائ� �ی �ع� �اب� ت� �ر زی� �ال �ث� م� در �ت اس� �ری �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� �رای ب� لازم �رط ش� �ك ی� �ط �ق� ف� �ودن ب� �دار �ران� ك� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�
ن��ب��اش��د. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر ام��ا ب��اش��د ك��ران��دار ك��ه م��ی�ده��ی��م
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ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵.٣.١٠ م��ث��ال

f(x) =

۱ x ∈ Q ∩ [۰,۱] اگ��ر

۰ x ∈ Q′ ∩ [۰,۱] اگ��ر

.(f = χQ|[۰,۱] ك��ه ن��م��ائ��ی��د (ت��وج��ه ن��ی��س��ت ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [۰,۱] روی

�دد ع� دو �ر ه� �ن �ی� ب� �ی �ن� �ع� ی� �د �ن� �ت� �س� ه� �ال �گ� چ� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� در �ن��گ گ� �داد اع� و �ا �وی� گ� �داد اع� �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �ادآوری ی� �ل. ح�
ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض دارن��د. وج��ود گ��ن��گ اع��داد ه��م و گ��وی��ا اع��داد ه��م ح��ق��ی��ق��ی

P = {۰ = x۰, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = ۱}

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د [۰,۱] از دل��خ��واه��ی اف��راز

mi = inf{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]} = inf{۰,۱} = ۰

Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]} = sup{۰,۱} = ۱

ب��ن��اب��رای��ن

U(f, P ) =

n∑
i=۱

Mi∆xi =

n∑
i=۱

(xi − xi−۱) = ۱ − ۰ = ۱

و

L(f, P ) =

n∑
i=۱

mi∆xi = ۰

ن��ت��ی��ج��ه ∫در ۱

− ۰
= sup{L(f, P ) : [۰,۱]اس��ت {Pاف��راز = sup{۰} = ۰

∫ ۱

− ۰
= inf{U(f, P ) : [۰,۱]اس��ت {Pاف��راز = inf{۱} = ۱

ن��ی��س��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر f ت��اب��ع ری��ف، ت��ع�� ب��ن��اب��ه ن��ت��ی��ج��ه در و
∫−۱

۰ f ̸=
∫ ۱

− ۰ f پ��س

س��وپ��رم��م م��ش��خ��ص��ه خ��اص��ی��ت ب��ه ت��وج��ه ب��ا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ك��ران��دار [a, b] ب��ر f ت��اب��ع اگ��ر .۶.٣.١٠ ت��ب��ص��ره
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ك��ه اس��ت م��وج��ود [a, b] از P۱ م��ان��ن��د اف��رازی ϵ > ۰ ه��ر ∫ب��رای b

−a
f − ϵ < L(f, P۱) ≤

∫ b

−a
f

ك��ه اس��ت م��وج��ود [a, b] از P۲ اف��راز ای��ن��ف��ی��م��م م��ش��خ��ص��ه خ��اص��ی��ت ب��ن��اب��ه b−∫و

a
f ≤ U(f, P۲) <

∫−b

a
f + ϵ

و �ت��ر ك��وچ��ك� U(f, P ) �ن��ی �ع� ی� ب��الائ��ی �م��ع�ه��ای ج� ح��اص��ل گ��ردن��د �ر �ت� �ف� ری� � ظ� اف��رازه��ا �ه چ� ه��ر ك��ه �م �ی� م��ی�ده� ن��ش��ان �ن��ك ای�
م��ی�گ��ردن��د. ب��زرگ��ت��ر L(f, P ) ی��ع��ن��ی پ��ای��ی��ن��ی ج��م��ع�ه��ای ح��اص��ل

ص��ورت ای��ن در P ⊂ Q ك��ه [a, b] ف��راز دو Q و P ك��ن��ی��د ف��رض .٧.٣.١٠ ق��ض��ی��ه
L(f, P ) ≤ L(f,Q) ≤ U(f,Q) ≤ U(f, P )

ف��ق��ط Q اف��راز و P ⊂ Q اف��راز ك��ه ن��م��ائ��ی��م اث��ب��ات ح��ال��ت��ی در را ق��ض��ی��ه اس��ت ك��اف��ی اس��ت��ق��راء ب��ه ت��وج��ه ب��ا اث��ب��ات.
ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض ی��ع��ن��ی ب��اش��د داش��ت��ه ب��ی��ش��ت��ر ن��ق��ط��ه ی��ك

P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b}

Q = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, u, xi, · · · , xn = b}

ری��م دا ص��ورت ای��ن در

L(f, P ) =

n∑
j=۱

mj(xj − xj−۱) (٢.١٠)

=

j−۱∑
j=۱

mj(xj − xj−۱) +mi(xi − xi−۱) +

n∑
j=i+۱

mj(xj − xj−۱)

�ون چ� .m′′
i = inf{f(x) : x ∈ [u, xi]} و m′

i = inf{f(x) : x ∈ [xi−۱, u]} �د، �ی� �ن� ك� �رض ف�
.mi ≤ m′′

i و mi ≤ m′
i پ��س ه��س��ت��ن��د [xi−۱, xi] ب��ازه�ه��ای، زی��ر ه��ردو [u, xi] و [xi−۱u] ، ب��ازه�ه��ای

ب��ن��اب��رای��ن

mi(xi − xi−۱) = mi(xi − u+ u− xi−۱) = mi(xi − u) +mi(u− xi−۱)

≤ m′′
i (xi − u) +m′

i(u− xi−۱)
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ری��م دا ٢.١٠ ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در

L(f, P ) (٣.١٠)

≤
i−۱∑
j=۱

mj(xj − xj−۱) +m′
i(u− xi−۱) +m′′

i (xi − u) +

n∑
j=i+۱

mj(xj − xj−۱)

= L(f,Q).

آن��ه��ا در ك��ه M ′′
i ≤ Mi و M ′

i ≤ Mi ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا م��ش��اب��ه ری��ق ط�� ب��ه

Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}

M ′
i = sup{f(x) : x ∈ [xi−۱, u]}

M ′′
i = sup{f(x) : x ∈ [u, xi]}

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و U(f,Q) ≤ U(f, p) ك��ه دی��د م��ی�ت��وان

ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د [a, b] از دل��خ��واه اف��راز دو Q و P ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض .٨.٣.١٠ ن��ت��ی��ج��ه
L(f, P ) ≤ U(f,Q)

�ا ب� �ورت ص� ای��ن در .(P ′ = P ∪Q �ن��ی �ع� (ی� �د �اش� ب� Q و P �ت��رك �ش� م� ری��ف � �ظ� ت� P ′ �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در اث��ب��ات.
ری��م دا ٧.٣.١٠ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه

L(f, P ) ≤ L(f, P ′) ≤ U(f, P ′) ≤ U(f,Q)

اس��ت. ش��ده ح��اص��ل ن��ت��ی��ج��ه ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و

U(f,Q) ،[a, b] از Q �راز اف� �ر ه� �رای ب� �ه ك� �م ری� دا �وق ف� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�
�ن �ی� �ای� پ� �ران ك� �ك ی� L(f,Q) �ت اس� {L(f, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز �ه �وع� �م� �ج� م� �الای ب� �ران ك� �ك ی�

ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن {U(f, P ) : ,a]اس��ت b] م��ج��م��وع��ه{Pاف��راز

sup{L(f, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز ≤ U(f,Q)

inf{U(f, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز ≥ L(f,Q)

[a, b]از Q و P دل��خ��واه اف��راز دو ه��ر ب��رای دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه و

L(f,Q) ≤
∫ b

−a
f ≤

∫−b

a
f ≤ U(f, P )
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�ان �م� ری� �ك �ح� م� �ه ب� �روف �ع� م� �ه ك� �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �ان �ی� ب� [a, b] روی f �دار �ران� ك� �ع �اب� ت� �ری �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� �رای ب� �اری �ی� �ع� م� �ون �ن� اك�
اس��ت.

و لازم �رط ش� �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� �دار �ران� ك� [a, b] �ر ب� f �ع �اب� ت� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ان). �م� ری� �ك �ح� (م� ٩.٣.١٠ �ه �ی� �ض� ق�
ب��اش��د م��وج��ود [a, b] از P م��ان��ن��د اف��رازی ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت آن ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر f آن��ك��ه ب��رای ك��اف��ی

ك��ه
U(f, P )− L(f, P ) < ϵ

�ره �ب��ص� ت� �ه �اب� �ن� ب� ص��ورت ای��ن در �اش��د. ب� �واه دل��خ� ϵ > ۰ و �ذی��ر �رال�پ� �گ� �ت� ان� [a, b] ب��ر f ك��ه �د �ی� �ن� ك� ف��رض �دا �ت� اب� اث��ب��ات.
ك��ه م��وج��ودن��د [a, b] از P۲ و P۱ اف��رازه��ای ۶.٣.١٠

U(f, P۲)−
∫−b

a
f <

ϵ

۲
,

∫ b

−a
f − L(f, P۱) <

ϵ

۲

ری��م دا ٧.٣.١٠ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه ص��ورت ای��ن در ب��اش��د P۲ P۱و م��ش��ت��رك ری��ف ت��ظ�� P ك��ن��ی��د ف��رض
U(f, P ≤ U(f, P۲), L(f, P۱) ≤ L(f, P )

ری��م دا پ��س

U(f, P )−
∫−b

a
f <

ϵ

۲
,

∫ b

−a
f − L(f, P ) <

ϵ

۲

ری��م دا ن��ام��س��اوی دو ای��ن ك��ردن ج��م��ع ب��ا و

U(f, P )−
∫−b

a
f +

∫−b

a
f − L(f, P ) < ϵ

ری��م دا ن��ت��ی��ج��ه در
∫ b

−a f =
∫−b
a f پ��س اس��ت ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر f چ��ون ف��رض ب��ه ب��ن��ا ام��ا

U(f, P )− L(f, P ) < ϵ.

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ش��رط ل��زوم ق��س��م��ت اث��ب��ات ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب ك��ه

چ��ون م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای و
∫−b
a f =

∫ b

−a f ك��ه ده��ی��م ن��ش��ان ب��ای��س��ت��ی ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ری اث��ب��ات ب��رای ب��ال��ع��ك��س:

�ی��د �ن� ك� ف��رض پ��س
∫−b
a f −

∫ b

−a f ≤ ϵ ،ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ك��ه �ی��م ده� ن��ش��ان اس��ت ك��اف��ی ،
∫−b
a f −

∫ b

−a f ≥ ۰

ك��ه اس��ت م��وج��ود [a, b] از P اف��راز ف��رض ب��ه ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، دل��خ��واه ϵ > ۰

U(f, P )− L(f, P ) < ϵ.

ری��م دا ٨.٣.١٠ ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��ه ط��رف��ی از

L(f, P ) ≤
∫ b

−a
f ≤

∫−b

a
≤ U(f, P )
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ری��م دا b−∫ب��ن��اب��رای��ن

a
f −

∫ b

−a
f ≤ U(f, P )− L(f, P ) < ϵ

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��دی��ن�ت��رت��ی��ب و
∫−b
a f −

∫ b

−a f < ϵ ن��ت��ی��ج��ه در

.
∫ ۱

۰ x = ۱
۲ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١٠.٣.١٠ م��ث��ال

از P = {۰, ۱
n , · · · ,

i−۱
n , i

n , · · · ,۱} �م �ظ� �ن� م� �راز اف� �د �اش� ب� �ی �واه� �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� n �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
پ��س اس��ت ص��ع��ودی f(x) = x ت��اب��ع چ��ون ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را [۰,۱]

mi = f

(
i− ۱

n

)
=

i− ۱

n
, Mi = f

(
i

n

)
=

i

n
.

درن��ت��ی��ج��ه

L(f, P ) =

n∑
i=۱

mi∆xi =

n∑
i=۱

i− ۱

n
.
۱

n
=

۱

n۲

n∑
i=۱

(i− ۱) =
۱

n۲

n−۱∑
i=۱

i

=
(n− ۱)(n)

۲n۲
=

n− ۱

۲n
=

۱

۲

(
۱ − ۱

n

)
و

U(f, P ) =

n∑
i=۱

Mi∆xi =

n∑
i=۱

i

n

۱

n
=

۱

n۲

n∑
i=۱

i =
n(n+ ۱)

۲n۲
=

۱

۲

(
۱ +

۱

n

)
ب��ن��اب��رای��ن

U(f, P )− L(f, P ) =
۱

۲

(
۱ +

۱

n

)
− ۱

۲

(
۱ − ۱

n

)
=

۱

n
.

�ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� ۱
n < ϵ �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� n �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ی، �دس� �ی� �م� ارش� �ل اص� �ه �اب� �ن� ب� ،ϵ > ۰ �رای ب� �ال ح�

ری��ف ت��ع�� ب��ن��اب��ه ك��ه
∫ ۱

۰ x = ۱
۲ م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ح��ال اس��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [۰,۱] در f(x) = x ت��اب��ع ٩.٣.١٠

ری��م دا ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ری
۱

۲

(
۱ − ۱

n

)
= L(f, P ) ≤

∫ ۱

− ۰
x =

∫ ۱

۰
x =

∫−۱

۰
x ≤ U(f, P ) =

۱

۲

(
۱ +

۱

n

)
.

ب��ن��اب��رای��ن

−۱

n
≤
∫ ۱

۰
x− ۱

۲
≤ ۱

n
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ی��ا ∫∣∣∣∣و ۱

۰
x− ۱

۲

∣∣∣∣ ≤ ۱

n
.

�س پ� ۱
n < ϵ �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� n �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ی �دس� �ی� �م� ارش� �ل اص� �ه �اب� �ن� ب� ،ϵ > ۰ �رای ب� �ون �ن� اك�

�ن��د �ت� ه��س� �ت��گ��رال�پ��ذی��ر ان� ت��واب��ع از �ی��ع��ی وس� �ت��ه دس� �ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان ح��ال .
∫ ۱

۰
x =

۱

۲
ی��ا و
∣∣∣∣∫ ۱

۰
x− ۱

۲

∣∣∣∣ < ϵ

اب��ت��دا م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای ه��س��ت��ن��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر ن��زول��ی) ی��ا ص��ع��ودی (ت��واب��ع ی��ك��ن��وا ت��واب��ع و پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع ج��م��ل��ه از ك��ه
م��ی�ك��ن��ی��م. ب��ی��ان را م��ف��ه��وم ی��ك

�ه ك� �د �اش� �ودب� �وج� م� [a, b] از Pn �د �ن� �ان� م� �ا �رازه� اف� از �ه�ای� �ال� �ب� �ردن� اگ� .١١.٣.١٠ �ه �ی� �ض� ق�
ری��م دا و اس��ت ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] در f آن��گ��اه lim

n−→∞
U(f, Pn) = lim

n−→∞
L(f, Pn) = A∫ b

a
f = A

،[a, b] اف��رازه��ای از Pn دن��ب��ال��ه ب��رای ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض اث��ب��ات.
lim
n→∞

U(f, Pn) = lim
n→∞

L(f, Pn) = A.

ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ح��د، ری��ف ت��ع�� �ه �اب� �ن� ب� پ��س ، lim
n→∞

(U(f, Pn)− L(f, Pn)) = ۰ ری��م دا ص��ورت ای��ن در
f ت��اب��ع ری��م��ان م��ح��ك ب��ن��اب��ه پ��س U(f, PN )− L(f, PN ) < ϵ ك��ه اس��ت م��وج��ود N م��ان��ن��د ط��ب��ی��ع��ی ع��ددی

n ه��ر ب��رای چ��ون ح��ال اس��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] ب��ر

L(f, Pn) ≤
∫ b

a
f ≤ U(f, Pn)

ری��م دا و
lim
n→∞

L(f, Pn) = lim
n→∞

U(f, Pn) = A

�ده ش� �ل �ام� ك� �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �ب �ی� �رت� �ن�ت� �دی� ب� و
∫ b
a f = A �م ری� دا �ا �ه�ه� �ال� �ب� دن� �رای ب� �ی �ردگ� �ش� ف� �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �س پ�

اس��ت.

ض��اب��ط��ه ب��ا f : [۰,۲] → R ك��ن��ی��د ف��رض .١٢.٣.١٠ م��ث��ال

f(x) =


۰ ۰ ≤ x < ۱ اگ��ر

۱ x = ۱ اگ��ر

۰ ۱ < x ≤ ۲ اگ��ر

آوری��د. ب��دس��ت را
∫ ۲

۰ f م��ق��دار اس��ت ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [۰,۲] ب��ازه در f ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان

در �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را از[۰,۲] Pn

{
۰,۱ − ۱

n ,۱ + ۱
n ,۲

}
�راز اف� n �واه �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �رای ب� �ل. ح�



ان��ت��گ��رال .١٠ ف��ص��ل ٣٣٧

ب��راب��ر
[
۱ + ۱

n ,۲
]
و
[
۱ − ۱

n ,۱ + ۱
n

]
و
[
۰,۱ − ۱

n

]
ب��ازه�ه��ای در f م��ق��دار ح��داق��ل چ��ون ص��ورت ای��ن

پ��س اس��ت ۰ و ۱ و ب��راب��ر۰ ت��رت��ی��ب ب��ه ف��وق ب��ازه�ه��ای زی��ر در f م��ق��دار ح��داك��ث��ر و ص��ف��ر

L(f, Pn) = ۰, U(f, Pn) =
۲

n
.

ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر ت��اب��ع ١١.٣.١٠ ق��ض��ی��ه ط��ب��ق ب��ن��اب��رای��ن lim
n→∞

U(f, Pn) = lim
n→∞

L(f, Pn) = ۰ ن��ت��ی��ج��ه در

.
∫ ۲

۰
f = ۰ ری��م دا و ب��وده

ض��اب��ط��ه ب��ا f : [۰,۱] → R ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١٣.٣.١٠ م��ث��ال

f(x) =

x ۰ ≤ x < ۱ اگ��ر

۲ x = ۱ اگ��ر

اس��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر

�ر �ظ� ن� در را [۰,۲] از Pn =
{
۰, ۱

n , · · · ,
i−۱
n , i

n , · · · ,۱
}
�م �ظ� �ن� م� �راز اف� n �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� ]ح��ل.

i−۱
n , i

n

]
، iام ج��زء ب��ازه در پ��س اس��ت ص��ع��ودی f ت��اب��ع چ��ون ری��م م��ی�گ��ی��

mi = f

(
i− ۱

n

)
=

i− ۱

n
, Mi = f

(
i

n

)
=

i

n
.

ن��ت��ی��ج��ه در

L(f, Pn) =

n∑
i=۱

mi∆xi =

n∑
i=۱

(i− ۱)

n

۱

n
=

۱

n۲

n−۱∑
i=۱

i =
(n− ۱)(n)

۲n۲
=

n− ۱

۲n

U(f, Pn) =

n∑
i=۱

Mi∆xi =

n∑
i=۱

i

n

۱

n
=

۱

n۲

n∑
i=۱

i =
(n+ ۱)(n)

۲n۲
=

n+ ۱

۲n

.
∫ ۱

۰
f =

۱

۲
ری��م دا ١١.٣.١٠ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س lim

n→∞
U(f, Pn) = lim

n→∞
L(f, Pn) =

۱

۲
چ��ون و

�ا ی� �رم ن� P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b} �واه �خ� دل� �راز اف� �رای ب� .١۴.٣.١٠ �ف �ری� �ع� ت�
از اس��ت ع��ب��ارت م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش µ(p) ی��ا ∥P∥ ن��م��اد ب��ا ك��ه را P (ت��ور)

∥P∥= max{∆xi : ۱ ≤ i ≤ n}.

ϵ > ۰ �ر ه� �رای ب� �لاوه �ع� ب� و �ت اس� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� f �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� [a, b] �ر ب� f �ر اگ� .١۵.٣.١٠ �ه �ی� �ض� ق�
�ه ك� P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b} �راز اف� �ر ه� �رای ب� �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� δ > ۰ �دد ع�
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ری��م دا [xi−۱, xi] در ti ن��ق��ط��ه ه��ر و ∥P∥< δ∣∣∣∣∣
n∑

i=۱

f(ti)∆xi −
∫ b

a
f

∣∣∣∣∣ ≤ ϵ

�ود �وج� م� �ان �ن� چ� P �راز اف� اس��ت �ی �اف� ك� �ان) �م� ری� �ح��ك (م� ٩.٣.١٠ �ه �اب� �ن� ب� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� ف��رض اث��ب��ات.
f �ون چ� �ورت ص� �ن ای� در ۰ < ϵ۰ <

ϵ

b− a
�م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در .U(f, P ) − L(f, P ) < ϵ �ه ك� �د �اش� ب�

ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود δ > ۰ ی��ع��ن��ی اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ی��ك��ن��واخ��ت ب��ط��ور [a, b] ب��ر f پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ،[a, b]ب��ر
آن��گ��اه |x− y|< δ اگ��ر ،[a, b] در y و x ه��ر

|f(x)− f(y)|< ϵ۰ (۴.١٠)

ب��ب��ی��ن��ی��د.) را آن ار ب��ع��د ت��وض��ی��ح��ات و ١.٣.۵ ری��ف (ت��ع��
�ه ك� �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ان �ن� چ� را P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b} �راز اف� �ال ح�
�زء ج� �ای �ازه�ه� ب� �ام �م� ت� �ر ب� f �س پ� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �واخ� �ن� �ك� ی� �ور �ط� ب� [a, b] �ر ب� f �ون چ� .∥P∥< δ

پ��ی��وس��ت��گ��ی ف��ص��ل در ٢.٢.۵ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ی��ك��ن��واخ��ت ب��ط��ور ن��ی��ز [xi, xi−۱], (۱ ≤ i ≤ n)

در t′i و ti �اط �ق� ن� �ی �ن� �ع� ی� �رد �ی� �ی�گ� م� [xi, xi−۱] �ازه ب� روی را �ود خ� �دار �ق� م� �م �م� �ی� �ی�ن� م� �م ه� و �م �م� زی� � اك� � م� �م ه� f

ك��ه م��وج��ودن��د [xi, xi−۱]

f(ti) = Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]} = max{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}

f(t′i) = mi = inf{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]} = min{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}

ب��رای Mi −mi < ϵ۰ ك��ه م��ی�ده��د ن��ت��ی��ج��ه ۴.١٠ ب��ن��اب��رای��ن و |ti − t′i|< δ پ��س ∥P∥< δ چ��ون ن��ت��ی��ج��ه در
ب��ن��اب��رای��ن .۱ ≤ i ≤ n

U(f, P )− L(f, P ) =

n∑
i=۱

Mi∆xi −
n∑

i=۱

mi∆xi =

n∑
i=۱

(Mi −mi)∆xi

< ϵ۰

n∑
i=۱

∆xi = ϵ۰

n∑
i=۱

(xi − xi−۱) = ϵ۰(b− a) < ϵ.

ب��رای چ��ون دی��گ��ر ط��رف��ی از �ن��د. �ت� ه��س� �ت��گ��رال�پ��ذی��ر ان� [a, b] ب��ر �ه �ت� �ی��وس� پ� ت��واب��ع �ه ك� داده�ای��م ن��ش��ان �ن��ون ك� �ا ت� �ه �ی��ج� �ت� ن� در
ری��م دا پ��س ∆xi > ۰ و mi ≤ f(ti) ≤ Mi ری��م دا ti ∈ [xi−۱, xi] ه��ر

L(f, P ) =
n∑

i=۱

mi∆xi ≤
n∑

i=۱

f(ti)∆xi ≤
n∑

i=۱

Mi∆xi = U(f, p) (۵.١٠)
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ری��م دا ٨.٣.١٠ ن��ت��ی��ج��ه ب��ه ب��ن��ا ط��رف��ی از

L(f, P ) ≤
∫ b

a
f ≤ U(f, P ). (۶.١٠)

ری��م دا ۶.١٠ و ۵.١٠ از ∣∣∣∣∣پ��س
n∑

i=۱

f(ti)∆xi −
∫ b

a
f

∣∣∣∣∣ ≤ U(f, P )− L(f, P ) < ϵ

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و

م��ی�پ��ردازی��م. ان��ت��گ��رال ب��ا آن ارت��ب��اط و ری��م��ان ج��م��ع ح��اص��ل ری��ف ت��ع�� ب��ه اك��ن��ون

و ك��ران��دار ت��اب��ع��ی [a, b] ب��ر f ك��ن��ی��د ف��رض .١۶.٣.١٠ ت��ع��ری��ف
P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b}

۱ ≤ i ≤ n �رای ب� ti ∈ [xi−۱, xi] آن در �ه ك�
n∑

i=۱
f(ti)∆xi �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� [a, b] از �رازی اف�

ن��م��ای��ش S(f, P ) ن��م��اد ب��ا آن��را و ن��ام��ن��د P اف��راز ب��ا �ن��اظ��ر �ت� م� f ت��اب��ع ری��م��ان ج��م��ع ح��اص��ل ی��ك را �ن��د ب��اش� دل��خ��واه
م��ی�ده��ی��م.

ری��م دا ه��م��واره و دارد وج��ود ری��م��ان ج��م��ع ح��اص��ل ن��ام��ت��ن��اه��ی ت��ع��دادی اف��راز ه��ر م��ت��ن��اظ��ر ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه
L(f, P ) ≤ S(f, P ) ≤ U(f, P ). (٧.١٠)

P م��ان��ن��د اف��رازی ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ری��م��ان م��ح��ك ب��ن��اب��ه ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] ب��ر f اگ��ر ح��ال
ه��م��واره ط��رف��ی از U(f, P )− L(f, P ) < ϵ ك��ه دارد وج��ود [a, b] از

L(f, P ) ≤
∫ b

a
f ≤ U(f, P ). (٨.١٠)

ری��م دا ٨.١٠ و ٧.١٠ از ,S(f∣∣∣∣پ��س P )−
∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤ U(f, P )− L(f, P ) < ϵ.

ك��ه ب��اش��د [a, b] اف��رازه��ای از دن��ب��ال��ه�ای Pn اگ��ر ح��ال
lim
n→∞

U(f, Pn) = lim
n→∞

L(f, Pn) = A

S(f, Pn) �ان �م� ری� �ع �م� ج� �ل �اص� ح� �ر ه� �رای ب� �ی �رف� ط� از �ا �ام
∫ b
a f = A �م ری� دا ١١.٣.١٠ �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� �اه �گ� آن�

ری��م دا ن��ی��ز Pn اف��راز ب��ا م��ت��ن��اظ��ر
L(f, Pn) ≤ S(f, Pn) ≤ U(f, Pn)
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ری��م دا دن��ب��ال��ه�ه��ا در ف��ش��ردگ��ی ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه ن��ت��ی��ج��ه در

lim
n→∞

S(f, Pn) = A =

∫ b

a
f

م��ن��ظ��م Pnاف��راز ،n ه��ر ب��رای و ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر f اگ��ر ب��خ��ص��وص

Pn =

{
x۰ = a, a+

b− a

n
, · · · , a+

i(b− a)

n
, · · · , b

}
ش��ك��ل ب��ه Pn ب��ا م��ت��ن��اظ��ر ری��م��ان ج��م��ع ح��اص��ل ه��ر آن��گ��اه ب��اش��د

S(f, Pn) =

n∑
i=۱

f(ti)
b− a

n
=

b− a

n

n∑
i=۱

f(ti)

ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن و اس��ت

lim
n→∞

b− a

n

n∑
i=۱

f(ti) =

∫ b

a
f (٩.١٠)

�ی��ه ق��ض� �ه �اب� �ن� ب� و �ن��د �ت� ه��س� �واه �خ� دل� ۱ ≤ i ≤ n ب��رای ti ∈
[
a+

(i− ۱)(b− a)

n
, a+

i(b− a)

n

]
�ه ك�

اس��ت. ب��رق��رار ٩.١٠ ه��م��واره پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع ب��رای ١۵.٣.١٠

را lim
n→∞

۱

n

n∑
i=۱

f

(
i

n

)
ع��ب��ارت ص��ورت ای��ن در ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع ی��ك f ك��ن��ی��د ف��رض .١٧.٣.١٠ م��ث��ال

ب��ن��وی��س��ی��د. م��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال ی��ك ش��ك��ل ب��ه

f �ع �اب� ت� �ان �م� ری� �ع �م� ج� �ل �اص� ح� �ك ی� �ورت �ص� ب� را
۱

n

n∑
i=۱

f

(
i

n

)
�ارت �ب� ع� �وق ف� �ب �ال� �ط� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ل. ح�

ری��م دا ٩.١٠ ب��ا م��ق��ای��س��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن ب��اش��ی��م. گ��رف��ت��ه
i

n
را ج��زءiام ب��ازه در ti ن��ق��ط��ه ك��ه گ��رف��ت ن��ظ��ر در م��ی�ت��وان

lim
n→∞

۱

n

n∑
i=۱

f

(
i

n

)
=

∫ ۱

۰
f.

ك��ن��ی��د. ب��ی��ان م��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال ی��ك ب��ص��ورت را lim
n→∞

√
۱ +

√
۲ + · · ·+

√
n

n
۳
۲

ح��د .١٨.٣.١٠ م��ث��ال

ری��م دا ح��ل.
√

۱ +
√

۲ + · · ·+
√
n

n
۳
۲

=
۱

n

(√
۱

n
+

√
۲

n
+ · · ·+

√
n

n

)
=

۱

n

n∑
i=۱

√
i

n



ان��ت��گ��رال .١٠ ف��ص��ل ٣۴١

ری��م دا ١٧.٣.١٠ م��ث��ال ب��ه ت��وج��ه ب��ا ك��ه

lim
n→∞

۱

n

n∑
i=۱

√
i

n
=

∫ ۱

۰

√
x.

اس��ت ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] ب��ر ی��ك��ن��وا ت��اب��ع ه��ر ك��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اك��ن��ون

f ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ن��زول��ی) ی��ا ص��ع��ودی (ی��ع��ن��ی ی��ك��ن��وا [a, b] ب��ر f ت��اب��ع ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض .١٩.٣.١٠ ق��ض��ی��ه
ان��ت��گ��رال�پ��ذی��راس��ت.

�ه �اب� �ش� م� �ات �ب� اث� �ه ك� �ودی �ع� ص� �ت �ال� ح� در و �ات �ب� اث� �ت اس� �ی �زول� ن� [a, b] �ر ب� f �ه ك� �ی �ت� �ال� ح� �رای ب� را �ه �ی� �ض� ق� اث��ب��ات.
�م �ظ� �ن� م� �راز اف� �د. �اش� ب� �ی �واه� �خ� دل� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� n �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �م. �ی� �ن� �ی�ك� م� �ذار واگ� �ان �دگ� �ن� �وان� خ� �ه ب� �ت اس�

ج��زؤ ب��ازه ص��ورت ای��ن در ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را Pn =

{
a, a+

b− a

n
, · · · , a+

i(b− a)

n
, · · · , b

}
ری��م دا پ��س اس��ت ن��زول��ی f ف��رض ب��ه ب��ن��ا چ��ون و

[
a+ (i− ۱)

b− a

n
,+i

b− a

n

]
از اس��ت ع��ب��ارت i-ام

Mi = f

(
a+ (i− ۱)

(b− a)

n

)
, mi = f

(
a+ i

(b− a)

n

)
i = ۱,۲, · · · , n

درن��ت��ی��ج��ه

U(f, Pn)− L(f, Pn) =
n∑

i=۱

(Mi −mi)∆xi

=
n∑

i=۱

f

(
a+

(i− ۱)(b− a)

n

)
− f

(
a+ i

b− a

n

)(
b− a

n

)
=

b− a

n
.(f(a)− f(b)).

�ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ی �دس� �ی� �م� ارش� �ل اص� �ه �اب� �ن� ب� �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ال ح�

�ه �ی� �ض� (ق� �ان �م� ری� �ك �ح� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ب �ی� �رت� �ن�ت� �دی� ب� �ه ك�
(b− a)(f(a)− f(b))

n
< ϵ �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� n

اس��ت. ك��ام��ل اث��ب��ات (٩.٣.١٠

.
∫ ۳

۰
۴x۲ اس��ت م��ط��ل��وب .٢٠.٣.١٠ م��ث��ال

ری��م دا و اس��ت ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر پ��س اس��ت ص��ع��ودی [۰,۳] در f(x) = ۴x۲ ت��اب��ع چ��ون ∫ح��ل. ۳

۰
۴x۲ =

∫−۳

۰
۴x۲ =

∫ ۳

− ۰
۴x۲.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣۴٢

ی��ع��ن��ی [۰,۳] از n ب��ط��ول م��ن��ظ��م اف��راز ،n دل��خ��واه ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ب��رای

P =

{
۰,

۳

n
,۲ × ۳

n
, · · · , (i− ۱)

۳

n
, i

۳

n
, · · · ,۳

}
ری��م دا پ��س اس��ت ص��ع��ودی [۰,۳] روی f(x) = ۴x۲ ت��اب��ع چ��ون ص��ورت ای��ن در ری��م. م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را

mi = f

(
(i− ۱)

۳

n

)
= ۴

(
(i− ۱)

۳

n

)۲

=
۳۶

n۲
(i− ۱)۲

Mi = f

(
i
۳

n

)
= ۴

(
i
۳

n

)۲

=
۳۶

n۲
i۲

ن��ت��ی��ج��ه در

L(f, P ) =

n−۱∑
i=۱

mi∆xi =

n∑
i=۱

۳۶

n۲
(i− ۱)۲

۳

n
=

۱۰۸

n۳

n∑
i=۱

(i− ۱)۲

=
۱۰۸

n۳

n−۱∑
i=۱

i۲ =
۱۰۸

n۳
.
(n− ۱)n(۲n− ۱)

۶
=

۱۸(n− ۱)(۲n− ۱)

n۲

U(f, P ) =

n∑
i=۱

Mi∆xi =

n∑
i=۱

۳۶

n۲
i۲.

۳

n
=

۱۰۸

n۳

n∑
i=۱

i۲ =
۱۰۸

n۳

n(n+ ۱)(۲n+ ۱)

۶

=
۱۸(n+ ۱)(۲n+ ۱)

n۲

ری��م دا اك��ن��ون
۱۸(n− ۱)(۲n− ۱)

n۲
= L(f, P ) ≤

∫ ۳

۰
۴x۲ ≤ U(f, P ) =

۱۸(n+ ۱)(۲n+ ۱)

n۲

ام��ا
lim
n→∞

۱۸(n− ۱)(۲n− ۱)

n۲
= lim

n→∞

۱۸(n+ ۱)(۲n+ ۱)

n۲
= ۳۶

ری��م دا دن��ب��ال��ه�ه��ا در ف��ش��ردگ��ی ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه ∫پ��س ۳

۰
۴x۲ = ۳۶

را ن��ام��س��اوی�ه��ا ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر ت��واب��ع ای��ن��ك��ه و ری��ق ت��ف�� و ج��م��ع ج��ب��ری اع��م��ال ت��ح��ت را پ��ذی��ری ان��ت��گ��رال پ��ای��ای��ی ح��ال
زی��ر ه��ر ب��ر ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر ب��ازه ی��ك ب��ر ت��اب��ع��ی اگ��ر ك��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان م��ی�ك��ن��ن��د ح��ف��ظ

اس��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر ن��ی��ز آن ب��ازه



ان��ت��گ��رال .١٠ ف��ص��ل ٣۴٣

�د �ن� �اش� ب� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� [a, b] روی f۲ و f۱ �ر اگ� (ال��ف) پ��ذی��ری). ان��ت��گ��رال ج��ب��ری (خ��واص ٢١.٣.١٠ ق��ض��ی��ه
ری��م دا و ب��وده ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی ن��ی��ز f۱ + f۲ ∫آن��گ��اه b

a
f۱ + f۲ =

∫ b

a
f۱ +

∫ b

a
f۲

ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی ن��ی��ز αf ،α ث��اب��ت ع��دد ه��ر ب��رای آن��گ��اه ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی f اگ��ر (ب)
ری��م دا و ∫ب��وده b

a
αf = α

∫ b

a
f

f(x۱) ≤ f(x۲) ب��اش��ی��م داش��ت��ه [a, b] در x ه��ر ب��رای و ب��وده ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی f۲ و f۱ اگ��ر (ج)
∫آن��گ��اه b

a
f۱ ≤

∫ b

a
f۲

�ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� [c, b] �ر ب� و [a, c] �ر ب� f �اه �گ� آن� a < c < b و �وده ب� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� [a, b] روی f �ر اگ� (د)
ری��م دا و ∫ب��وده b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f

آن��گ��اه |f(x)|≤ M ،[a, b] در x ه��ر ب��رای و ب��وده ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] ب��ر f اگ��ر ∫∣∣∣∣(ه��ـ) b

a
f

∣∣∣∣ ≤ M(b− a).

ك��ن��ی��د ف��رض و f = f۱ + f۲ ك��ن��ی��د ف��رض (ال��ف) اث��ب��ات.
Pn = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b}

و ب��اش��د [a, b] از دل��خ��واه��ی اف��راز

Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]},

M ′
i = sup{f۱(x) : x ∈ [xi−۱, xi]},

M ′′
i = sup{f۲(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}.

mi = inf{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]},

m′
i = inf{f۱(x) : x ∈ [xi−۱, xi]},

m′′
i = inf{f۲(x) : x ∈ [xi−۱, xi]},



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣۴۴

ری��م دا ص��ورت ای��ن در

m′
i +m′′

i = m′
i + inf{f۲(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}

= inf{m′
i + f۲(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}

≤ inf{f۱(x) + f۲(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}
= inf{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}
= mi

≤ Mi

= sup{f۱(x) + f۲(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}
≤ sup{M ′

i + f۲(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}
= M ′

i + sup{f۲(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}
= M ′

i +M ′′
i

ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن
۱ ≤ i ≤ n ب��رای m′

i +m′′
i ≤ mi ≤ Mi ≤ M ′

i +M ′′
i

ن��ت��ی��ج��ه در

L(f۱, P ) + L(f۲, p) =
n∑

i=۱

m′
i∆xi +

n∑
i=۱

m′′
i∆xi

=

n∑
i=۱

(m′
i +m′′

i )∆xi

≤
n∑

i=۱

mi∆xi

= L(f, P ) ≤ U(f, P )

=

n∑
i=۱

Mi∆xi

≤
n∑

i=۱

(M ′
i +M ′′

i )∆xi

=
n∑

i=۱

M ′
i∆xi +

n∑
i=۱

M ′′
i ∆xi

= U(f۱, P ) + U(f۲, P )



ان��ت��گ��رال .١٠ ف��ص��ل ٣۴۵

ری��م دا [a, b] از P اف��راز ه��ر ب��رای دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا
L(f۱, P ) + L(f۲, P ) ≤ L(f, P ) ≤ U(f, P ) ≤ U(f۱, P ) + U(f۲, P ).

(١٠.١٠)
پ��س �ت��ن��د ه��س� ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] ب��ر f۲ و f۱ چ��ون ص��ورت ای��ن در ب��اش��د دل��خ��واه ϵ > ۰ �ن��ی��د ك� ف��رض

ك��ه م��وج��ودن��د [a, b] از P۲ P۱و اف��رازه��ای ری��م��ان، م��ح��ك ب��ن��اب��ه
U(P۱, f۱)− L(P۱, f۱) <

ϵ

۲
, U(P۲, f۲)− L(P۲, f۲) <

ϵ

۲

آن��گ��اه ب��اش��د P۲ و P۱ م��ش��ت��رك ری��ف ت��ظ�� P اگ��ر ح��ال
U(P, f۱)− L(P, f۱) ≤ U(P۱, f۱)− L(P۱, f۱) <

ϵ

۲
.

ری��م دا ١٠.١٠ ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن
U(P, f)− L(P, f) ≤ U(P, f۱)− L(P, f۲)− L(P, f۱)− L(P, f۲) < ϵ

�رای��ن �اب� �ن� ب� اس��ت. �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� [a, b] روی f = f۱ + f۲ �اب��ع ت� �ان �م� ری� �ح��ك م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در
ری��م دا

L(f, P ) ≤
∫ b

a
f ≤ U(f, P ).

پ��س پ��ذی��رن��د ان��ت��گ��رال f۱ و f۲ چ��ون ط��رف��ی از

L(f۱, P ) ≤
∫ b

a
f۱ ≤ U(f۱, P ),

L(f۲, P ) ≤
∫ b

a
f۲ ≤ U(f۲, P ).

ن��ت��ی��ج��ه در

L(f۱, P ) + L(f۲, P ) ≤
∫ b

a
f۱ +

∫ b

a
f۲ ≤ U(f۱, P ) + U(f۲, P )

ری��م دا ١٠.١٠ ب��ه ت��وج��ه ب��ا ∫∣∣∣∣ام��ا b

a
f۱ +

∫ b

a
f۲ −

∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤ U(f۱, P )+U(f۲, P )−L(f۱, P )−L(f۲, P ) < ϵ

ری��م دا ن��ت��ی��ج��ه ∫در b

a
f۱ + f۲ =

∫ b

a
f۱ +

∫ b

a
f۲

�ر ه� �رای ب� �ورت ص� درای��ن �د �اش� ب� �ی �واه� �خ� دل� �اب��ت ث� �دد ع� α و �وده ب� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� [a, b] �ر ب� f �د �ی� �ن� ك� ف��رض (ب)



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣۴۶

چ��ون آن��گ��اه α > ۰ اگ��ر ،P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b} اف��راز

sup{αf(x) : x ∈ [xi−۱, xi]} = supα{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}

inf{αf(x) : x ∈ [xi−۱, xi]} = inf α{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}

ری��م دا پ��س
U(αf, P ) = αU(f, P ), L(αf, P ) = αL(f, P ).

،α > ۰ اگ��ر ن��ت��ی��ج��ه در

∫−b

a
αf = inf{U(αf, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز

= inf{αU(f, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز
= α inf{U(f, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز

= α

∫−b

a
f

= α

∫ b

−a
f

= α sup{L(f, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز
= sup{αL(f, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز
= sup{L(αf, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز

=

∫ b

−a
αf

،α < ۰ اگ��ر b−∫و

a
αf = inf{U(αf, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز

= inf{αL(f, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز
= α sup{L(f, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز

= α

∫ b

−a
f

= α

∫−b

a
f

= α inf{U(f, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز



ان��ت��گ��رال .١٠ ف��ص��ل ٣۴٧

= sup{αU(f, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز
= sup{L(αf, P ) : ,a]اس��ت b] {Pاف��راز

=

∫ b

−a
αf

.
∫ b
a αf = α

∫ b
a f و ب��وده ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر αf ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن

[a, b]از �ی �واه� �خ� دل� �راز اف� P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b} �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (ج)
ك��ن��ی��د ف��رض و ب��اش��د

M ′
i = sup{f۱(x) : x ∈ [xi−۱, xi]},

M ′′
i = sup{f۲(x) : x ∈ [xi−۱, xi]}.

در M ′
i ≤ M ′′

i �م ری� دا �س پ� f۱(x) ≤ f۲(x) ،x ∈ [a, b] �ر ه� �رای ب� �رض ف� �ه �اب� �ن� ب� �ون چ� �ال ح�
ن��ت��ی��ج��ه

U(f۱, P ) =
n∑

i=۱

M ′
i∆xi ≤

n∑
i=۱

M ′′
i ∆xi = U(f۲, P )

ن��ت��ی��ج��ه در ∫و b

a
f۱ ≤

∫ b

a
f۲.

�ن��د �ان� م� �رازی اف� �م��ان ری� م��ح��ك �ه �اب� �ن� ب� پ��س اس��ت �ذی��ر �رال�پ� �گ� �ت� ان� f چ��ون �اش��د. ب� �واه دل��خ� ϵ > ۰ �ی��د �ن� ك� ف��رض (د)
�را آن� و �اش��د �ب� ن� Q در c �ه �ط� �ق� ن� �ر اگ� �ال ح� U(f,Q)− L(f,Q) < ϵ �ه ك� اس��ت �ود م��وج� [a, b] از Q
�ی��ز ن� c ن��ق��ط��ه ش��ام��ل ك��ه م��ی�آی��د ب��دس��ت P �ن��د م��ان� Q از ری��ف��ی ت��ظ�� ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و �ی��م �ن� م��ی�ك� اض��اف��ه اف��راز ب��ه

ری��م دا پ��س م��ی�ب��اش��د.

U(f, P )− L(f, P ) < ϵ (١١.١٠)

ص��ورت ای��ن در P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b} و c = xi۰ �ی��د �ن� ك� ف��رض
ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در

P۱ = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xi۰ = c},

P۲ = {xi۰ = c, xi۰+۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b}.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣۴٨

ری��م دا ص��ورت ای��ن در م��ی�ب��اش��ن��د. [c, b] و [a, c] ب��ازه�ه��ای از اف��رازه��ای��ی ت��رت��ی��ب ب��ه ك��ه

U(f, P۱) = U(f, P۱) + U(f, P۲), (١٢.١٠)

L(f, P۱) = L(f, P۱) + L(f, P۲).

ری��م دا ١١.١٠ ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در

U(f, P۱)− L(f, P۱) ≤ U(f, P )− L(f, P ) < ϵ,

U(f, P۲)− L(f, P۲) ≤ U(f, P )− L(f, P ) < ϵ.

ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [c, b] ب��ر و [a, c] ب��ر ری��م��ان م��ح��ك ب��ن��اب��ه ب��ن��اب��رای��ن

L(f, P۱) ≤
∫ c

a
f ≤ U(f, P۱), L(f, P ) ≤

∫ b

c
f ≤ U(f, P )

ری��م دا ١٢.١٠ ب��ه ت��وج��ه ب��ا و ن��ام��س��اوی دو ای��ن ك��ردن ج��م��ع ب��ا و

L(f, P ) = L(f, P۱)+L(f, P۲) ≤
∫ c

a
f+

∫ b

c
f ≤ U(f, P۱)+U(f, P۲) = U(f, P )

ط��رف��ی از

L(f, P ) ≤
∫ b

a
f ≤ U(f, P )

١١.١٠ ب��ه ت��وج��ه ب��ا ∫∣∣∣∣پ��س c

a
f +

∫ b

c
f −

∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤ U(f, P )− L(f, P ) < ϵ

.
∫ c
a f +

∫ b
c f =

∫ b
a f ی��ع��ن��ی

�ت��ق�پ��ذی��ر، م��ش� و �ت��ه �ی��وس� پ� ت��اب��ع دو ت��رك��ی��ب و �ل��ض��رب ح��اص� ه��م��واره ك��ه �ی��ری �ت��ق�گ� م��ش� و �ت��گ��ی �ی��وس� پ� ب��ا م��ق��ای��س��ه در
�رار �رق� ب� �ز �ی� ن� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� �ع �واب� ت� �رای ب� �واص خ� �ن ای� �ا آی� �ه ك� �ود �ی�ش� م� �رح �ط� م� �ؤال س� �ن ای� �د �رن� �ذی� پ� �ق �ت� �ش� م� و �ه �ت� �وس� �ی� پ�
ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر، ت��اب��ع دو ت��رك��ی��ب ك��ه اس��ت م��م��ك��ن ی��ع��ن��ی اس��ت م��ن��ف��ی ج��واب ك��ل��ی ح��ال��ت در ت��رك��ی��ب م��ورد در اس��ت.
ن��ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر g ◦ f اس��ت م��م��ك��ن ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر g و پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی f اگ��ر ح��ت��ی ن��ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر
م��ی�ن��م��ائ��ی��م. ب��ی��ان آن��را ف��ق��ط اث��ب��ات، ب��ودن ط��ولان��ی ع��ل��ت ب��ه ك��ه اس��ت ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر f ◦ g ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان ام��ا

ك��ه ب��اش��د داش��ت��ه ق��رار [m,M ] ب��ازه در g ب��رد و ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر g : [a, b] → R اگ��ر .٢٢.٣.١٠ ق��ض��ی��ه
اس��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] ب��ر f ◦ g ت��اب��ع آن��گ��اه ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه f : [m.M ] → R

ش��ود. م��راج��ع��ه آن��ال��ی��ز ك��ت��اب��ه��ای ب��ه اث��ب��ات ب��رای اث��ب��ات.
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آن��گ��اه، ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی g و f اگ��ر .٢٣.٣.١٠ ق��ض��ی��ه

اس��ت، ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی f.g (ال��ف)

،
∣∣∣∫ b

a f
∣∣∣ ≤ ∫ b

a |f | ری��م دا و اس��ت ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی |f | (ب)

اس��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی min{f, g} و max{f, g} (ج)

اث��ب��ات.

ب��اش��د �ت��گ��رال�پ��ذی��ر ان� f اگ��ر ك��ه ری��م دا ٢٢.٣.١٠ �ی��ه ق��ض� �اب��ه �ن� ب� پ��س اس��ت �ت��ه �ی��وس� h(t)پ� = t۲ �اب��ع ت� چ��ون (ال��ف)
ری��م دا ام��ا اس��ت ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر f۲ آن�گ��اه

f.g =
۱

۴

(
(f + g)۲ − (f − g)۲

)
.

اس��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر f.g ری��م دا ٢١.٣.١٠ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در

|f | ،٢٢.٣.١٠ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر f اگ��ر پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی ق��درم��ط��ل��ق ت��اب��ع چ��ون (ب)
ری��م دا ٢٢.٣.١٠ ب��ه ب��ن��ا پ��س −|f(x)|≤ f(x) ≤ |f(x)| چ��ون و اس��ت ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر ن��ی��ز

−
∫ b

a
|f |=

∫ b

a
−|f |≤

∫ b

a
f ≤

∫ b

a
|f |.

دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ∫∣∣∣∣ی��ا b

a
f

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f |.

ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا (ج)

max{f, g}(x) =
f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|

۲
,

min{f, g}(x) =
f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|

۲
.

اس��ت. واض��ح (ج) اث��ب��ات ،٢٣.٣.١٠ و ٢١.٣.١٠ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا و

�اه��ی �ن� �ت� م� �داد �ع� ت� �ر ه� �رای ب� �وان �ی�ت� م� �راء �ق� �ت� اس� �م��ك ك� �ه ب� را ٢٣.٣.١٠ و ٢١.٣.١٠ �ای �ای� �ض� ق� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�
و دی��ف��ران��س��ی��ل ح��س��اب اس��اس��ی ق��ض��ی��ه ی��ع��ن��ی ح��س��اب��ان اس��اس��ی ق��ض��ای��ای از ی��ك��ی اث��ب��ات ب��ی��ان ب��ه اك��ن��ون داد. ت��ع��م��ی��م
م��ح��اس��ب��ه و م��ی�س��ازد رب��وط م�� ب��ه��م را م��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال و ن��ام��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال م��ف��ه��وم دو ق��ض��ی��ه ای��ن م��ی�پ��ردازی��م ان��ت��گ��رال
ای��ن در ب��اش��ی��م داش��ت��ه را ت��اب��ع ی��ك اول��ی��ه ت��اب��ع ی��ك م��ا اگ��ر ك��ه ت��رت��ی��ب ب��دی��ن م��ی�س��ازد س��اده ب��س��ی��ار را م��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال
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∫ b
a f(t)dt ن��م��اد از

∫ b
a ن��م��اد ب��ج��ای ب��ع��د ب��ه ای��ن��ج��ا از ب��ود. خ��واه��د س��اده ب��س��ی��ار م��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال م��ح��اس��ب��ه ص��ورت

م��ی�ك��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده

�ه �ط� �اب� ض� �ا ب� F : [a, b] → R �ع �اب� ت� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� f : [a, b] → R �ر اگ� .٢۴.٣.١٠ �ه �ی� �ض� ق�
�ت��ه �ی��وس� پ� [a, b] در x۰ن��د� �ان� م� �ه�ای �ق��ط� ن� در f اگ��ر و اس��ت �ت��ه �ی��وس� پ� [a, b] روی F (x) =

∫ x
a f(t)dt ری��ف �ع�� ت�

.F ′(x۰) = f(x۰) ری��م دا و اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر x۰ در F آن��گ��اه ب��اش��د

tو ∈ [a, b] �ر ه� �رای ب� �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� M �ت �ب� �ث� م� �دد ع� �س پ� �ت اس� �دار �ران� ك� [a, b] روی f �ون چ� اث��ب��ات.
�ر ه� �رای ب� �ورت ص� ای��ن در ۰ < δ ≤ ϵ

M �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �د. �اش� ب� �واه �خ� ϵدل� > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� |f(t)|≤ M

آن��گ��اه |x− y|< δ اگ��ر [a, b] در x ≤ y

|F (y)− F (x)| =

∣∣∣∣∫ y

a
f(t)dt−

∫ x

a
f(t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ y

x
f(t)dt

∣∣∣∣
≤

∫ y

x
|f(t)|dt

≤ M |y − x|.

ص��ورت ای��ن در �د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� x۰ �ه �ط� �ق� ن� در f �د �ی� �ن� ك� ف��رض �ال ح� اس��ت. �ه �ت� �وس� �ی� پ� �واخ��ت �ن� �ك� ی� �ور �ط� ب� F �رای��ن �اب� �ن� ب�
.|f(x)− f(x۰)|< ϵ آن��گ��اه |x− x۰ < δ| و x ∈ [a, b]اگ��ر ك��ه اس��ت م��وج��ود δ ع��دد ϵ > ۰ ه��ر ب��رای

ای��ن�ص��ورت >|h|در δ ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض F∣∣∣∣اك��ن��ون (x۰ + h)− F (x۰)

h
− f(x۰)

∣∣∣∣ =
۱

|h|
|F (x۰ + h)− F (x۰)− hf(x۰)|

=
۱

|h|

∣∣∣∣∫ x۰+h

x۰

f(t)dt−
∫ x۰+h

x۰

f(x۰)dt

∣∣∣∣
=

۱

|h|

∣∣∣∣∫ x۰+h

x۰

(f(t)− f(x۰))dt

∣∣∣∣
<

ϵ|h|
|h|

= ϵ.

ن��ت��ی��ج��ه در
F ′(x۰) = f(x۰).
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�ه �ت� �وس� �ی� پ� f : [a, b] → R �ر اگ� �رال). �گ� �ت� ان� و �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �اب �س� ح� اول �ه �ی� �ض� ق� �ه �ج� �ی� �ت� (ن� ٢۵.٣.١٠ �ه �ج� �ی� �ت� ن�
�م ری� دا و �ت اس� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� F (x) =

∫ x
a f(t)dt �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� F : [a, b] → R �ع �اب� ت� �اه �گ� آن� �د �اش� ب�

.F ′(x) = f(x)

٢۴.٣.١٠ �ی��ه ق��ض� �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب� پ��س اس��ت. �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� �ه �ت� �ی��وس� پ� �ع �اب� ت� �ر ه� ١۵.٣.١٠ �ی��ه ق��ض� �ه �اب� �ن� ب� چ��ون اث��ب��ات.
اس��ت. واض��ح ن��ت��ی��ج��ه

آن��گ��اه ب��اش��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��اب��ع��ی u و پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی f اگ��ر .٢۶.٣.١٠ ن��ت��ی��ج��ه
d

dx

(∫ u(x)

a
f(t)dt

)
= f(u(x)).u′(x).

آن��گ��اه ب��اش��د x ح��س��ب ب��ر م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��اب��ع��ی ن��ی��ز v اگ��ر ب��ع��لاوه
d

dx

(∫ u(x)

v(x)
f(t)dt

)
= f(u(x)).u′(x)− f(v(x)).v′(x).

اس��ت. واض��ح ب��ره��ان زن��ج��ی��ری، ق��اع��ده و ق��ب��ل ن��ت��ی��ج��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا اث��ب��ات.

اس��ت م��ط��ل��وب .٢٧.٣.١٠ م��ث��ال
d

dx

(∫ cos−۱ √x

sin
√
x۲+۱

√
t۳ + ۳t۲ + ۵dt

)

ری��م دا ف��وق� ن��ت��ی��ج��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

d

dx

(∫ cos−۱ √x

sin
√
x۲+۱

√
t۳ + ۳t۲ + ۵dt

)

=

(√
(cos−۱

√
x)۳ + ۳

(
cos−۱

√
x
)۲

+ ۵

)
d cos−۱ √x

dx

−

(√(
sin−۱

√
x۲ + ۱

)۳
+ ۳

(
sin−۱

√
x۲ + ۱

)۲
+ ۵

)(
cos
√

x۲ + ۱
) d

√
x۲ + ۱

dx

= −
√(

cos−۱
√
x
)۳

+ ۳
(
cos−۱

√
x
)۲

+ ۵
۱

۲
√
x
√

۱ − x

−
√(

sin−۱
√
x۲ + ۱

)۳
+ ۳

(
sin−۱

√
x۲ + ۱

)۲
+ ۵

(
cos
√

x۲ + ۱
) x√

x۲ + ۱

اس��ت. ح��س��اب��ان)م��ع��روف ق��ض��ی��ه (ی��ا ان��ت��گ��رال و دی��ف��ران��س��ی��ل ح��س��اب دوم ق��ض��ی��ه ب��ه زی��ر ق��ض��ی��ه
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�ی �ع� �اب� ت� F : [a, b] → R و �ه �ت� �وس� �ی� پ� f : [a, b] → R �ر اگ� �ان). �اب� �س� ح� دوم �ه �ی� �ض� (ق� ٢٨.٣.١٠ �ه �ی� �ض� ∫ق� b
a f(x)dx = F (b) − F (a) �اه �گ� آن� F ′(x) = f(x) ،x ∈ [a, b] �ر ه� �رای ب� �ه ك� �د �اش� ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م�

م��ی�ن��وی��س��ی��م. F (x)|ba ب��ص��ورت را F (b)− F (a) م��ع��م��ولا

�ف ری� � �ع� ت� �ه� �ط� �اب� ض� �ا ب� G : [a, b] → R �ع �اب� ت� �ه ك� �م ری� دا ٢۵.٣.١٠ �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� اث��ب��ات.
،x ∈ [a, b] �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .G′(x) = f(x) �م ری� دا و �وده ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� G(x) =

∫ x
a f(t)dt

x ∈ [a, b] ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود c م��ان��ن��د ث��اب��ت��ی ع��دد ٢.١.١٠ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه ب��ن��اب��رای��ن F ′(x) = G′(x)

ری��م دا
G(x) = F (x) + c

ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن c = −F (a) پ��س G(a) = ۰ چ��ون و G(a) = F (a) + c ن��ت��ی��ج��ه در
G(x) = F (x)− f(a)

ری��م دا G ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا ام��ا G(b) = F (b)− F (a) ری��م دا x = b ب��رای ح��ال

G(b) =

∫ b

a
f(t)dt

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و
∫ b
a f(t)dt = F (b)− F (a) پ��س

�ه �ج� �ی� �ت� ن� و �روف �ع� م� �ن �ی� �ع� م� �ای �ه� �رال� �گ� �ت� ان� در �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ه ك� �م �ردازی� �ی�پ� م� �ه�ای �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �ه ب� �ون �ن� اك�
اس��ت. ٢۴.٣.١٠ ق��ض��ی��ه م��س��ت��ق��ی��م

و �د �اش� ب� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� [c, d] �ر ب� h′ �ه ك� �ی �م� �س� ق� �ه ب� �د �اش� ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� �ی �ع� �اب� ت� h �د �ی� �ن� ك� ف��رض .٢٩.٣.١٠ �ه �ی� �ض� ق�
ص��ورت ای��ن در ب��اش��د h ت��اب��ع دام��ن��ه ب��ر پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی f ك��ن��ی��د ∫ف��رض b

a
f(x)dx =

∫ d

c
f(h(x))h′(x)dx

.b = h(d)و a = h(c) آن در ك��ه

م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر F ك��ه ری��م دا ٢۵.٣.١٠ ن��ت��ی��ج��ه ب��ن��اب��ه ص��ورت ای��ن در F (x) =

∫ x

a
f(t)dt ك��ن��ی��د ف��رض اث��ب��ات.

و F چ��ون ك��ه ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را G = F ◦ h ت��اب��ع x ∈ [a, b] ه��ر ب��رای F ′(x) = f(x) ری��م دا و ب��وده
G′ = (F ′ ◦ h).h′ ری��م دا زن��ج��ی��ری ق��اع��ده ب��ن��اب��ه و اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ن��ی��ز Gپ��س ه��س��ت��ن��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر دو ه��ر h

G′ = (f ◦ h).h′ ری��م دا پ��س F ′ = f چ��ون و
ب��ن��اب��ه ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت پ��ی��وس��ت��ه [c, d] ب��ر ن��ی��ز f ◦ h پ��س ه��س��ت��ن��د پ��ی��وس��ت��ه دو ه��ر h و f ف��رض ب��ن��اب��ه چ��ون ح��ال
ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر ،[c, d] ب��ر G′ ت��اب��ع ٢٣.٣.١٠ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه پ��س اس��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [c, d] ب��ر ٢٢.٣.١٠ ق��ض��ی��ه

ری��م دا (٢٨.٣.١٠ (ق��ض��ی��ه ح��س��اب��ان دوم ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه پ��س ∫اس��ت d

c
G′(x)dx = G(d)−G(c) = F (h(d))−F (h(c)) = F (b)−F (a) =

∫ b

a
f(x)dx
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م��ی�ش��ود. ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و

م��ی�پ��ردازی��م. ان��ت��گ��رال��ه��ا ب��رای م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ب��ه اك��ن��ون

�ع �اب� ت� f : [a, b] → R �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ا). �ه� �رال� �گ� �ت� ان� �رای ب� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �ن �ی� (اول� ٣٠.٣.١٠ �ه �ی� �ض� ق�
ك��ه اس��ت م��وج��ود [a, b] در x۰ ع��دد ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ∫پ��ی��وس��ت��ه b

a
f(x)dx = f(x۰)(b− a).

�م ه� و �م �م� زی� � اك� � م� �م ه� f �گ��ی �ت� �وس� �ی� پ� �ل �ص� ف� در ٢.٢.۵ �ه �ی� �ض� ق� �ه �اب� �ن� ب� پ��س اس��ت �ه �ت� �وس� �ی� پ� [a, b] �ر ب� f چ��ون اث��ب��ات.
ك��ن��ی��د ف��رض م��ی�گ��ی��رد. [a, b] ب��ر را خ��ود م��ق��دار م��ی�ن��ی��م��م

M = max{f(x) : x ∈ [a, b]},

M = min{f(x) : x ∈ [a, b]}.

ری��م دا ٢١.٣.١٠ (ج) ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه پ��س m ≤ f(x) ≤ M ری��م دا x ∈ [a, b] ه��ر ب��رای ب��ن��اب��رای��ن

m(b− a) ≤
∫ b

a
f(x)dx ≤ M(b− a)

ی��ا و

m ≤

∫ b

a
f(x)dx

b− a
≤ M

م��وج��ود [a, b] در x۰ی پ��ی��وس��ت��گ��ی ف��ص��ل در م��ی��ان��ی م��ق��دار ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه پ��س اس��ت f ت��اب��ع ب��رد [m,M ] چ��ون و
ك��ه اس��ت

f(x۰) =

∫ b

a
f(x)dx

b− a
.

ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b]ب��ر g و f ك��ن��ی��د ف��رض ان��ت��گ��رال�ه��ا). ب��رای م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه (دوم��ی��ن ٣١.٣.١٠ ق��ض��ی��ه
�ود �وج� م� (a, b) در c �دد ع� �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� �ت �لام� ع� �م ه� آن �ا ب� g و �وا �ن� �ك� ی� [a, b] �ر ب� f �لاوه �ع� ب� و �د �ن� �اش� ب�

ک��ه ∫اس��ت b

a
f(x)g(x)dx = f(a)

∫ c

a
g(x)dx+ f(b)

∫ b

c
g(x)dx.

�ذار واگ� �ده �ن� �وان� خ� �ه ب� و �ت اس� �ه �اب� �ش� م� �ی �زول� ن� �ت �ال� ح� �ان �ره� (ب� �د �اش� ب� �ودی �ع� ص� [a, b] �ر ب� f �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
ص��ورت ای��ن در م��ی�ش��ود)

f(a) = inf{f(x) : x ∈ [a, b]}, f(b) = sup{f(x) : x ∈ [a, b]}.
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[a, b] در x ه��ر ب��رای ن��ت��ی��ج��ه در
f(a) ≤ f(x) ≤ f(b)

دارد. �رار ق� f(b)g(x) و f(a)g(x) �ی��ن ب� f(x)g(x) پ��س اس��ت ع��لام��ت �م ه� f �ا ب� g ف��رض �ه �اب� �ن� ب� �ون چ� و

ت��اب��ع ح��ال م��ی�گ��ی��رد. ق��رار f(b)
∫ b

a
g(x)dx و f(a)

∫ b

a
g(x)dx ب��ی��ن

∫ b

a
f(x)g(x)dx ن��ت��ی��ج��ه در

h(x) = f(a)

∫ x

a
g(t)dt+ f(b)

∫ b

x
g(t)dt

و اس��ت پ��ی��وس��ت��ه [a, b] ب��ر h ٢۴.٣.١٠ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ه ص��ورت ای��ن در ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را

h(a) = f(b)

∫ x

a
g(t)dt, h(b) = f(a)

∫ b

a
g(t)dt.

در �ی��ان��ی م� م��ق��دار �ی��ه ق��ض� �ن��اب��ه ب� �ن��اب��رای��ن، ب� دارد. ق��رار h(b) و h(a) ب��ی��ن
∫ b

a
f(x)g(x)dx دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه

ك��ه اس��ت م��وج��ود (a, b)در c م��ان��ن��د ع��ددی پ��ی��وس��ت��گ��ی ∫ف��ص��ل b

a
f(x)g(x)dx = h(c) = f(a)

∫ c

a
g(t)dt+ f(b)

∫ b

c
g(t)dt.

(ت��وس��ع��ی) ن��اس��ره ان��ت��گ��رال�ه��ای ۴.١٠

و �ت��ه ب��س� ب��ازه�ه��ای ب��ر ش��ده ری��ف ت��ع�� ك��ران��دار ت��واب��ع ب��ر را خ��ود ت��اب��ع، ی��ك ری��م��ان �ت��گ��رال ان� �ال��ع��ه م��ط� و ری��ف ت��ع�� �ن��گ��ام ه�
و �ه �ت� �رداش� ب� �ان �ی� م� از را �ا �ده� �ی� ق� �ن ای� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �د �ده�ان� ش� �ه �رض� ع� �ون �ن� اك� � ت� �ه ك� �ی �ب� �ال� �ط� م� �ا ب� �م �ودی� �م� ن� �دود �ح� م� �دار �ران� ك�
�ن �ی� �ن� چ� �م. �ی� �ن� ك� �ف ری� � �ع� ت� را �ران �ك� �ی� ب� �ع �واب� ت� �رال �گ� �ت� ان� �ا ی� و �از ب� �ای �ازه�ه� ب� �ا ی� �ران، �ك� �ی� ب� �ای �ازه�ه� ب� �ر ب� را �ع �واب� ت� �رال �گ� �ت� ان�
�ه ك� �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �ادآوری ی� �ا �ه� �رال� �گ� �ت� ان� �وع ن� �ن ای� �ف ری� � �ع� ت� از �ل �ب� ق� �د. �ن� �ام� ن� دوم �وع ن� و اول �وع ن� �ره �اس� ن� را �ی �ای� �ه� �رال� �گ� �ت� ان�
اع��داد a و b آن در ك��ه (−∞,∞) ی��ا (−∞, b] و [a,∞) ص��ورت س��ه از ی��ك��ی ب��ه ب��ی��ك��ران ب��س��ت��ه ب��ازه�ه��ای

م��ی�ب��اش��ن��د. ه��س��ت��ن��د دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی

ری��ف ت��ع�� [a,∞)ب��ر f ت��اب��ع و �ی��ق��ی ح��ق� ع��ددی a �ن��ی��د ك� ف��رض اول). ن��وع ن��اس��ره (ان��ت��گ��رال��ه��ای ١.۴.١٠ ت��ع��ری��ف
م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, t] ب��ر f ت��اب��ع ،t ≥ a ه��ر ب��رای و ب��اش��د ∫ش��ده ∞

a
f(x)dx = lim

t→∞

∫ t

a
f(x)dx (١٣.١٠)

ب��اش��د. ح��ق��ی��ق��ی ع��ددی و م��وج��ود ح��د ای��ن ای��ن��ك��ه ب��ر م��ش��روط
ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [t, b] ب��ر ،t ≤ b ه��ر ب��رای و ش��ده ری��ف ت��ع�� (−∞, b] ب��ازه ب��ر f ت��اب��ع اگ��ر ت��رت��ی��ب ه��م��ی��ن ب��ه
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م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� ∫آن��گ��اه b

−∞
f(x)dx = lim

t→−∞

∫ b

t
f(x)dx. (١۴.١٠)

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ح��ق��ی��ق��ی ع��ددی ح��د ∫ه��رگ��اه b

−∞
f(x)dx,

∫ ∞

a
f(x)dx

م��ی�ن��ام��ن��د. واگ��را را آن��ه��ا ن��ب��اش��ن��د م��وج��ود ف��وق ح��دود اگ��ر و م��ی�ن��ام��ن��د ن��ی��ز ه��م��گ��را را
و ش��ده ری��ف ت��ع�� (−∞,∞) ب��ر f ت��اب��ع ∫اگ��ر ∞

a
f(x)dx,

∫ a

−∞
f(x)dx

م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� آن��گ��اه ب��اش��ن��د ∫ه��م��گ��را ∞

−∞
f(x)dx =

∫ a

−∞
f(x)dx+

∫ +∞

a
f(x)dx.

ت��ع��اری��ف ب��ه ت��وج��ه ب��ا ك��ه ن��م��ائ��ی��د ∫ت��وج��ه ∞

a
f(x)dx,

∫ a

−∞
f(x)dx

اس��ت. a از م��س��ت��ق��ل
∫∞
−∞ f(x)dx ان��ت��گ��رال

�ی��د ده� ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. دل��خ��واه��ی �ی��ق��ی ح��ق� اع��داد p ̸= ۱ و a > ۰ �ن��ی��د ك� ف��رض .٢.۴.١٠ م��ث��ال

.p < ۱ ه��رگ��اه اس��ت واگ��را و p > ۱ گ��اه ه��ر اس��ت ه��م��گ��را
∫∞
a

۱

xp
dx

�ت اس� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� �ازه ب� �ن ای� �ر ب� �س پ� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� [a, x] پ��س
۱

xp
�ع �اب� ت� x ≥ ۱ �ر ه� �رای ب� �ون چ� �ل. ح�

ری��م ه��م��چ��ن��ی��ن�دا

lim
t→∞

∫ t

a

dx

xp
= lim

t→∞

(
۱

(p− ۱)

(
−۱

tp−۱
+

۱

ap−۱

))
=

۱

p− ۱

(
lim
t→∞

− ۱

tp−۱
+

۱

ap−۱

)

=


۱

(p− ۱)ap−۱
p > ۱ اگ��ر

+∞ p < ۱ اگ��ر

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل م��ث��ال ح��ل ری��ف، ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و
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.
∫ ∞

−∞

۱

۱ + x۲
م��ح��اس��ب��ه اس��ت م��ط��ل��وب .٣.۴.١٠ م��ث��ال

چ��ون ح��ل.

lim
t→∞

∫ t

۰

۱

۱ + x۲
dx = lim

t→∞
tan−۱ x|t۰ = lim

t→∞
(tan−۱ t− tan−۱ ۰) =

π

۲
,

lim
t→−∞

∫ ۰

t

۱

۱ + x۲
dx = lim

t→−∞
tan−۱ x|۰t = lim

t→−∞
(tan−۱ ۰ − tan−۱ t) =

π

۲

ری��ف ت��ع�� ب��ن��اب��ه ∫پ��س ∞

−∞

dx

۱ + x۲
=

∫ ۰

−∞

dx

۱ + x۲
+

∫ +∞

۰

dx

۱ + x۲
=

π

۲
+

π

۲
= π.

و �ده ش� ری��ف � �ع� ت� [a, x) �ازه ب� �ر ب� g و f �واب��ع ت� �د �ی� �ن� ك� ف��رض �ا). �ه� �رال� �گ� �ت� ان� �رای ب� �ه �س� �ای� �ق� م� �ون (آزم� ۴.۴.١٠ �ی��ه ق��ض�
۰ ≤ f(x) ≤ g(x) ،x ≥ a ه��ر ب��رای ك��ه �ی��د �ن� ك� ف��رض و �ن��د ب��اش� �ت��گ��رال�پ��ذی��ر ان� [a, x] ب��ر x ≥ a ه��ر ب��رای

آن��گ��اه

اس��ت، ه��م��گ��را ن��ی��ز
∫ ∞

a
f(x)dx آن��گ��اه ب��اش��د، ه��م��گ��را

∫ ∞

a
g(x)dx اگ��ر (ال��ف)

اس��ت. واگ��را ن��ی��ز
∫ ∞

a
g(x)dx آن��گ��اه ب��اش��د، واگ��را

∫ ∞

a
f(x)dx اگ��ر (ب)

ازای �ه ب� �ه ك� ۰ ≤
∫ t

a
f(x)dx ≤

∫ t

a
g(x)dx �ای �اوی�ه� �س� �ام� ن� از �ا �م� �ی� �ق� �ت� �س� م� �ه �ی� �ض� ق� �ن ای� �ات �ب� اث� اث��ب��ات.

م��ی�ن��م��ائ��ی��م. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه را ب��ره��ان ج��زئ��ی��ات ك��ه م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه ب��رق��رارن��د t ≥ aه��ر

ری��ف � �ع� ت� (−∞,∞) �ر ب� �ا ی� (−∞, a] �ر ب� �ه ك� �ی �ای� �ه� �رال� �گ� �ت� ان� �رای ب� �وان �ی�ت� م� را �الا ب� �ون آزم� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�
ب��رد. ب��ك��ار ش��ده�ان��د

�ر اگ� �ورت ص� �ن ای� در �د �ن� �اش� ب� �ده ش� �ف ری� � �ع� ت� [a,∞) �ازه ب� �ر ب� g و f �ع �واب� ت� �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .۵.۴.١٠ �ه �ی� �ض� ق�

ب��وده ه��م��گ��را ن��ی��ز
∫ ∞

a
(αf + βg)(x)dx آن��گ��اه ب��اش��ن��د ه��م��گ��را دو ه��ر

∫ ∞

a
g(x)dx و

∫ ∞

a
f(x)dx

�داد اع� β و α آن در �ه ك�
∫ ∞

a
(αf + βg)(x)dx = α

∫ ∞

a
f(x)dx+ β

∫ ∞

a
g(x)dx �م ری� دا و

ه��س��ت��ن��د. دل��خ��واه��ی ح��ق��ی��ق��ی

٢٢.٣.١٠ �ه �ی� �ض� ق� از (ب) و �ف) (ال� �ای �ه� �ت� �م� �س� ق� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� و �ف ری� � �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه �ی� �ض� ق� �ن ای� �ات �ب� اث� اث��ب��ات.
اس��ت. واض��ح
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ری��ف � �ع� ت� (−∞,∞) �ر ب� �ا ی� (−∞, b] �ر ب� �ه ك� �ای��ی �ه� �رال� �گ� �ت� ان� �رای ب� �وان �ی�ت� م� را ف��وق �ه �ی� ق��ض� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�
ب��رد. ب��ك��ار ن��ی��ز ش��ده�ان��د

�ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� [a, x] �ر ب� x ≥ a �ر ه� �رای ب� و �د �اش� ب� �ده ش� �ف ری� � �ع� ت� [a,∞) �ر ب� f �ع �اب� ت� �ر اگ� .۶.۴.١٠ �ری��ف �ع� ت�

ن��ام��ی��م. م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای را
∫ ∞

a
f(x)dx ب��اش��د ه��م��گ��را ن��ی��ز

∫ ∞

a
|f(x)|dx اگ��ر ب��ع��لاوه و ب��اش��د

�ر ه� �رای ب� و ش��ده ری��ف � �ع� ت� [a,∞) �ر ب� g �اب��ع ت� و �اش��د ب� �ل��ق �ط� م� �رای �گ� �م� ه�
∫ ∞

a
f(x)dx �ر اگ� .٧.۴.١٠ �ی��ه ق��ض�

�ز �ی� ن�
∫ ∞

a
g(x)dx �اه �گ� آن� |g(x)|≤ |f(x)| ،x ≥ a ه��ر ب��رای و �اش��د ب� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� [a, x] �ر ب� ،x ≥ a

اس��ت. م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای

اس��ت. واض��ح اث��ب��ات ان��ت��گ��رال��ه��ا ب��رای م��ق��ای��س��ه آزم��ون ب��ه ت��وج��ه ب��ا اث��ب��ات.

اس��ت. ه��م��گ��را
∫ ∞

a
f(x)dx آن��گ��اه ب��اش��د م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای

∫ ∞

a
f(x)dx اگ��ر .٨.۴.١٠ ن��ت��ی��ج��ه

،x ≥ a ه��ر ب��رای چ��ون اث��ب��ات.
۰ ≤ f(x) + |f(x)|≤ ۲|f(x)|

�ا �ه� �رال� �گ� �ت� ان� �رای ب� �ه �س� �ای� �ق� م� �ون آزم� �ه �اب� �ن� ب� �س پ� �ت اس� �را �گ� �م� ه�
∫ ∞

a
۲|f(x)|dx �رض ف� �ه �اب� �ن� ب� �ون چ� و

�ق ری� � �ف� ت� �ا (ب� �س پ� �ت اس� �را �گ� �م� ه�
∫ ∞

a
|f(x)|dx �ون چ� �ی ول� �ت اس� �را �گ� �م� ه�

∫ ∞

a
(f(x) + |f(x)|)dx

اس��ت. ش��ده اث��ب��ات ن��ت��ی��ج��ه ك��ه اس��ت ه��م��گ��را
∫ ∞

a
f(x)dx ك��ردن)

م��ی�پ��ردازی��م. دوم ن��وع ن��اس��ره ان��ت��گ��رال��ه��ای م��ع��رف��ی ب��ه اك��ن��ون

�ت��ه �ی��وس� �اپ� ن� b در و �ت��ه �ی��وس� پ� [a, b) ب��ر f �اب��ع ت� �ه ك� �ی��د �ن� ك� ف��رض دوم). ن��وع ن��اس��ره �ه��ای �ت��گ��رال� (ان� ٩.۴.١٠ �ع��ری��ف ت�

ی��ك زب��ور م�� ح��د آن��ك��ه ش��رط ب��ه
∫ b

a
f(x)dx = lim

t→b−

∫ t

a
f(x)dx م��ی�ك��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� ص��ورت ای��ن در ب��اش��د

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ن��اپ��ی��وس��ت��ه a در و پ��ی��وس��ت��ه (a, b] ب��ازه ب��ر f ت��اب��ع اگ��ر ت��رت��ی��ب ه��م��ی��ن ب��ه ب��اش��د. ح��ق��ی��ق��ی ع��دد

�اش��د. ب� �ق��ی �ی� �ق� ح� ع��دد ی��ك �د ح� ای��ن �ه �ك� آن� �ر ب� م��ش��روط
∫ b

a
f(x)dx = lim

t→a+

∫ b

t
f(x)dx �ی��م �ن� م��ی�ك� ری��ف � �ع� ت�

ن��ام��ی��م. واگ��را را
∫ b

a
f(x)dx ن��ب��اش��ن��د م��وج��ود ف��وق ح��دود اگ��ر و ه��م��گ��را را

∫ b

a
f(x)dx ح��الات ای��ن در

�ف ری� � �ع� ت� �اه �گ� آن� �د �ن� �اش� ب� �را �گ� �م� ه�
∫ b

c
f(x)dx,

∫ c

a
f(x)dx و �ه �ت� �وس� �ی� �اپ� ن� a < c < b ،c در f �ع �اب� ت� �ر اگ�

∫م��ی�ك��ن��ی��م b

a
f(x)dx =

∫ b

c
f(x)dx+

∫ c

a
f(x)dx.
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ب��ی��اب��ی��د. را
∫ ۵

۲

۱√
x− ۲

dx م��ق��دار .١٠.۴.١٠ م��ث��ال

�وع ن� از �رال �گ� �ت� ان� �س پ� �ت �س� �ی� ن� �ه �ت� �وس� �ی� پ� x = ۲ �ه �ط� �ق� ن� در
∫ ۵

۲

۱√
x− ۲

dx �ع �اب� ت� �ه �ك� �ن� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ل. ح�

ری��ف ت��ع�� ب��ه� ب��ن��ا ب��ن��اب��رای��ن اس��ت، دوم ن��وع ن��اس��ره ان��ت��گ��رال

∫ ۵

۲

dx√
x− ۲

= lim
t→۲+

∫ ۵

t
(x− ۲)−

۱
۲dx

= lim
t→۲+

۲(
√
x− ۲|۵t )

= ۲(
√

۳ − lim
t→۲+

√
t− ۲) = ۲

√
۳

دی��ف��ران��س��ی��ل و ح��س��اب اس��اس��ی ق��ض��ی��ه پ��س اس��ت ۲
√
x− ۲ ت��اب��ع

۱√
x− ۲

اول��ی��ه ت��اب��ع ی��ك ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه

ب��رده�ای��م. ب��ك��ار را ان��ت��گ��رال

اس��ت. ه��م��گ��را
∫ ۱

۰

dx√
۱ − x۲

ن��اس��ره ان��ت��گ��رال ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١١.۴.١٠ م��ث��ال

ان��ت��گ��رال پ��س اس��ت. ك��ران) (ب��ی ن��اپ��ی��وس��ت��ه ۱ ن��ق��ط��ه در
۱√

۱ − x۲
ت��اب��ع چ��ون ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه ن��خ��س��ت ح��ل.

√
۱ − x ≥ ۰ چ��ون �ه ك� اس��ت، �را �گ� �م� ه�

∫ ۱

۰

dx√
۱ − x

�ه ك� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �دا �ت� اب� اس��ت. �ره �اس� ن� �ح��ث ب� �ورد م�

ری��م دا ام��ا ه��س��ت��ن��د. ی��ك��س��ان م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای��ی و ه��م��گ��رای��ی پ��س

∫ ۱

۰

dx√
۱ − x

= lim
t→۱−

∫ t

۰
(۱ − x)−

۱
۲dx = lim

t→۱−
(−۲

√
۱ − x)|t۰

= ۲ − lim
t→۱−

۲
√

۱ − t = ۲

۰ ≤ x ≤ ۱ ب��رای ول��ی اس��ت م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای
∫ ۱

۰

dx√
۱ − x

ن��ت��ی��ج��ه در

۱√
۱ − x۲

=
۱√
x+ ۱

.
۱√

۱ − x
≤ ۱√

۱ − x
.

اس��ت. آم��ده ب��دس��ت م��ط��ل��وب ن��ت��ی��ج��ه و اس��ت م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای
∫ ۱

۰

dx√
۱ − x۲

م��ق��ای��س��ه آزم��ون ب��ن��اب��ه ب��ن��اب��رای��ن

�ن ای� �را زی� �د �ج� �ن� �ی�گ� �م� ن� �ره �اس� ن� �رال �گ� �ت� ان� �وع ن� دو از �ك �ی� �چ� �ی� ه� در
∫ ∞

۰

dx

x۲ +
√
x
�رال �گ� �ت� ان� .١٢.۴.١٠ �زاره گ�
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�ود وج� �ن ای� �ا ب� �ی ول� �ت. �س� �ی� ن� �دار �ران� ك� �ر �ف� ص� در
۱

x۲ +
√
x
�ع �اب� ت� �م ه� و �ت اس� (۰,∞) �ازه ب� در �م ه� �رال �گ� �ت� ان�

j۱ =

∫ ۱

۰

dx

x۲ +
√
x
ان��ت��گ��رال دو ب��ه آن��را م��ی�ت��وان زی��را م��ی�ن��ام��ی��م ن��اس��ره ان��ت��گ��رال ی��ك را

∫ ∞

۰

dx

x۲ +
√
x

�ر ه� �رای ب� �را زی� �ت اس� دوم �وع ن� �ره �اس� ن� �رال �گ� �ت� ان� �ك ی� j۱ �ون �ن� اك� �رد. ك� �ك �ی� �ك� �ف� ت� j۲ =

∫ ∞

۱

dx

x۲ +
√
x
و

ری��م دا ۰ ≤ x ≤ ۱
۱

x۲ +
√
x
≤ ۱√

x

∫و ۱

۰

dx√
x
= lim

t→۰+

∫ ۱

t
x−

۱
۲dx = lim

t→۰+
۲
√
x|۱t = ۲ − lim

t→۰+
۲
√
t = ۲

،x ≥ ۱ ه��ر ب��رای زی��را اس��ت ه��م��گ��را اول ن��وع ن��اس��ره ان��ت��گ��رال ی��ك ن��ی��ز j۲ ∫و ∞

۱

dx

x۲ +
√
x
≤ lim

t→+∞

∫ ∞

۱
x−۲dx = lim

t→+∞

−۱

x
|t۱ = ۱ − lim

t→∞

۱

t
= ۱

�د �ن� �ان� م� دوم �وع ن� �ا ی� اول �وع ن� �ره �اس� ن� �رال �گ� �ت� ان� �د �ن� چ� �ا ی� دو �ه ب� روش �ن ای� �ا ب� �وان �ت� ب� را j �رال �گ� �ت� ان� �ر اگ� �ی، �ل� ك� �ور �ط� ب�
اس��ت. ه��م��گ��را ن��اس��ره ان��ت��گ��رال ی��ك j م��ی�گ��وئ��ی��م ب��اش��ن��د ه��م��گ��را ان��ت��گ��رال��ه��ا ای��ن ت��م��ام اگ��ر و ك��رد، ت��ف��ك��ی��ك j۱, · · · , jk

م��ی�ن��ام��ی��م. واگ��را ن��اس��ره ان��ت��گ��رال ی��ك را j ب��اش��ن��د، واگ��را آن��ه��ا از ت��ا چ��ن��د ی��ا ی��ك��ی اگ��ر ام��ا،

اس��ت. واگ��را ن��اس��ره ان��ت��گ��رال ی��ك
∫ ∞

۰

dx

x۲
ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١٣.۴.١٠ م��ث��ال

ی��ك
∫ ∞

۱

dx

x۲
و دوم ن��وع ن��اس��ره ان��ت��گ��رال

∫ ۱

۰

dx

x۲
ك��ه
∫ ∞

۰

dx

x۲
=

∫ ۱

۰

dx

x۲
+

∫ ∞

۱

dx

x۲
چ��ون ح��ل.

زی��را اس��ت واگ��را
∫ ۱

۰

dx

x۲
ان��ت��گ��رال و اس��ت اول ن��وع ن��اس��ره ∫ان��ت��گ��رال ۱

۰

dx

x۲
= lim

t→۰+

∫ ۱

t

dx

x۲
= lim

t→۰+

−۱

x
|۱t = lim

t→۰+

۱

t
− ۱ = +∞.

اس��ت. واگ��را
∫ ∞

۰

dx

x۲
ف��وق ت��ب��ص��ره ب��ه ت��وج��ه ب��ا پ��س

اس��ت. واگ��را ن��اس��ره ان��ت��گ��رال ی��ك
∫ ∞

−∞

۱ + x

۱ + x۲
ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١۴.۴.١٠ م��ث��ال

�ك �ی� �ك� �ف� ت�
∫ +∞

۱

۱ + x

۱ + x۲
و
∫ ۱

−∞

۱ + x

۱ + x۲
اول �وع ن� �ره �اس� ن� �رال �گ� �ت� ان� دو �ه ب� را �وق ف� �رال �گ� �ت� ان� �ل. ح�
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و
۱

x
≤ ۱ + x

۱ + x۲
ری��م دا x ≥ ۱ ه��ر ب��رای چ��ون ك��ه م��ی�ك��ن��ی��م

∫ ∞

۱

dx

x
= lim

n→∞

∫ n

۱

dx

x

= lim
n→∞

n−۱∑
k=۱

∫ k+۱

k

dx

x

≥ lim
t→∞

n−۱∑
k=۱

∫ k+۱

k

۱

k + ۱
dx

= lim
n→∞

n−۱∑
k=۱

۱

k + ۱

= lim
n→∞

n∑
k=۱

۱

k
= ∞ ب��ب��ی��ن��ی��د) را دن��ب��ال��ه�ه��ا ف��ص��ل آخ��ر ت��س��اوی (ب��رای

ب��ود. خ��واه��د واگ��را
∫ +∞

−∞

۱ + x

۱ + x۲
ب��ن��اب��رای��ن و واگ��راس��ت

∫ ∞

۱

dx

x
پ��س

ی��ا ب��ودن م��وج��ود ب��ا واگ��رائ��ی و ه��م��گ��رائ��ی ری��م ن��دا ح��ق
∫ ∞

−∞
f(x)dx در ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه .١۵.۴.١٠ ت��ب��ص��ره

ری��م دا
∫ ∞

−∞
xdx ن��اس��ره ان��ت��گ��رال در م��ث��لا چ��ون ن��م��ائ��ی��م ت��ع��ی��ی��ن lim

t→∞

∫ +t

−t
f(x)dx ن��ب��ودن م��وج��ود

lim
t→∞

∫ t

−t
xdx = ۰

ه��س��ت��ن��د. واگ��را
∫ ∞

۰
xdx و

∫ ۰

−∞
xdx آن��ك��ه ح��ال و

�د، �ن� �ام� ن�
∫ ∞

−∞
f(x)dx �ی �ش� ك� �ی �ل� اص� �دار �ق� م� را آن �د �اش� ب� �ود �وج� م� lim

t→∞

∫ t

−t
f(x)dx �ر اگ� �ی �ل� ك� �ت �ال� ح� در

A ب��راب��ر ن��ی��ز آن ك��ش��ی اص��ل��ی م��ق��دار آن��گ��اه ب��اش��د ه��م��گ��را A ع��دد ب��ه
∫ ∞

−∞
f(x)dx اگ��ر ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان

اص��ل��ی م��ق��دار اس��ت م��م��ك��ن ی��ع��ن��ی ن��ی��س��ت. ب��رق��رار آن ع��ك��س دی��دی��م
∫ ∞

−∞
xdx درب��اره ك��ه ه��م��ان��ط��ور ول��ی اس��ت

ب��اش��د. واگ��را ان��ت��گ��رال آن��ك��ه ح��ال و ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود ك��ش��ی
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ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ۵.١٠

�دار �ق� م� �ف ری� � �ع� ت� �ك �م� ك� �ه ب�
۱

x۲
�ع �اب� ت� �رای ب� �ورت ص� �ن ای� در ۱ < a < b �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١.۵.١٠ �ه �ال� �س� م�

ب��ی��اب��ی��د. را
∫ b

a
f(x)dx

ك��ن��ی��د ف��رض اس��ت ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه [a, b] در f ت��اب��ع چ��ون ح��ل.
P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b}

ری��م دا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د [a, b] از دل��خ��واه��ی اف��راز

mi = inf{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]} =
۱

x۲
i

,

Mi =sup{f(x) : x ∈ [xi−۱, xi]} =
۱

x۲
i−۱

.

ری��م دا پ��س
۱

x۲
i

<
۱

xixi−۱
<

۱

x۲
i−۱

ه��م��واره چ��ون ام��ا

xi − xi−۱

x۲
i

<
xi − xi−۱

xixi−۱
<

xi − xi−۱

x۲
i−۲

.

ب��ن��اب��رای��ن
n∑

i=۱

xi − xi−۱

x۲
i

<

n∑
i=۱

(
۱

xi−۱
− ۱

xi

)
<

n∑
i=۱

xi − xi−۱

x۲
i−۲

ری��م دا ن��ت��ی��ج��ه در

L(f, P ) <
۱

a
− ۱

b
< U(f, P )

ری��م دا ط��رف��ی از

L(f, P ) <

∫ b

a

۱

x۲
dx < U(f, P )

[a, b] از P اف��راز ه��ر ب��رای ∫∣∣∣∣پ��س b

a

۱

x۲
dx−

(
۱

a
− ۱

b

)∣∣∣∣ < U(f, P )− L(f, P )

∫ب��ن��اب��رای��ن b

a

۱

x۲
dx =

۱

a
− ۱

b
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∫ b

a

۱

x۳
dx =

۱

۲

(
۱

a۲
− ۱

b۲

)
ده��ی��د ن��ش��ان ری��ف ت��ع�� ك��م��ك ب��ه ۰ < a < b ك��ن��ی��د ف��رض .٢.۵.١٠ م��س��ال��ه

�د �ی� �ن� ك� �رض ف� �د �اش� �ی�ب� م� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� �س پ� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� و �ی �زول� ن� [a, b] در
۱

x۳
�ع �اب� ت� �ون چ� �ل. ح�

ری��م دا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د [a, b] از اف��رازی P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b}

mi =
۱

x۳
, Mi =

۱

x۳
i−۱

.

ه��م��واره چ��ون ام��ا
۱

x۳
i

<
۱

۲

(
xi + xi−۱

x۲
i−۱x

۲
i

)
<

۱

x۳
i−۱

پ��س
n∑

i=۱

xi − xi−۱

x۳
i

<
۱

۲

(
n∑

i=۱

(xi − xi−۱)(xi + xi−۱)

x۲
i−۱x

۲
i

)
<

n∑
i=۱

xi − xi−۱

x۳
i−۱

ی��ا

L(f, P ) <
۱

۲

n∑
i=۱

(
۱

x۲
i−۱

− ۱

x۲
i

)
< U(f, P )

[a, b] از P اف��راز ه��ر ب��رای ن��ت��ی��ج��ه در

L(f, P ) <
۱

۲

(
۱

a۲
− ۱

b۲

)
< U(f, P )

ری��م دا ط��رف��ی از

L(f, P ) <

∫ b

a

۱

x۳
dx < U(f, P )

،[a, , b] از P اف��راز ه��ر ب��رای ∫∣∣∣∣پ��س b

a

dx

x۳
− ۱

۲
(

۱

a۲
− ۱

b۲
)

∣∣∣∣ < U(f, P )− L(f, P )

∫ب��ن��اب��رای��ن b

a

dx

x۳
=

۱

۲
(

۱

a۲
− ۱

b۲
).

.
∫ b

۰
x۳dx =

b۴

۴
ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ان��ت��گ��رال ری��ف ت��ع�� ك��م��ك ب��ه .٣.۵.١٠ م��س��ال��ه

�م �ظ� �ن� م� �راز اف� �ت. اس� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� �س پ� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� [۰, b] در، f(x) = x۳ �ع �اب� ت� �ون چ� �ل. ح�
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ری��م دا ص��ورت ای��ن در ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را [۰, b] در
{

۰,
b

n
, · · · , (i− ۱)

b

n
, i
b

n
, · · · , b

}
Mi = sup

{
f(x) : x ∈

[
(i− ۱)

b

n
, i
b

n

]}
=

(
i
b

n

)۳

.

پ��س

U(f, P ) =

n∑
i=۱

(
i
b

n

)۳ b

n
=

(
b

n

)۴ n∑
i=۱

i۳ =

(
b

n

)۴(n(n+ ۱)

۲

)۲

.

پ��س ∆xi → ۰ آن��گ��اه n → a اگ��ر ∫ام��ا b

۰
x۴dx = lim

n→a

b۴

۴

n۲(n+ ۱)۲

n۴
=

b۴

۴
.

.
∫ n

۰
[x]dx =

n(n− ۱)

۲
ده��ی��د ن��ش��ان .۴.۵.١٠ م��س��ال��ه

٢١.٣.١٠ �ی��ه ق��ض� ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� اس��ت �ت��گ��رال�پ��ذی��ر ان� پ��س اس��ت �ع��ودی ص� �اب��ع��ی ت� f(x) = [x] �اب��ع ت� چ��ون ح��ل.
ری��م دا ∫(د) n

۰
[x]dx =

m∑
k=۱

∫ k

k−۱
[x]dx

n∑
i=۱

∫ k

k−۱
(k − ۱)dx =

n∑
i=۱

(k − ۱) =
n−۱∑
k=۰

k =
n−۱∑
k=۱

k =
n(n− ۱)

۲

ت��اب��ع ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵.۵.١٠ م��س��ال��ه

f(x) =

{
۱ ه��س��ت��ن��د گ��وی��ا اع��داد b, a ک��ه ب��اش��د a+ b

√
۲ ش��ک��ل ب��ه x اگ��ر

۰ ای��ن�ص��ورت غ��ی��ر در

ن��ی��س��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [۰,۱] ف��اص��ل��ه در

چ��ون �ن��د �ت� ه��س� چ��گ��ال �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد در گ��وی��ا) ,aاع��داد b) a+ b
√

۲ ش��ك��ل ب��ه اع��داد ك��ه �ی��د �ائ� �م� ن� �ه ت��وج� ح��ل.
ك��ن��ی��د ف��رض ه��س��ت��ن��د. گ��وی��ا اع��داد ش��ام��ل اع��داد ای��ن م��ج��م��وع��ه

P = {x۰ = a, x۱, x۲, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = ۱}

ری��م دا ص��ورت ای��ن در ب��اش��د [۰,۱] از دل��خ��واه��ی اف��راز
mi = ۰, Mi = ۱.
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پ��س

L(f, P ) = ۰, U(f, P ) =
n∑

i=۱

xi − xi−۱ = ۱.

ن��ی��س��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر ت��اب��ع ای��ن ری��م��ان م��ح��ك ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در U(f, P )− L(f, P ) = ۱ پ��س

ب��ی��اب��ی��د. را
∫ π

۲

۰
cosxdx ری��ف ت��ع�� ك��م��ك ب��ه .۶.۵.١٠ م��س��ال��ه

ك��ن��ی��د ف��رض اس��ت م��وج��ود ان��ت��گ��رال پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ك��س��ی��ن��وس ت��اب��ع چ��ون ح��ل.

P =
{

۰,
π

۲n
, · · · , (i− ۱)

π

۲n
, i

π

۲n
, · · · , π

۲

}
.

ری��م دا ti = i π
۲n گ��رف��ت��ن ن��ظ��ر در ب��ا ص��ورت ای��ن در

n∑
i=۱

∆xif(ti) =
π

۲n

n∑
i=۱

cos i
π

۲n
.

ری��م دا
n∑

i=۱

cos ix =
sin

nx

۲
cos

n+ ۱

۲
x

sin
x

۲

ات��ح��اد ب��ه ت��وج��ه ب��ا ام��ا

n∑
i=۱

f(ti)∆xi =
π

۲n

sin nπ
۲(۲n) cos

n+۱
۲ . π

۲n

sin π
۴n

=
π

۲n
sin

π

۴

cos(n+۱
n

π
۴ )

sin π
۴n∫ π

۲

o
cosxdx =

√
۲

۲
lim

cos (n+۱)π
۴n

sin π
۴n

π
۲n

=
۲
√

۲

۲
.

√
۲

۲
= ۱

م��س��ای��ل ۶.١٠∫ b

a
f(x)dx > ۰. آن��گ��اه ب��اش��د م��ث��ب��ت و ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی f ت��اب��ع اگ��ر ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١

آن��گ��اه f(x) ≤ g(x) ،[a, b] در x ه��ر ب��رای و ب��اش��ن��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی g ،f اگ��ر .٢∫ b

a
f(x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx.

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٣∫ bc

ac
f(x)dx = c

∫ b

a
f(x)dx.



ان��ت��گ��رال .١٠ ف��ص��ل ٣۶۵

ده��ی��د ن��ش��ان .۴

∫ال��ف) a

۱

۱

x
dx =

∫ ab

b

۱

x
dx,

∫ب) a

۱

۱

x
dx+

∫ b

۱

۱

x
dx =

∫ ab

۱

۱

x
dx.

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د ص��ع��ودی ت��اب��ع��ی f ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض .۵∫ b

a
f−۱(x)dx = bf−۱(b)− af−۱(a)−

∫ f−۱(b)

f−۱(a)
f(x)dx.

م��ان��ن��د اف��رازی ه��رگ��اه ن��ام��ی��م پ��ل��ه�ای ت��اب��ع ی��ك را [a, b] روی S ت��اب��ع .۶
P = {x۰ = a, x۱, · · · , xi−۱, xi, · · · , xn = b}

ب��اش��د. ث��اب��ت (xi−۱, xi) از ی��ك ه��ر روی s ب��ط��وری��ك��ه ب��اش��د م��وج��ود [a, b] از

�ع �واب� ت� ϵ > ۰ �ر ه� �رای ب� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� [a, b] روی f �ر اگ� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� ال��ف)

و
∫ b

a
f(x)dx −

∫ b

a
S۱(x)dx < ϵ و S۱ ≤ f ≤ S۲ �ه ك� �د �ودن� �وج� م� S۲ و S۱ �ه�ای �ل� پ�

.
∫ b

a
S۲(x)dx−

∫ b

a
f(x)dx > ϵ

و S۱ ≤ f ≤ S۲ �د �ن� �اش� ب� �ود �وج� م� S۲ و S۱ �ه�ای �ل� پ� �ع �واب� ت� ϵ > ۰ �ر ه� �رای ب� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� ب)

اس��ت. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی f ص��ورت ای��ن در
∫ b

a
S۲dx−

∫ b

a
S۱dx < ϵ

g ≤ f �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �اب� ت� ϵ > ۰ �ر ه� �رای ب� �ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� [a, b] روی f �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٧

.
∫ b

a
f(x)dx−

∫ b

a
g(x)dx < ϵ ك��ه اس��ت م��وج��ود

�ا ام� f(x) > ۰ ،x ∈ [a, b] �اط �ق� ن� از �ی �ض� �ع� ب� �رای ب� �ه ك� �د �ی� �زن� ب� �ال �ث� م� f(x) ≥ ۰ �د �ن� �ان� م� �ی �ع� �اب� ت� .٨

.
∫ b

a
f(x)dx = ۰

f(x۰) > ۰ و پ��ی��وس��ت��ه [a, b] در x۰ ن��ق��ط��ه در و f(x) ≥ ۰ ،[a, b] در x ه��ر ب��رای اگ��ر ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٩

.
∫ b

a
f(x)dx > ۰ آن��گ��اه



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣۶۶

�اه �گ� آن� f(x) > ۰ ،[a, b] در xر� ه� �رای ب� و �ر �ذی� �رال�پ� �گ� �ت� ان� [a, b] روی f �ر اگ� �ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .١٠

.
∫ b

a
f(x)dx > ۰

∫ b

a
f(x)g(x)dx = ۰ ،[a, b] روی g پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع ه��ر ب��رای و پ��ی��وس��ت��ه [a, b] روی f ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١١

.f = ۰ آن��گ��اه

ری��م، م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در زی��ر ض��اب��ط��ه ب��ا را [۰,۱] روی f ت��اب��ع .١٢

f(x) =


۱

q
(p, q) = ۱ و x =

p

q
اگ��ر

۰ ب��اش��د اص��م x اگ��ر

.
∫ ۱

۰
f(x)dx = ۰ ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در

ن��ب��اش��د. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر آن��ه��ا ت��رك��ی��ب ك��ه ب��زن��ی��د م��ث��ال ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر ت��اب��ع دو .١٣

ن��ب��اش��ن��د. ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر خ��ودش��ان ام��ا ب��اش��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر آن��ه��ا م��ج��م��وع ك��ه ب��زن��ی��د م��ث��ال ت��اب��ع دو .١۴

آن��گ��اه ب��اش��ن��د ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر [a, b] روی g و f اگ��ر ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١۵(∫ b

a
f(x)g(x)dx

)۲

≤
(∫ b

a
f۲(x)dx

)(∫ b

a
g۲(x)dx

)
.

ن��م��ائ��ی��د. ت��ب��دی��ل م��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال��ه��ای ب��ه را زی��ر ح��دود .١۶

ال��ف)

lim
n→∞

(
۱

n
+

۱

n+ ۱
+ · · ·+ ۱

n+ n

)
ب)

lim
n→∞

(
n

n۲ + ۱
+

n

n۲ + ۲۲ + · · ·+ n

n۲ + ۴n۲

)
ج)

lim
n→∞

۱

n

(√
۱

n
+

√
۲

n
+ · · ·+

√
n

n

)

د)

lim
n→∞

(
n

(n+ ۱)۲
+

n

(n+ ۲)۲
+ · · ·+ n

(n+ n)۲

)



ان��ت��گ��رال .١٠ ف��ص��ل ٣۶٧

ك��ن��ی��د ث��اب��ت .١٧

ال��ف)

lim
n→∞

(
۱

n۲
+

۲

n۲
+ · · ·+ n− ۱

n۲

)
=

۱

۲

ب)

lim
n→∞

(
n

n۲ + ۱
+

n

n۲ + ۲۲ + · · ·+ n

n۲ + n۲

)
=

π

۴

�ل �ب� ق� �ت �م� �س� ق� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ا �ی� �ان� ث� ،
۲n∑

k=n+۱

۱

k
=

۲n∑
m=۱

(−۱)m+۱

m
�ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �را �ق� �ت� اس� �ا ب� اولا .١٨

ب��ن��وی��س��ی��د. م��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال ی��ك ص��ورت ب��ه را lim
n→∞

۲n∑
m=۱

(−۱)m+۱

m
م��س��ال��ه

ب��ی��اب��ی��د. را lim
n→∞

n∑
k=۱

kn۲

(n۲ + k۲)۲
.١٩

ب��ی��اب��ی��د. را زی��ر ت��واب��ع م��ش��ت��ق .٢٠

(ال��ف)

F (x) =

∫ (∫ x

۱
sin۳ tdt

)
a

۱

۱ + sin۶ t+ t۲
dt

آن در ك��ه F (x) =

∫ x

۰
f(t)dt ب)

f(x) =

 ۱ (n ∈ N ب��رای ) x =
۱

n
اگ��ر

۰ ای��ن�ص��ورت غ��ی��ر در

آن در ك��ه F (x) =

∫ x

۰
f(t)dt ج)

f(x) =


۰ x ≤ ۰ اگ��ر

۱

[ ۱
x ]

x ≥ ۰ اگ��ر
.

ب��ی��اب��ی��د. را
(
F−۱

)′
(x) ،F (x) =

∫ x

۱

۱

t
dt ف��رض ب��ا .٢١



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣۶٨

ب��ی��اب��ی��د. را
(
F−۱

)′
(x) ،F (x) =

∫ x

۱

۱√
۱ − t۲

dt ف��رض ب��ا .٢٢

.f(x) =
∫ x

۰
(۱ + sin(sin t))dt ك��ه وق��ت��ی

(
f−۱

)′
(۰) اس��ت م��ط��ل��وب .٢٣

.
∫ ∞

۰
f(x)dx اس��ت م��ط��ل��وب f(x) =


۱√
x

۰ ≤ x ≤ ۱

۱

x۲
x ≥ ۱

ك��ن��ی��د ف��رض .٢۴

واگ��راس��ت. r ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای
∫ ∞

۰
xrdx ده��ی��د ن��ش��ان .٢۵



١١ ف��ص��ل

آن ب��ه واب��س��ت��ه ت��واب��ع و ل��گ��اری��ت��م

ت��واب��ع ن��م��ائ��ی، ت��اب��ع ری��ت��م، ل��گ��ا ت��اب��ع ری��ف ت��ع�� ان��ت��گ��رال، و دی��ف��ران��س��ی��ل ح��س��اب اس��اس��ی ق��ض��ی��ه اس��ت��ف��اده م��وارد از ی��ك��ی
(a > ۰) a م��ب��ن��ای در ری��ت��م ل��گ��ا و ط��ب��ی��ع��ی ری��ت��م ل��گ��ا ت��اب��ع اس��ت. ه��ذل��ول��ی ت��واب��ع و ت��وان��ی

از �ت اس� �ارت �ب� ع� �م �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� ln �اد �م� ن� �ا ب� �ه ك� را �ی �ع� �ی� �ب� ط� �م �ت� ری� �ا �گ� ل� �ع �اب� ت� .١.١.١١ �ف �ری� �ع� ت�

�ازه�ی درب�
۱

t
�ع �اب� ت� �ون چ� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت� .ln(x) =

∫ x

۱

dt

t
�ف ری� � �ع� ت� �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� ln : (۰,∞) → R

س��ای��ر اس��ت. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��اب��ع��ی و م��وج��ود x > ۰ ه��ر ب��رای lnx اس��اس��ی، ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا اس��ت پ��ی��وس��ت��ه (۰,∞)

م��ی�ن��م��ائ��ی��م. ل��ی��س��ت زی��ر در آن�را خ��واص

ط��ب��ی��ع��ی). ری��ت��م ل��گ��ا ت��اب��ع (خ��واص ٢.١.١١ ق��ض��ی��ه

ln۱ = ۰ (ال��ف)

م��ی�ب��اش��د x ح��س��ب م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��اب��ع��ی u آن در ك��ه (ln(u(x)))′ = u′(x)
u(x) و (lnx)′ = ۱

x (ب)

y و x م��ث��ب��ت ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (ج)
ln(x.y) = lnx+ ln y

x م��ث��ب��ت ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (د)

ln
۱

x
= − lnx

y و x م��ث��ب��ت ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (ه)

ln

(
x

y

)
= lnx− ln y

٣۶٩



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٧٠

r گ��وی��ای ع��دد ه��ر ب��رای (ر)
ln(xr) = r lnx

واض��ح زن��ج��ی��ری ق��اع��ده و اس��اس��ی ق��ض��ی��ه و ان��ت��گ��رال خ��واص ب��ه ت��وج��ه ب��ا (ب) و (ال��ف) خ��واص ب��ره��ان اث��ب��ات.
اس��ت

چ��ون ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ث��اب��ت و دل��خ��واه م��ث��ب��ت ح��ق��ی��ق��ی ع��ددی y ف��رض (ج)
d ln(yx)

dx
=

y

yx
=

۱

x
=

d lnx

dx

�م ری� �ذا �گ� ب� ۱ �دد ع� x �ج��ای ب� �ر اگ� �ال ح� ln(yx) = lnx+ c �ه ك� اس��ت �ود �وج� م� c �اب��ت ث� �دد ع� �رای��ن �اب� �ن� ب�
ری��م دا

ln y = ln۱ + c = c

ln(yx) = lnx+ ln y ن��ت��ی��ج��ه در

ری��م دا x > ۰ ه��ر ب��رای (ج) و (ال��ف) ب��ه ت��وج��ه ب��ا (د)

۰ = ln۱ = ln(x.
۱

x
) = lnx+ ln

۱

x

ln ۱
x = − lnx ن��ت��ی��ج��ه در

اس��ت. واض��ح (د) و (ج) ب��ه ت��وج��ه ب��ا (ه)

ری��م دا x > ۰ ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د دل��خ��واه گ��وی��ای ع��دد ی��ك r ك��ن��ی��د ف��رض (ر)
d(r lnx)

dx
=

rd lnx

dx
=

r

x
=

rxr−۱

xr
=

d(lnxr)

dx

ك��ه اس��ت م��وج��ود c ث��اب��ت ع��دد ب��ن��اب��رای��ن
r lnx = lnxr + c

ری��م دا ده��ی��م ق��رار ۱ ع��دد x ب��ج��ای اگ��ر ح��ال
r ln۱ = ln۱ + c

ب��ن��اب��رای��ن c = ۰ ی��ع��ن��ی ۰ = ۰ + c ی��ا و
lnxr = r lnx

�ر �پ� ن� �دد ع� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �م �ت� ری� �ا �گ� ل� �ه �ای� پ� و اس��ت �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ام �م� ت� �م �ت� ری� �ا �گ� ل� �ع �اب� ت� �رد �ب �ه ك� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ون �ن� اك�
اس��ت.



آن ب��ه واب��س��ت��ه ت��واب��ع و ری��ت��م ل��گ��ا .١١ ف��ص��ل ٣٧١

.٣.١.١١ ق��ض��ی��ه

lim
x→+∞

lnx = +∞ (ال��ف)

lim
x→۰+

lnx = −∞ (ب)

�دا �ی� اك� �ی �ع� �اب� ت� �م �ت� ری� �ا �گ� ل� �ع �اب� ت� �س پ� (lnx)′ = ۱
x > ۰ �ون چ� (ب)٢.١.١١ �ه �وج� ت� �ا ب� (ال��ف) اث��ب��ات.

�س پ� lim
x→+∞

lnx ̸= +∞ �ر اگ� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ی �ع� �اب� ت� [۱,∞) �ر ب� �ون چ� و �ت اس� �ودی �ع� ص�
M م��ث��ب��ت ع��دد ح��د، ری��ف ت��ع�� ب��ه ب��ن��ا ϵ = ۱ ب��رای ص��ورت درای��ن خ��ل��ف) (ف��رض lim

x→+∞
lnx = a

آن��گ��اه x > M اگ��ر x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود
|lnx− a|< ۱

�رای ب� �ال ح� |lnx|< ۱ + |a| �ا ی� و |lnx|−|a|< ۱ �ث �ل� �ث� م� �اوی �س� �ام� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �س پ�
|ln۲n|< ۱ + |a| �ن �رای� �اب� �ن� ب� ۲n > M �اه �گ� آن� ،n > N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر اگ� N = [M ] + ۱

�س پ� �ت اس� �ودی �ع� ص� �دا �ی� اك� �م �ت� ری� �ا �گ� ل� �ع �اب� ت� و ln۱ = ۰ �ون چ� و n ln۲ < ۱ + |a| �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و
�ه ك� اس��ت �ن��ی �ع� �ن�م� �دی� ب� ای��ن n < ۱+|a|

ln ۲ �م ری� دا n > N �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� ،ln۲ > ۰

ی��ع��ن��ی اس��ت ب��اط��ل خ��ل��ف ف��رض ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ك ك��ه ه��س��ت��ن��د ك��ران��دار ب��الا از �ب��ی��ع��ی ط� اع��داد
اس��ت. ش��ده ك��ام��ل (ال��ف) ق��س��م��ت اث��ب��ات

ری��م دا ٢.١.١١ (د) ق��ض��ی��ه و ح��د ف��ص��ل در ١٢.۴.۴ ق��ض��ی��ه (ال��ف)، ق��س��م��ت ب��ه ت��وج��ه ب��ا (ب)

lim
x→۰+

lnx = lim
x→+∞

ln
۱

x
= − lim

x→+∞
lnx = −∞

ب��ن��ا اس��ت پ��ی��وس��ت��ه و ص��ع��ودی اك��ی��دا ت��اب��ع��ی ری��ت��م ل��گ��ا ت��اب��ع ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا و ف��وق ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا اك��ن��ون
در lnE = ۱ �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� E > ۱ �رد ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �دد ع� �ی �گ� �ت� �وس� �ی� پ� �ل �ص� ف� در �ی �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب�

م��ی�ك��ن��ی��م ی��ادآوری E = e م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ب��ع��د ق��ض��ی��ه

e = lim
n→∞

(
۱ +

۱

n

)n

اس��ت. e ن��پ��ر ع��دد ط��ب��ی��ع��ی ری��ت��م ل��گ��ا پ��ای��ه .۴.١.١١ ق��ض��ی��ه

d lnx
dx = ۱

x ه��ر ب��رای (ب)٢.١.١١، ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا چ��ون اث��ب��ات.
۱

x
= lim

h→۰

ln(x+ h)− lnx

h



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٧٢

ری��م دا x = ۱ ب��رای ن��ت��ی��ج��ه در

۱ = lim
h→۰

ln(۱ + h)− ln۱

h
= lim

h→∞

ln(۱ + h)

h

= lim
h→۰+

+
ln(۱ + ۱

h)
۱
h

ری��م دا ح��د ف��ص��ل در ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا اك��ن��ون

۱ = lim
x→+∞

ln۱ +
۱

x
۱

x

ری��م دا دن��ب��ال��ه ف��ص��ل در ٨.١.٩ ت��ذک��ر ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در و

۱ = lim
n→∞

(
n ln

(
۱ +

۱

n

))
= lim

n→∞
ln

(
۱ +

۱

n

)n

ری��م دا ری��ت��م ل��گ��ا ت��اب��ع پ��ی��وس��ت��گ��ی و (ر) ٢.١.١١ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در و
۱ = ln e

e = E پ��س اس��ت ی��ك ب��ه ی��ك �ت��م ری� ل��گ��ا �اب��ع ت� چ��ون و ln e = lnE پ��س ،۱ = lnE ك��ه �ی��م �ت� داش� ط��رف��ی از
ln e = ۱ ب��ن��اب��رای��ن

ل��گ��اری��ت��م ت��اب��ع ن��م��ودار ٢.١١

آن ب��رد و �ع��ودی ص� �ی��دا اك� �ت��ه، �ی��وس� پ� �ع��ی �اب� ت� �م �ت� ری� �ا ل��گ� �اب��ع ت� �ه ك� �م ری� دا ٢.١.١١ �ی��ه ق��ض� و ٣.١.١١ �ی��ه ق��ض� �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب�

�ت �م� س� �ه ب� �ر �ع� �ق� م� �واره �م� ه� �ع �اب� ت� �ن ای� پ��س
d۲ lnx

dx۲
= − ۱

x۲
< ۰ �ون چ� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� اس��ت. �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ام �م� ت�

م��ی�ب��اش��د. آن ق��ائ��م م��ج��ان��ب ی��ك ه��ا y م��ح��ور ك��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان (ب) ٣.١.١١ ق��ض��ی��ه ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت. پ��ای��ی��ن

loga �اد �م� ن� �ا ب� �ه ك� را a �ای �ن� �ب� م� در �م �ت� ری� �ا �گ� ل� �ورت �ص� �ن� ای� در a ̸= ۱ و a > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١.٢.١١ �ری��ف �ع� ت�

�ن ای� در loga x =
lnx

ln a
�ف ری� � �ع� ت� �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� loga : (۰,∞) → R از �ت اس� �ارت �ب� ع� �م �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن�

، �ف ری� � �ع� ت� �وزه ح� �ا ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ی �ع� �اب� ت� a �ای �ن� �ب� م� در �م �ت� ری� �ا �گ� ل� �ع �اب� ت� �ت اس� �ن روش� �ف ری� � �ع� ت� از �ه �ك� �ان� �ن� �چ� �م� ه� �ورت ص�
۰ < a < ۱ �ر اگ� �ی �زول� ن� �دا �ی� اك� ،a > ۱ �ر اگ� �ودی �ع� ص� �دا �ی� اك� و loga a = ۱ �ه ك� �ت اس� R �رد �ب و (۰,∞)

م��ی�ك��ن��ی��م. ل��ی��س��ت زی��ر در را آن خ��واص س��ای��ر

۱ ̸= a > ۰ م��ب��ن��ای در ل��گ��اری��ت��م خ��واص .٢.٢.١١ ق��ض��ی��ه

log۱
a = ۰ (ال��ف)



آن ب��ه واب��س��ت��ه ت��واب��ع و ری��ت��م ل��گ��ا .١١ ف��ص��ل ٣٧٣

م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��اب��ع��ی u(x) آن در ك��ه (loga(u(x)))′ =
u′(x)

(ln a)u(x)
و (loga x)′ =

۱

(ln a)x
(ب)

اس��ت.

y و x م��ث��ب��ت اع��داد ج��ف��ت ه��ر ب��رای (ج)
loga(xy) = loga x+ logay

x م��ث��ب��ت ع��دد ه��ر ب��رای (د)

loga
۱

x
= − loga x

y و x م��ث��ب��ت ع��دد دو ه��ر ب��رای (ذ)
loga

x

y
= loga x− loga y

r گ��وی��ای ع��دد ه��ر ب��رای (ر)
loga x

r = rlogax

ه��ر ب��رای آن��گ��اه b > ۰ اگ��ر (ز)

loga x =
logb x

logb a

�ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت� اس��ت. واض��ح a �ن��ای �ب� م� در �م �ت� ری� �ا �گ� ل� ری��ف � �ع� ت� و �ل��ی �ب� ق� �ای �ای� ق��ض� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �وق ف� �ه �ی� �ض� ق� �ب��ات اث�
�ی �ع� �اب� ت� a �ای �ن� �ب� م� در �م �ت� ری� �ا �گ� ل� �ع �اب� ت� �اه �گ� آن� ۰ < a < ۱ �ه ك� �ی �ت� �ال� ح� در �س پ� ،(loga x)′′ = −۱

(ln a)x۲ < ۰

پ��ای��ی��ن س��م��ت ب��ه م��ق��ع��ر و ص��ع��ودی اك��ی��دا ت��اب��ع��ی a > ۱ ك��ه ح��ال��ت��ی در و اس��ت ب��الا س��م��ت ب��ه م��ق��ع��ر و ن��زول��ی اك��ی��دا
م��ی�ك��ن��ی��م رس��م م��خ��ت��ل��ف ه��ای a ب��رای زی��ر در آن��را ن��م��ودار a > ۱ ح��ال��ت در ك��ه اس��ت

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-15

-10

-5

5

.log۱٫۲ x ت��اب��ع ن��م��ودار (ه�)

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

.log۰٫۲ x ت��اب��ع ن��م��ودار (د)

.a م��خ��ت��ل��ف م��ق��ادي��ر ب��راي loga x ت��اب��ع ن��م��ودار :١.١١ ش��ک��ل
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ن��م��ائ��ی ت��اب��ع ٣.١١

م��ع��ك��وس ت��اب��ع پ��س اس��ت پ��وش��ا و ی��ك ب��ه ی��ك ت��اب��ع��ی R ب��ه (۰,∞) ، از ط��ب��ی��ع��ی ری��ت��م ل��گ��ا ت��اب��ع ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا
ن��ام��ن��د. ن��م��ائ��ی ت��اب��ع آن��را ك��ه اس��ت ری��ف ت��ع�� ق��اب��ل آن

ری��ت��م ل��گ��ا ت��اب��ع م��ع��ك��وس ت��اب��ع از ع��ب��ارت م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش exp ن��م��اد ب��ا ف��ع��لا ك��ه را ن��م��ائ��ی ت��اب��ع .١.٣.١١ ت��ع��ری��ف
ری��م دا اس��ت.ب��ن��اب��رای��ن ط��ب��ی��ع��ی

exp : R → (۰,+∞)

و x > ۰ ،exp lnx = x ب��رای ك��ه اس��ت ص��ع��ودی �ی��دا اك� و �ت��ه �ی��وس� پ� پ��وش��ا، ی��ك، ب��ه ی��ك ت��اب��ع��ی ن��م��ائ��ی ت��اب��ع و
ن��س��ب��ت ان��ع��ك��اس��ی خ��اص��ی��ت ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��م��ائ��ی ت��اب��ع ن��م��ودار ه��م��چ��ن��ی��ن .x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ln expx = x

از اس��ت ع��ب��ارت س��وم و اول رب��ع ن��ی��م��س��از ب��ه

اس��ت. س��وم و اول رب��ع ن��ي��م��س��از ب��ه ن��س��ب��ت ln(x) ت��اب��ع ن��م��ودار ري��ن��ه�ی ق�� exp(x) ت��اب��ع ن��م��ودار :٢.١١ ش��ک��ل

ش��ده�ان��د. ل��ی��س��ت زی��ر ق��ض��ی��ه در ن��م��ائ��ی ت��اب��ع خ��واص س��ای��ر

.٢.٣.١١ ق��ض��ی��ه

x ع��دد ه��ر ب��رای (ال��ف)
exp(۰) = ۱, expx > ۰

y و x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (ب)
exp(x+ y) = (expx)(exp y)

yو x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (ج)

exp(x− y) =
exp(x)

exp(y)
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�ت��ق�پ��ذی��ر م��ش� �اب��ع��ی ت� u آن در ك��ه (exp(u(x)))′ = u′(x) exp(u(x)) و (expx)′ = expx (د)
اس��ت.

r گ��وی��ای ع��دد ه��ر ب��رای (ذ)
exp(r) = er

�وق ف� �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �ت اس� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �م �ت� ری� �ا �گ� ل� �ع �اب� ت� �س �ك� ع� �ی �ائ� �م� ن� �ع �اب� ت� �ه �ك� �ن� ای� و ۶.١.۶ �ه �ی� �ض� ق� �ه �وج� ت� �ا ب� اث��ب��ات.
م��ی�آی��د. ب��دس��ت س��ادگ��ی ب��ه ۴.٢.۶ ق��ض��ی��ه م��ع��ك��وس ت��اب��ع م��ش��ت��ق ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��ی��ز (ذ) م��ورد و اس��ت واض��ح

و اس��ت er ب��راب��ر r ن��ق��ط��ه در ن��م��ائ��ی ت��اب��ع م��ق��دار گ��وی��ا اع��داد ب��رای ك��ه (ذ) م��ورد ب��ه ت��وج��ه ب��ا .٣.٣.١١ ق��رارداد
�داد اع� �ام �م� ت� روی �ردی ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �ع �ی� �وس� ت� دارای �ا �وی� گ� �داد اع� روی �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �اب� ت� �ر ه� �ه ك� �ه �ت� �ك� ن� �ن ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
exp(x) ن��م��ای ب��ج��ای اك��ن��ون، ه��م از ب��ب��ی��ن��ی��د) را پ��ی��وس��ت��گ��ی ف��ص��ل در ١٣.۶.۵ ش��ده ح��ل (م��س��ئ��ل��ه اس��ت ح��ق��ی��ق��ی
ک��رد. ب��ازن��وی��س��ی م��ی�ت��وان زی��ر ص��ورت ب��ه را ق��ض��ی��ه م��وارد ج��دی��د ن��م��ادگ��ذاری ب��ا ك��ه م��ی�ك��ن��ی��م اس��ت��ف��اده ex ن��م��اد از

e۰ = ۱ و ex > ۰, x ، ه��ر ب��رای (ال��ف)
e(x+y) = ex.ey

yو x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (ب)

e(x−y) =
ex

ey

y و x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (ج)

ب��ه �ن��ون اك� اس��ت. x ح��س��ب ب��ر �ت��ق�پ��ذی��ر م��ش� ت��اب��ع��ی u ك��ه
(
eu(x)

)′
= u′(x)eu(x) و (ex)′ = ex (د)

م��ی�پ��ردازی��م. ت��وان��ی ت��اب��ع ری��ف ت��ع��

ن��م��ای��ش ax ن��م��اد ب��ا ك��ه را a پ��ای��ه ب��ه ت��وان��ی ت��اب��ع ص��ورت ای��ن در ۱ ̸= a > ۰ �ی��د �ن� ك� ف��رض .۴.٣.١١ ت��ع��ری��ف
�ع��ی �اب� ت� �واره �م� ه� a �ای��ه پ� �ه ب� �وان��ی ت� �ع �اب� ت� �رای��ن �اب� �ن� ب� .a �ن��ای �ب� م� در �ت��م ری� �ا �گ� ل� �ع �اب� ت� �ك��وس �ع� م� از اس��ت �ب��ارت ع� �م �ی� م��ی�ده�
ص��ع��ودی اك��ی��دا ت��اب��ع��ی a > ۱ ب��رای ك��ه اس��ت ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ت��م��ام آن ری��ف ت��ع�� ح��وزه ك��ه اس��ت ی��ك ب��ه ی��ك م��ث��ب��ت،

اس��ت. ۱ ث��اب��ت ت��اب��ع a = ۱ ب��رای و ن��زول��ی اك��ی��دا ت��اب��ع��ی ۰ < a < ۱ ب��رای و

م��ی�ده��د. ن��ش��ان a م��خ��ت��ل��ف ح��الات ب��رای را ت��اب��ع ای��ن ن��م��ودار زی��ر ش��ك��ل
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.۲x ت��اب��ع ن��م��ودار (آ)

.a م��خ��ت��ل��ف م��ق��ادي��ر ب��رای ax ت��اب��ع ن��م��ودار :٣.١١ ش��ک��ل

ش��ده�ان��د. ل��ی��س��ت زی��ر ق��ض��ی��ه در a پ��ای��ه ب��ه ت��وان��ی ت��اب��ع خ��واص س��ای��ر

.۵.٣.١١ ق��ض��ی��ه

x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ب��رای (ال��ف)
ax = ex ln a

x دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (ب)
a۰ = ۱, ax > ۰

y و x دل��خ��واه ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو ه��ر ب��رای (ج)

ax+y = ax.ay, ax−y =
ax

ay
, (ax)y = axy

آن��گ��اه ب��اش��ن��د م��ث��ب��ت ح��ق��ی��ق��ی ع��دد دو b و a اگ��ر (د)
(ab)x = ax.bx

اس��ت. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ت��اب��ع��ی u آن در ك��ه
(
au(x)

)
= u′(x) ln aau(x) و (ax)′ = ln a(ax) (ذ)

دارد م��ط��اب��ق��ت گ��وی��ا ع��دد ی��ك ت��وان ب��ه a ق��ب��ل��ی ری��ف ت��ع�� ب��ا ax اخ��ی��ر ری��ف ت��ع�� آن��گ��اه ب��اش��د گ��وی��ا ع��ددی x اگ��ر (ر)

واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه و اس��ت س��اده م��ع��ك��وس ت��اب��ع خ��واص و ۶.١.۶ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ق��ض��ی��ه ای��ن ب��ره��ان اث��ب��ات.
م��ی�ش��ود.

از ت��وس��ی��ع��ی ،a پ��ای��ه ب��ه ت��وان��ی ت��اب��ع ك��ه اس��ت واق��ع��ی��ت ای��ن ب��ی��ان��گ��ر ف��وق ق��ض��ی��ه در (ر) م��ورد ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه
ب��ود. ش��ده ری��ف ت��ع�� گ��وی��ا اع��داد ت��م��ام ب��رای ق��ب��لا ك��ه اس��ت اع��داد م��ع��م��ول��ی رس��ان��دن ت��وان ب��ه
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�م��وع��ه �رم��ج� زی� �ر ه� روی �ت��ه �ی��وس� پ� �ع �اب� ت� �ر ه� �ه ك� �م �ی� م��ی�دان� �ا �ه�ه� �ال� �ب� دن� ف��ص��ل در ٧.۴.٩ �ی��ج��ه �ت� ن� �ه ب� �ا �ن� ب� .۶.٣.١١ �ب��ص��ره ت�
ری��ف � �ع� ت� �ر �گ� دی� روش پ��س اس��ت �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ام �م� ت� �ه ب� �ردی ف� �ه ب� �ر �ص� �ح� �ن� م� �ع �ی� �وس� ت� دارای �ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� �ال �گ� چ�
و �د �ن� �ت� �س� ه� �ال �گ� چ� �ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� در �ا �وی� گ� �داد اع� �ون چ� �ه ك� اس��ت �ی��ت �ع� واق� ای��ن از �اده �ف� �ت� اس� a �ه �ای� پ� �ه ب� �ی �وان� ت� �ع �اب� ت�
در ٧.۴.٩ �ه �ج� �ی� �ت� (ن� �د �اش� ب� �را �گ� �م� ه� آن �م��ت س� �ه ب� �ه ك� �د دارن� �ود وج� �ا �وی� گ� �داد اع� از �ه�ای �ال� �ب� دن� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ر ه� �رای ب�
�ع �اب� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� را (a > ۰)a �ای �ن� �ب� م� در �م �ت� ری� �ا �گ� ل� �ع �اب� ت� �وان �ی�ت� م� �ب �ی� �رت� ت� �ن �دی� ب� �ه ك� �د) �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را �ا �ه�ه� �ال� �ب� دن� �ل �ص� ف�
و a = e ك��ه اس��ت خ��اص��ی ح��ال��ت ن��م��ائ��ی ت��اب��ع ص��ورت ای��ن در ك��ه اس��ت ت��وج��ه ق��اب��ل ن��م��ود. ری��ف ت��ع�� آن م��ع��ك��وس
در ری��ت��م ل��گ��ا ت��اب��ع ن��م��ائ��ی، ت��اب��ع ،a پ��ای��ه ب��ه ت��وان��ی ت��اب��ع ری��ف ت��ع�� ب��ود. خ��واه��د آن م��ع��ك��وس ت��اب��ع ط��ب��ی��ع��ی ری��ت��م ل��گ��ا ت��اب��ع

م��ی�ن��م��ائ��ی��م. ت��وص��ی��ه خ��وان��ن��ده ب��ه را روش ای��ن ب��ه آن��ه��ا خ��واص اس��ت��خ��راج و ط��ب��ی��ع��ی ری��ت��م ل��گ��ا ت��اب��ع و a م��ب��ن��ای

.f(x) = xx م��ش��ت��ق اس��ت م��ط��ل��وب .٧.٣.١١ م��ث��ال

ری��م: دا ۵.٣.١١(د) ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در f(x) = ex lnx ری��م دا ۵.٣.١١(ال��ف) ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.
f ′(x) = (x lnx)′ex lnx = (۱ + lnx)xx

.f(x) = xx
x ت��اب��ع م��ش��ت��ق اس��ت م��ط��ل��وب .٨.٣.١١ م��ث��ال

ری��م دا ۵.٣.١١(ذ) ب��ه ب��ن��ا ب��ن��اب��رای��ن ری��م دا ۵.٣.١١(ال��ف) ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

f ′(x) = (xx lnx)′f(x) = ex
x lnx =

(
(xx)′ lnx+

xx

x

)
xx

x

=
(
(۱ + lnx)xx lnx+ xx−۱

)
xx

x

ن��م��وده�ای��م) اس��ت��ف��اده ق��ب��ل م��ث��ال از آخ��ر ت��س��اوی (در

. lim
x→۰+

xsinx اس��ت م��ط��ل��وب .٩.٣.١١ م��ث��ال

ری��م دا پ��س اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ن��م��ائ��ی ت��اب��ع ای��ن��ك��ه و ۵.٣.١١(ال��ف) ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

lim
x→۰+

= xsinx = lim
x→۰+

esinx lnx = e
lim

x→۰+
sinx lnx

�ت��ف��اده اس� ب��رای �ن��اب��رای��ن ب� دارد وج��ود اب��ه��ام �ال��ت ح� پ��س ، lim
x→۰+

lnx = −∞ و lim
x→۰=

sinx = ۰ چ��ون ام��ا

ص��ورت ای��ن در م��ی�ن��وی��س��ی��م
lnx

cscx
ص��ورت ب��ه ی��ع��ن��ی lnx

۱
sin x

ص��ورت ب��ه را sinx lnx اب��ت��دا ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده از
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ری��م دا ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده ب��ه ب��ن��ا

sinx lnx = lim
x→۰+

lnx

cscx
= lim

x→۰+

۱
x

−cscxcotx

= − lim
x→۰+

sinx

x
. tanx = − lim

x→۰+

sinx

x
. lim
x→۰

tanx = (−۱)(۰) = ۰

پ��س
lim
x→۰+

xsinx = e۰ = ۱.

.١٠.٣.١١ ق��ض��ی��ه
lim
x→۰

(۱ + x)
۱
x = e.

ری��م دا اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی ن��م��ائ��ی ت��اب��ع ای��ن��ك��ه و ۵.٣.١١ (ال��ف) ب��ه ت��وج��ه ب��ا اث��ب��ات.

lim
x→۰

(۱ + x)
۱
x = lim

x→۰
e

ln(۱+x)
x = e

lim
x→۰

ln(۱+x)
x

ری��م دا ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده ب��ه ت��وج��ه ب��ا پ��س lim
x→۰

ln(۱ + x) = lim
x→۰

x = ۰ چ��ون و

lim
x→۰

ln(۱ + x)

x
= lim

x→۰

۱

۱ + x
۱

= lim
x→۰

۱

۱ + x
= ۱

.lim
x→۰

(۱ + x)
۱
x = e ن��ت��ی��ج��ه در

.١١.٣.١١ ن��ت��ی��ج��ه
lim

x→+∞
(۱ +

۱

x
)x = e.

ری��م دا ق��ب��ل ق��ض��ی��ه و ح��د ف��ص��ل در ١٢.۴.۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا اث��ب��ات.

lim
x→+∞

(۱ +
۱

x
)x = lim

x→۰+
(۱ + x)

۱
x = e.

ه��ذل��ول��ی ت��واب��ع ۴.١١

�ه �ت� �س� �ای� ش� �ه ك� �م ری� دا �ار ك� و �ر س� e−x و ex �ع �واب� ت� از �ی �ن� �ی� �ع� م� �ات �ب� �ی� �رك� ت� �ا ب� آن �ای �رده� �ارب� ك� و �ات �ی� �اض� ری� در �ل��ب اغ�
ب��ا آن��ه��ا راب��ط��ه و ه��س��ت��ن��د م��ث��ل��ث��ات��ی ت��واب��ع ه��م��ان��ن��د آن��ه��ا م��خ��ت��ل��ف، ص��ور ب��ه گ��ردد. ات��لاق خ��اص��ی اس��ام��ی آن��ه��ا ب��ه اس��ت
�ی �ول� �ذل� ه� �ع �واب� ت� را �ا �ه� آن� �ه ك� اس��ت �ه��ت ج� �ن �دی� ب� �د. دارن� �ره دای� �ا ب� �ی �ات� �ث� �ل� �ث� م� �ع �واب� ت� �ه ك� اس��ت �ه�ای �ط� راب� �ان �م� ه� �ی �ول� �ذل� ه�
زی��ر در ك��ه ه��س��ت��ن��د ری��ف ت��ع�� ق��اب��ل و.. ه��ذل��ول��ی ك��س��ی��ن��وس ه��ذل��ول��ی، س��ی��ن��وس ت��اب��ع م��ث��ل��ث��ات��ی، ت��واب��ع م��ش��اب��ه ك��ه ن��ام��ن��د

م��ی�پ��ردازی��م آن��ه��ا ری��ف ت��ع�� ب��ه



آن ب��ه واب��س��ت��ه ت��واب��ع و ری��ت��م ل��گ��ا .١١ ف��ص��ل ٣٧٩

.١.۴.١١ ت��ع��ری��ف

از اس��ت ع��ب��ارت ه��ذل��ول��ی س��ی��ن��وس ت��اب��ع (ال��ف)

sinhx =
ex − e−x

۲

از اس��ت ع��ب��ارت ه��ذل��ول��ی ك��س��ی��ن��وس ت��اب��ع (ب)

coshx =
ex + e−x

۲

از اس��ت ع��ب��ارت ه��ذل��ول��ی ت��ان��ژان��ت (ج)

tanhx =
sinhx

coshx

از اس��ت ع��ب��ارت ه��ذل��ول��ی ك��ت��ان��ژان��ت (د)

cothx =
coshx

sinhx

از اس��ت ع��ب��ارت ه��ذل��ول��ی س��ك��ان��ت (ذ)

cschx =
۱

coshx

از اس��ت ع��ب��ارت ه��ذل��ول��ی كُ��س��ك��ان��ت (ر)

cschx =
۱

sinhx

اس��ت. ش��ده رس��م ه��ذل��ول��ی ك��س��ی��ن��وس و ه��ذل��ول��ی س��ی��ن��وس ن��م��ودار زی��ر در
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.sinh(x) ت��اب��ع ن��م��ودار (آ)

.cosh(x) و sinh(x) ت��واب��ع ن��م��ودار :۴.١١ ش��ک��ل



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٨٠

م��ی�ك��ن��ی��م. ب��ی��ان را آن��ه��ا اه��م زی��ر در ك��ه م��ی�ك��ن��ن��د ص��دق م��ث��ل��ث��ات��ی ت��واب��ع ب��ه ش��ب��ی��ه رواب��ط��ی در ه��ذل��ول��ی ت��واب��ع

.٢.۴.١١ ق��ض��ی��ه

.١
cosh(۰) = ۱, sinh(۰) = ۰

.٢
cosh(−x) = coshx, sinh(−x) = − sinhx

.٣
sech۲x = ۱ − tanh۲ x, cosh۲ x− sinh۲ x = ۱

.۴
(tanhx)′ = sech۲x, (coshx)′ = sinhx, (sinhx)′ = coshx

.۵
(cschx)′ = −sechx tanhx

.۶
sinh۲x = ۲ sinhx coshx, sinh(x+ y) = sinhx cosh y + sinh y coshx

.٧
cosh(x+ y) = coshx cosh y + sinhx sinh y

.٨
sinh۲ x =

cosh۲x− ۱

۲
, cosh۲ x =

۱ + cosh۲x

۲

.٩
sinhx− sinh y = ۲ cosh

x+ y

۲
sinh

x− y

۲

.١٠
coshx− cosh y = ۲ sinh

x+ y

۲
sinh

x− y

۲

.١١
(nϵN)(sinhx+ coshx)n = sinh(nx) + cosh(nx), sinhx+ coshx = ex



آن ب��ه واب��س��ت��ه ت��واب��ع و ری��ت��م ل��گ��ا .١١ ف��ص��ل ٣٨١

اس��ت ص��ع��ودی اك��ی��دا (۰,∞) ب��ر cosh ت��اب��ع ح��ال��ی��ك��ه در اس��ت ص��ع��ودی اك��ی��دا R ب��ر sinh ت��اب��ع .١٢

coshx ≥ ۱, x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای .١٣

.١۴
lim
x→۰

sinhx

x
= ۱

خ��وان��ن��دگ��ان ب��ه آن�را ك��ه ه��س��ت��ن��د ب��ررس��ی ق��اب��ل ن��م��ائ��ی ت��اب��ع خ��واص ب��ه م��راج��ع��ه ب��ا آس��ان��ی ب��ه ف��وق خ��واص اث��ب��ات.
م��ی�پ��ردازی��م. ه��ذل��ول��ی م��ع��ك��وس ت��واب��ع ب��ررس��ی ب��ه اك��ن��ون م��ی�ك��ن��ی��م. واگ��ذار

�ر زی� �ورت ص� �ه ب� �ی �ول� �ذل� ه� �ت �ژان� �ان� ت� و �ی �ول� �ذل� ه� �وس �ن� �ی� �س� ك� �ی، �ول� �ذل� ه� �وس �ن� �ی� س� �وس �ك� �ع� م� �ع �واب� ت� .٣.۴.١١ �ری��ف �ع� ت�
م��ی�ش��ون��د. ری��ف ت��ع��

sinh−۱ : R → R, cosh−۱ : (۱,∞) → (۰,∞), tanh−۱ : (−۱,۱) → R

م��ی�ب��اش��د. زی��ر ص��ورت ب��ه آن��ه��ا ن��م��ودار ك��ه
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.cosh−۱(x) ت��اب��ع ن��م��ودار (ب)
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.sinh−۱(x) ت��اب��ع ن��م��ودار (آ)

.cosh−۱(x) و sinh−۱(x) ت��واب��ع ن��م��ودار :۵.١١ ش��ک��ل

ب��ه �ا �ه� آن� م��ع��ك��وس ت��واب��ع اگ��ر ن��دارد �ب��ی ت��ع��ج� پ��س ش��ده�ان��د ری��ف ت��ع�� �ائ��ی �م� ن� �اب��ع ت� ح��س��ب ب��ر ه��ذل��ول��ی ت��واب��ع چ��ون
ب��اش��ن��د. ب��ی��ان ق��اب��ل ری��ت��م��ی ل��گ��ا ت��اب��ع ص��ورت

.۴.۴.١١ ق��ض��ی��ه

،x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان (ال��ف)
sinh−۱ x = ln(x+

√
x۲ + ۱)

،x ≥ ۱ ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (ب)
cosh−۱ x = ln(x+

√
x۲ − ۱)



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٨٢

،−۱ < x < ۱ ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای (ج)

tanh−۱ x =
۱

۲
ln

(
۱ + x

۱ − x

)
واگ��ذار �ن��ده �وان� خ� ب��ه را (ج) و (ب) �ب��ات اث� و �ب��ات اث� را (ال��ف) �ق��ط ف� �ا م� �ب��ات، اث� ب��ودن �ه �اب� م��ش� �ل��ت ع� ب��ه اث��ب��ات.

ص��ورت ای��ن در y = sinh−۱ x ك��ن��ی��د ف��رض م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای م��ی�ك��ن��ی��م.

x = sinh y =
ey − e−y

۲
⇒ e۲y − ۲xey − ۱ = ۰

ی��ا و ey = x+
√
x۲ + ۱ پ��س ey > ۰ چ��ون ك��ه ،ey =

۲x±
√

۴x۲ + ۴

۲
ب��ن��اب��رای��ن

y = ln
(
x+

√
x۲ + ۱

)

�ی �ول� �ذل� ه� �ع �واب� ت� �ون چ� �ه ك� �ت اس� �ه �وج� ت� �ل �اب� ق� �م. �ی� �ن� �ی�ك� م� �ی �ررس� ب� را �ی �ول� �ذل� ه� �وس �ك� �ع� م� �ع �واب� ت� �ق �ت� �ش� م� �ال ح�
م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ن��ی��ز آن��ه��ا م��ع��ك��وس ت��واب��ع م��ش��ت��ق، ف��ص��ل در م��ع��ك��وس ت��اب��ع م��ش��ت��ق ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س ه��س��ت��ن��د م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر

ب��ود. خ��واه��ن��د

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵.۴.١١ ق��ض��ی��ه

.١
(sinh−۱ x)′ =

۱√
۱ + x۲

.٢
(cosh−۱ x)′ =

۱√
x۲ − ۱

.٣
(tanh−۱ x)′ =

۱

۱ − x۲

.۴
(cosh−۱ x)′ =

−۱

|x|
√
x۲ + ۱

.۵
(sech−۱x)′ =

−۱

x
√

۱ − x۲

.۶
(coth−۱ x)′ =

۱

۱ − x۲



آن ب��ه واب��س��ت��ه ت��واب��ع و ری��ت��م ل��گ��ا .١١ ف��ص��ل ٣٨٣

�ع �واب� ت� �ح ری� � ص� �ای �ه� �ول� �رم� ف� �ك �م� ك� �ه ب� �م ه� و �وس �ك� �ع� م� �ع �اب� ت� �ق �ت� �ش� م� �ول �رم� ف� �ك �م� ك� �ه ب� �م ه� �وق ف� �وارد م� �ام �م� ت� اث��ب��ات.
ع��ه��ده ب��ر م��وارد س��ای��ر و اث��ب��ات را (۱) م��ورد ف��ق��ط م��ا ك��ه ه��س��ت��ن��د اث��ب��ات ق��اب��ل ۴.۴.١١ ق��ض��ی��ه ه��ذل��ول��ی م��ع��ك��وس
از اگ��ر ك��ه ،x = sinh y ص��ورت ای��ن در y = sinh−۱ x ك��ن��ی��د ف��رض م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای ری��م. م��ی�گ��ذا خ��وان��ن��ده

ب��ه ت��وج��ه ب��ا ك��ه ،y′ =
۱

cosh(sinh−۱x)
ی��ا و cosh y.y′ = ۱ ری��م دا ری��م ب��گ��ی�� م��ش��ت��ق x ب��ه ن��س��ب��ت ط��رف��ی��ن

ری��م دا ((٣) ٢.۴.١١ (ق��ض��ی��ه cosh۲ x− sinh۲ x = ۱ ت��س��اوی

y′ =
۱√

۱ + x۲

d

dx
(tanh−۱(sinx)) اس��ت م��ط��ل��وب .۶.۴.١١ م��ث��ال

ری��م دا زن��ج��ی��ری ق��اع��ده و ۵.۴.١١ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.
d

dx
(tanh−۱(sinx)) =

۱

۱ − sin۲ x
.
d

dx
sinx =

cosx

۱ − sin۲ x
=

۱

cosx
= secx

ن��م��ائ��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را
∫ ۱

۰

dx√
۱ + x۲

ان��ت��گ��رال .٧.۴.١١ م��ث��ال

�ی �اس� اس� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� ،(sinh−۱x) =
۱√

۱ + x۲
(١)۵.۴.١١ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ون چ� �ل. ح�

ری��م دا (ال��ف) ۴.۴.١١ ق��ض��ی��ه و ان��ت��گ��رال و دی��ف��ران��س��ی��ل ∫ح��س��اب ۱

۰

dx√
۱ + x۲

= sinh−۱ x|۱۰ = sinh−۱ ۱ − sinh−۱ ۰ = ln(۱ +
√

۲)

ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ائ��ل ۵.١١

[۲, e] �ل��ه ف��اص� در �ف��رد ب� �ر �ن��ح��ص� م� �ه ری��ش� ی��ك دارای lnx = ۳ − x �ادل��ه �ع� م� �ه ك� �ی��د ده� ن��ش��ان .١.۵.١١ �ال��ه م��س�
اس��ت.

ك��ه اس��ت پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی f ص��ورت ای��ن در f(x) = x+ lnx− ۳ ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در ح��ل.

f(۲) = ۲ + ln۲ − ۳ = −۱ + ln۲ < ۰

f(e) = e+ ۱ − ۳ = e− ۲ > ۰



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٨۴

ح��ال ،ln c = ۳ − c ی��ا f(c) = ۰ ك��ه ب��ق��س��م��ی ۲<c < e دارد وج��ود م��ی��ان��ی م��ق��دار ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ب��ن��اب��رای��ن
�دا �ی� اک� �ی �ع� �اب� ت� f �ه ك� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ت اس� �ی �اف� ك� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� �ت اس� �رد �ه�ف� رب� � �ص� �ح� �ن� م� c ای��ن �ه ك� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن�

ی��ك ب��ه ی��ك ت��اب��ع��ی f پ��س ۱ +
۱

x
> ۰ ،(۲, e) ب��ازه در x ب��رای ك��ه f ′(x) = ۱ +

۱

x
ام��ا اس��ت ص��ع��ودی
اس��ت ف��اص��ل��ه ای��ن در

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٢.۵.١١ ∫م��س��ال��ه ۱

۰
ex cosxdx ≤ e− ۱

ری��م دا ان��ت��گ��رال خ��واص ب��ه ت��وج��ه ب��ا پ��س ex cosx ≤ ex ری��م دا [۰,۱] ف��اص��ل��ه در چ��ون ∫ح��ل. ۱

۰
ex cosx dx ≤

∫ ۱

۰
exdx = e− ۱

lim
n→∞

n
√
e+

n
√
e۲ + . . .+ n

√
en

n
اس��ت م��ط��ل��وب .٣.۵.١١ م��س��ال��ه

ری��م دا ح��ل.

lim
n→∞

n
√
e+

n
√
e۲ + . . .+ n

√
en

n
= lim

n→∞

۱

n

n∑
i=۱

e
i
n =

∫ ۱

۰
exdx = e− ۱

lim
n→∞

e+ ۳
√
e+ . . .+ n

√
e

n
اس��ت م��ط��ل��وب .۴.۵.١١ م��س��ال��ه

�ل �ص� ف� در �دات �اه� �ش� م� �ه ب� �ا �ن� ب� �ه ك� �ت اس� �ه �ال� �ب� دن� �ی �اب� �س� ح� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �ر �ظ� ن� �ورد م� �د xnح� = n
√
e ف��رض �ا ب� �ل. ح�

ری��م دا ب��ب��ی��ن��ی��د) را ٩.٧.٩ ش��ده ح��ل (م��س��ال��ه دن��ب��ال��ه�ه��ا

lim
n→∞

e+
۳
√
e۲ + . . .+ n

√
e

n
= lim

n→∞
n
√
e = ۱

. lim
n→∞

n
√
n!

n
=

۱

e
ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵.۵.١١ م��س��ال��ه

اف��راز n ∈ N ب��رای اس��ت ص��ع��ودی ت��اب��ع��ی f ص��ورت ای��ن در (۱,∞) در f(x) = lnx ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.
ln۱+ln۲+ · · ·+ln(n−۱)ص��ورت ای��ن در ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در [۱, n] ب��ازه از را {۱,۲,۳, · · · , n}
[۱, n] ب��ازه روی f ت��اب��ع ب��الای��ی ج��م��ع ح��اص��ل ی��ك ln۲ + ln۳ + · · ·+ lnn و پ��ای��ی��ن��ی ج��م��ع ح��اص��ل ی��ك

ری��م دا پ��س اس��ت

ln۱ + ln۲ + · · ·+ ln(n− ۱) <

∫ n

۱
lnxdx < ln۲ + ln۳ + · · ·+ lnn



آن ب��ه واب��س��ت��ه ت��واب��ع و ری��ت��م ل��گ��ا .١١ ف��ص��ل ٣٨۵

ری��م دا پ��س
ln(n− ۱)!< n lnn− n+ ۱ < ln(n! )

n ≥ ۲ ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ب��ن��اب��رای��ن

(n− ۱)!<
en lnn

en−۱
< n!

�ن �رای� �اب� �ن� ب� nn

en−۱ < n!< (n+۱)n+۱

en < nn+۱

ee−۱ �م ری� دا �ه �ج� �ی� �ت� ن� در (n − ۱)!< nn

en−۱ < n! �ا ی�

ری��م دا پ��س lim
n→∞

۱

e
n−۱
n

= lim
n→∞

n
√
n

e
n−۱
n

= ۱
e چ��ون ح��ال ۱

e
n−۱
n

<
n
√
n!
n <

n
√
n

n−۱
en

lim
n→∞

n
√
n!

n
=

۱

e

�ود �وج� م� c �د �ن� �ان� م� �ددی ع� �اه �گ� آن� f ′(x) = f(x) ،x �ر ه� �رای ب� و �د �اش� ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� f �ر اگ� .۶.۵.١١ �ه �ال� �س� م�
.f(x) = cex ك��ه، اس��ت

ری��م دا ص��ورت ای��ن در g(x) =
f(x)

ex
ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.

g′(x) =
f ′(x)ex − exf(x)

e۲x

�ا ی� g′(x) = c �ه ك� �ت اس� �ود �وج� م� c �د �ن� �ان� م� �ددی ع� �س g′(x)پ� = ۰ �رض ف� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
.f(x) = cex

lim
x→∞

ex

xn = ∞ ،nص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٧.۵.١١ م��س��ال��ه

�ه �وج� ت� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ت. اس� �ده ش� �ل ح� �ه �ال� �س� م� n �ب��ت �ث� �ام� ن� �ح �ی� �ح� ص� �داد اع� �رای ب� ٣.١.١١ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ل. ح�
ری��م دا ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ال x < ex ه��م��واره ك��ه ن��م��ائ��ی��د

lim
x−→∞

ex

xn
= lim

x−→∞

ex

n!
= ∞.

f ′(۰) = ۰ �ی��د ده� ن��ش��ان �ن��ص��ورت ای� در f(x) =

e−
۱
x۲ x ̸= ۰ اگ��ر

۰ x = ۰ اگ��ر
�ی��د �ن� ك� ف��رض .٨.۵.١١ �ال��ه م��س�

.f ′′(۰) = ۰ و

ری��م دا ح��ل.

f ′(۰) = lim
x→۰

e−
۱
x۲

x
= lim

x→۰

۱
x

e
۱
x۲

= lim
x→∞

x

ex۲



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٨۶

ه��م��چ��ن��ی��ن lim
x→۰

x

ex۲ = ۰ ب��ن��اب��رای��ن lim
n→۰

ex
۲

x
= ∞ ری��م دا ق��ب��ل م��ث��ال ب��ه ت��وج��ه ب��ا

f ′′(۰) = lim
x→۰

f ′(x)− f ′(۰)

x

= lim
x→∞

۲e−
۱
x۲

x۴

= lim
x→۰+

۲x۴

ex۲

= lim
n→۰

۲x۴

ex۲ = ۰

.f (k)(۰) = ۰ ك��ه داد ن��ش��ان م��ی�ت��وان اس��ت��ق��راء ك��م��ك ب��ه واق��ع در

. lim
x→۰+

(۱ + sin۴x)cotx اس��ت م��ط��ل��وب .٩.۵.١١ م��س��ال��ه

�دس��ت ب� �رای ب� �ت اس� �م �ه� �ب� م� �وق ف� �د ح� پ��س lim
x→۰+

cotx = و∞ lim
x→۰+

(۱ + sin۴x) = ۱ �ون چ� �ل. ح�

ری��م دا ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده از اس��ت��ف��اده ب��ا آن آوردن

lim
x→۰+

(۱ + sin۴x)cotx = lim
x→۰+

ecotx ln(۱+sin ۴x)

= e
lim

x→۰+

ln(۱+sin ۴x)
tan x

= e
lim

x→۰+

۴ cos ۴x
۱+sin ۴x
۱+tan۲ x = e۴

آن��گ��اه ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه ت��اب��ع��ی f اگ��ر ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده از اس��ت��ف��اده ب��ا .١٠.۵.١١ م��س��ال��ه

lim
h→۰

f(x+ h− f(x− h)

۲h
= f ′(x)

lim
h→۰

(f(x + h) − f(x − h)) = ۰ �س پ� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ز �ی� ن� f �س پ� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� f ′ �ون چ� �ل. ح�
ری��م دا ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده ب��ه ب��ن��ا ب��ن��اب��رای��ن اس��ت م��ب��ه��م ص��ور از ب��ح��ث م��ورد ح��د ب��ن��اب��رای��ن

lim
h→۰

f(x+ h)− f(x− h)

۲h
= lim

h→۰

f ′(x+ h) + f ′(x− h)

۲
=

۲f ′(x)

۲
= f ′(x)

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه f ′′ اگ��ر .١١.۵.١١ م��س��ال��ه

lim
h→۰

f(x+ h)− ۲f(x) + f(x− h)

h۲
= f ′′(x)



آن ب��ه واب��س��ت��ه ت��واب��ع و ری��ت��م ل��گ��ا .١١ ف��ص��ل ٣٨٧

م��ورد ح��د پ��س ،lim
h→۰

(f(x+ h)− ۲f(x) + f(x− h)) = ۰ �ال��ه م��س� ف��رض ب��ه �ه ت��وج� �ا ب� چ��ون ح��ل.
ری��م دا ق��ب��ل م��س��ال��ه و ه��وپ��ی��ت��ال ق��اع��ده ب��ه ب��ن��ا ب��ن��اب��رای��ن اس��ت م��ب��ه��م ص��ور از ب��ح��ث

lim
h→۰

f(x+ h)− ۲f(x) + f(x− h)

h۲
= lim

h→۰

f ′(x+ h)− f ′(x− h)

۲h
= f ′′(x)

م��س��ای��ل ۶.١١

اس��ت. ف��رد ب��ه م��ن��ح��ص��ر ج��واب ی��ك دارای x+ Lnx = ۰ م��ع��ادل��ه ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١
x

۱ + x
≤ ln(۱ + x) ≤ x, x ≥ ۰ ه��ر ب��رای ك��ه ك��ن��ی��د ث��اب��ت .٢

ده��ی��د. ن��ش��ان .٣

.lnx ≥ ۲(
√
x− ۱ و x > ۱ ه��ر ب��رای ك��ه ال��ف)

ك��ن��ی��د. پ��ی��دا را زی��ر ح��دود (ال��ف) ك��م��ك ب��ه ب)

، lim
x→∞

lnx
x (i

. lim
x→۰+

x lnx (ii

آوری��د. دس��ت ب��ه را y = lnx ت��اب��ع nاُم م��ش��ت��ق .۴

.ex ≥ ۱ − xex ≥ ۱ + x ده��ی��د ن��ش��ان م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه از اس��ت��ف��اده ب��ا .۵

آن�گ��اه ،۰ < a < b < π
۲ اگ��ر ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه ك��م��ك ب��ه .۶

(a− b) tan b < ln

(
cos b

cos a

)
< (a− b) tan a.

آوری��د. دس��ت راب��ه sinhx = e م��ع��ادل��ه ج��واب .٧

lim
x→∞

(cosh−۱ x− lnx) = ln۲ ده��ی��د ن��ش��ان .٨

زی��ر: م��ح��دود م��ح��اس��ب��ه اس��ت م��ط��ل��وب .٩



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٨٨

.٨

lim
x→۰

(
۱

x

)sinx

.٩
lim

x→π
۲
−
(tanx)cotx

.١٠
lim
x→۰+

xtan
−۱ x

.١١

lim
x→+∞

(
۱ + x

۲ + x

) ۱−
√

x
۱−x

.١٢

lim
x→۰

(
sinx

x

)−۱/x۲

.١٣
lim
x→۰

(۱ + ۲ sinx)cotx

.١
lim
x→۰

ex − (۱ + x)

x۲

.٢
lim
x→۰

(۱ +
√
x)

sin
√

x
x

.٣
lim
x→∞

(x+ ex)۲/x

.۴
lim
x→∞

(۱ +
۲

x
)x

.۵
lim
x→۰+

(x+ sinx)tgx

.۶
lim
x→π

۲

(sinx)tgx

.٧
lim
x→۰+

x
۱

ln(ex−۱)

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر ت��واب��ع از ی��ك ه��ر م��ش��ت��ق .١٠

.۵
y = esin

−۱ x

.۶
y = sec−۱

(
e۲x
)

.٧
y = ln(x۲ + ۴)− x arctan

x

۲

.٨
y = sec−۱ x− ln(x+

√
x۲ − ۱)

.١
y = ۲secx

.٢
y = ln(tanx+ secx)

.٣
y = ln

x

۲ + ۳x

.۴
y = x(sin lnx+ cos lnx)



آن ب��ه واب��س��ت��ه ت��واب��ع و ری��ت��م ل��گ��ا .١١ ف��ص��ل ٣٨٩

.١٣
y = xx

x

.١۴
y = cosh−۱(۱+cosh(۱+cosh

√
x))

.١۵
y = cosh−۱(۱+cosh(۱+coshxx))

.٩
y = cosxsinx

.١٠
y = xlnx

.١١
y = x۳ tanx (x > ۰)

.١٢
y = x۱۰x

۲



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٩٠



١٢ ف��ص��ل

ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای

F (x) �ن��د �ان� م� �ع��ی �اب� ت� �ت��ن �اف� ی�
∫
f(x)d(x) �ی��ن �ع� �ام� ن� �گ��رال �ت� ان� از �ن��ظ��ور م� �د ش� �ی��ان ب� �م ده� ف��ص��ل در �ه ك� �ه �ون� �گ� �ان� �م� ه�

ب��ط��وری��ك��ه اس��ت م��ی�گ��وئ��ی��م) اول��ی��ه ت��اب��ع آن ب��ه (ك��ه
F ′(x) = f(x) (١.١٢)

ان��ت��خ��اب را خ��ط��ا و آزم��ون روش ك��ه ب��رس��د ن��ظ��ر ب��ه �ن��ی��ن چ� آغ��از در اس��ت م��م��ک��ن
∫
f(x)d(x) م��ح��اس��ب��ه ج��ه��ت

ب��خ��ش ث��م��ر ك��ه آوری��م ب��دس��ت ت��اب��ع��ی ك��ه ام��ی��د ای��ن ب��ه ١.١٢ راب��ط��ه در F ع��ن��وان ب��ه ت��واب��ع ت��م��ام آزم��ودن ی��ع��ن��ی ك��ن��ی��م
�ال �ب� دن� �ه ب� �ه ك� �د �ن� �ی�ك� م� �اب �ج� ای� �ر ام� �ن ای� �ذا ل� اس��ت �ن �ك� �م� �ام� ن� �ری ام� روش ای��ن �ع �واب� ت� �اد زی� �وع �ن� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د. �اش� ب�
�ی��ری �ت��ق�گ� م��ش� و �ی��ری �ت��گ��رال��گ� ان� ك��ه �ل��ه �ئ� م��س� ای��ن ب��ه ت��وج��ه �ا ب� �ی��م ب��اش� �ا �ه� �ت��گ��رال� ان� �ب��ه م��ح��اس� ب��رای �ن��اس��ب م� روش��ه��ای ارائ��ه
�رای ب� �ری �اظ� �ن� �ت� م� �ای �ه� �ول� �رم� ف� �ری، �ی� �ق�گ� �ت� �ش� م� �ای �ه� �ول� �رم� ف� �ك �م� ك� �ه ب� �وان �ی�ت� م� �ذا ل� �د �ن� �ت� �س� ه� �م ه� �وس �ك� �ع� م� �ل �م� ع� دو
�ه ب� �ط �ل� �س� ت� �ت اس� �ا �رال�ه� �گ� �ت� ان� �ه �ب� �اس� �ح� م� �رای ب� روش �ن ری� � �اده�ت� س� و �ن �ی� �ت� �س� �خ� ن� �ن ای� آورد �ت �دس� ب� �ری �ی� �رال�گ� �گ� �ت� ان�
�ادآوری ی� �ذا ل� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ری �ی� �رال�گ� �گ� �ت� ان� �ای �ول�ه� �رم� ف� در �ی �زائ� �س� ب� �ش �ق� ن� �د �وان� �ی�ت� م� �ری �ی� �ق�گ� �ت� �ش� م� �ای �ول�ه� �رم� ف�
�رای ب� �ی �داول� ج� �وان �ی�ت� م� �ری �ی� �ق�گ� �ت� �ش� م� �داول ج� �ك �م� ك� �ه ب� �م. �ی� �ائ� �م� �ی�ن� م� �ه �ی� �وص� ت� �ا �ج� �ن� ای� در را �ری �ی� �ق�گ� �ت� �ش� م� �ای �ه� �ول� �رم� ف�

م��ی�ك��ن��ی��م. اش��اره آن��ه��ا از �رخ��ی ب� ب��ه زی��ر در ك��ه آورد ب��دس��ت ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری

م��ش��ت��ق�گ��ی��ری ف��رم��ول�ه��ای از اس��ت��ف��اده ١.١٢

را �ر زی� �داول ج� �وان �ی�ت� م� �ا �ج� �ن� ای� در �م داده�ای� �رار ق� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ورد م� �ون �ن� اك� � ت� �ه ك� �ری �ی� �ق�گ� �ت� �ش� م� �ای �ه� �ول� �رم� ف� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب�
ن��م��ود. اس��ت��خ��راج

ت��ب��دی��ل زی��ر ت��واب��ع ب��ص��ورت x ح��س��ب ب��ر را ان��ت��گ��رال u م��ان��ن��د م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ی��ك ب��ا م��ی�ت��وان گ��اه��ی .١.١.١٢ ت��ذک��ر
ری��م: دا دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ك��رد اس��ت��ف��اده زی��ر ج��داول از م��ی�ت��وان ن��ی��ز ح��ال��ت ای��ن در ∫ك��رد

f(g(x))g′(x)d(x) =

∫
f(u)du

٣٩١



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٩٢

f(x)
∫
f(x)d(x)

sinx − cosx+ c

cosx sinx+ c

۱ + tan۲ x tanx+ c

۱ + cot۲ x − cotx+ c

secx. tanx secx+ c

cscx. cotx − cscx+ c

sinhx coshx+ c

coshx sinhx+ c

۱ − tanh۲ x tanhx+ c

۱ − coth۲ x cothx+ c

ه��ذل��ول��ی و م��ث��ل��ث��ات��ی ت��واب��ع :١.١٢ ج��دول

f(x)
∫
f(x)d(x)

۱√
۱−x۲

{sin−۱ x+ c
− cos−۱ x+ c

۱
۱+x۲

{tan−۱ x+ c
− cot−۱ x+ c

۱√
x۲−۱

{tan−۱ x+ c
− cot−۱ x+ c

۱√
۱+x۲ cosh−۱ x+ c

۱
۱−x۲

{tanh۱− x+ c
coth y−۱x+ c

ه��ذل��ول��ی و م��ث��ل��ث��ات��ی م��ع��ك��وس ت��واب��ع :٢.١٢ ج��دول

f(x)
∫
f(x)d(x)

xn ۱
n+۱x

n+۱ + c (n ̸= −۱)

ex ex + c
۱
x lnx+ c

ری��ت��م��ی ل��گ��ا و ن��م��ائ��ی ج��م��ل��ه�ای، چ��ن��د ت��واب��ع :٣.١٢ ج��دول



ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای .١٢ ف��ص��ل ٣٩٣

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .٢.١.١٢ ∫م��ث��ال
tanxd(x)

ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن du = − sinxdx ص��ورت ای��ن در u = cosx ك��ن��ی��م ف��رض ∫ح��ل.
tanxdx =

∫
sinx

cosx
dx = −

∫
du

u
= − ln|u|+c

= − ln|(cosx)|+c.

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .٣.١.١٢ ∫م��ث��ال
ex
√

۱ + exdx

ب��ن��اب��رای��ن du = exdx ص��ورت ای��ن در u = ۱ + ex ك��ن��ی��م ف��رض ∫ح��ل.
ex
√

۱ + exdx =

∫ √
udu =

۲

۳
u

۳
۲ + c =

۲

۳
(۱ + ex)

۳
۲ + c.

ج��زء ب��ه ج��زء روش ٢.١٢

ری��م دا ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د x از دی��ف��ران��س��ی��ل�پ��ذی��ر ت��اب��ع دو v و u ك��ن��ی��م ف��رض
d(uv) = udv + vdu.

م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه ف��وق راب��ط��ه ط��رف��ی��ن از ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری ب��ا

uv =

∫
udv +

∫
vdu

ی��ا ∫و
udv = uv −

∫
vdu

ب��ای��د ج��زء ب��ه ج��زء روش ب��ه �ت��گ��رال ان� �ب��ه م��ح��اس� ب��رای �ن��اب��رای��ن ب� �ن��د. م��ی�ن��ام� ج��زء ب��ه ج��زء ف��رم��ول را �ی��ر اخ� راب��ط��ه ای��ن
�ك �م� ك� �ه ب� du �ه �ب� �اس� �ح� م� �ا ب� و �ت �رف� گ� dv را �ده �ان� �م� �ی� �اق� ب� �ت �م� �س� ق� و u را �رال �گ� �ت� ان� �ل داخ� �ارت �ب� ع� از �ت �م� �س� ق� �ك ∫ی�

udv �ت��گ��رال ان� �ب��ه م��ح��اس� ف��وق راب��ط��ه در دادن ق��رار و �ی��ری �ت��گ��رال�گ� ان� ك��م��ك ب��ه v �ب��ه م��ح��اس� و دی��ف��ران��س��ی��ل�گ��ی��ری

�ی م� �ه �ب� �اس� �ح� م� �ی �ل� اص� �رال �گ� �ت� ان� �واب ج� �رال �گ� �ت� ان� �ن ای� �ه �ب� �اس� �ح� م� �ا ب� و �ود �ی�ش� م� �ر �ج� �ن� م�
∫

vdu �ر �اده�ت� س� �رال �گ� �ت� ان� �ه ب�

م��ی�ب��اش��ن��د. اه��م��ی��ت دارای ج��زء ج��زءب��ه روش دو از اس��ت��ف��اده در زی��ر ن��ك��ات گ��ردد.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ٣٩۴

�ه ب� �ا �ه� آن� �ب �اس� �ن� �ام� ن� �اب �خ� �ت� ان� �ت اس� �ن �ك� �م� م� �را زی� �ت اس� �ی��ت �م� اه� �ز �ائ� ح� �ار �ی� �س� ب� dv و u �اس��ب �ن� م� �اب �خ� �ت� ان� ال��ف)
اس��ت��ف��اده در م��ا ه��دف ب��ا م��غ��ای��ر ای��ن و ش��ود م��ن��ج��ر اص��ل��ی ان��ت��گ��رال ب��ه ن��س��ب��ت م��ش��ك��ل�ت��ری ب��س��ا چ��ه ان��ت��گ��رال

م��ی�ب��اش��د. ج��زء ب��ه ج��زء روش از

�ه �رف� ص� �ه ب� �رون �ق� م� و �ب �اس� �ن� م� �ا ج� �ه �م� ه� در �زء ج� �ه ب� �زء ج� روش از �اده �ف� �ت� اس� �ه ك� �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ه �وج� ت� �د �ای� ب� ب)
(از �اوت �ف� �ت� م� �ع �اب� ت� دو �ه ك� �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �اده �ف� �ت� اس� �زء ج� �ه ب� �زء ج� روش از �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ی �ع� �واق� م� در ولا� �م� �ع� م� �ت �س� �ی� ن�

زی��ر ب��ص��ورت ت��واب��ع��ی م��ث��ال ب��ط��ور ب��اش��ن��د داش��ت��ه ح��ض��ور ان��ت��گ��رال داخ��ل در ن��وع) ج��ه��ت
ex cosx, x tan−۱ x, x۲ cosx, x sinx, x tanx,

ex lnx, xex, x lnx, ex sinx, · · · .

م��ی�پ��ردازی��م. م��ث��ال چ��ن��د ذك��ر ب��ه ح��ال

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال�ه��ای ح��اص��ل .١.٢.١٢ ∫م��ث��ال
ex sinxdx .۴∫

lnxdx .۵∫
x tan−۱ xdx .۶

∫
xexdx .١∫

x cosxdx .٢∫
x۲exdx .٣

ح��ل.

�ه ب� �زء ج� �ول �رم� ف� �ق �ب� ط� �ن �رای� �اب� �ن� ب� v = ex و du = dx �م ری� دا dv = exdx و u = x �خ��اب �ت� ان� �ا ب� .١
ری��م دا ∫ج��زء

xexdx =

∫
udv = uv −

∫
vdu = xex −

∫
exdx = xex − ex + c.

ب��ن��اب��رای��ن v = sinx و du = dx م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه dv = cosxdx و u = x ان��ت��خ��اب ب��ا .٢∫
x cosxdx = x sinx−

∫
sinxdx = x sinx+ cosx+ c.

ان��ت��خ��اب ب��ا اب��ت��دا در ه��س��ت��ی��م ص��ح��ی��ح ج��زء ب��ه ج��زء از دوب��ار اس��ت��ف��اده ب��ه م��ج��ب��ور ان��ت��گ��رال ای��ن م��ح��اس��ب��ه در .٣
ل��ذا du = ۲xdx و v = ex ری��م دا dv = exdx و u = x۲∫

x۲exdx = x۲ex − ۲

∫
xexdx.
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ص��ورت ای��ن در I =
∫
ex sinxdx و dv = exdx و u = sinx ك��ن��ی��م ف��رض .۴

I =

∫
ex sinxdx = ex sinx−

∫
ex cosxdx.

dv = exdx و u = cosx �خ��اب �ت� ان� �ا ب� �ر �ی� اخ� �رال �گ� �ت� ان� �رای ب� �ر �گ� دی� �ار ب� �زء ج� �ه ب� �زء ج� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب�
ری��م ∫دا

ex cosxdx = ex cosx+

∫
ex sinxdx = ex cosx+ I.

ب��ن��اب��رای��ن
I = ex sinx− ex cosx− I.

.I = ۱
۲e

x(sinx− cosx) + c ی��ا و ۲I = ex(sinx− cosx) پ��س

ب��ن��اب��رای��ن v = xوdu = dx
x ص��ورت ای��ن در dv = dx و u = lnx ك��ن��ی��م ف��رض .۵∫

lnxdx = x lnx−
∫

dx = x lnx− x+ c.

ب��ن��اب��رای��ن v = x۲

۲ و du = dx
۱+x۲ ری��م دا dv = xdx و u = tan−۱ x ف��رض ب��ا .۶

∫
x tan−۱ xdx =

۱

۲
x۲ tan−۱ x− ۱

۲

∫
x۲

۱ + x۲
dx

=
۱

۲
x۲ tan−۱ x− ۱

۲

∫
۱ + x۲ − ۱

۱ + x۲
dx

=
۱

۲
x۲ tan−۱ x− ۱

۲

[∫
dx−

∫
dx

۱ + x۲

]
=

۱

۲
x۲ tan−۱ x− ۱

۲
x+

۱

۲
tan−۱ x+ c

=
۱

۲

[
x۲ tan−۱ x− x+ tan−۱ x

]
+ c.

ه��ذل��ول��ی و م��ث��ل��ث��ات��ی م��ت��غ��ی��ره��ای ت��غ��ی��ی��ر از اس��ت��ف��اده روش ٣.١٢

ب��ص��ورت ان��ت��گ��رال��ه��ائ��ی ب��ه اس��ت م��م��ك��ن ∫گ��اه��ی
du

a۲ + u۲
,

∫
du√

a۲ + u۲
,

∫ √
a۲ + u۲du

ی��ا ∫و
du

a۲ − u۲
,

∫
du√

a۲ − u۲
,

∫ √
a۲ − u۲du
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ن��ی��ز ∫و
du

u۲ − a۲
,

∫
du√

u۲ − a۲
,

∫ √
u۲ − a۲du

�ت �ال� ح� �ن ای� در �د �اش� �ی�ب� م� u = x �اص خ� �ت �ال� ح� در �ا ی� و x �ب �س� ح� �ر ب� �ی �ارت� �ب� ع� u آن در �ه ك� �م �ی� �ائ� �م� ن� �ورد �رخ� ب�
�ت��گ��رال ان� ج��دی��د �ی��ر �ت��غ� م� ای��ن دادن ق��رار ب��ا ك��ه ن��م��ود �ت��ف��اده اس� ه��ذل��ول��ی ی��ا �ث��ات��ی �ل� �ث� م� �ن��اس��ب م� �ی��ر �ت��غ� م� �ی��ر �ی� ت��غ� از م��ی�ت��وان
ق��ال��ب در ت��وان م��ی را ف��وق ب��ص��ورت ان��ت��گ��رال��ه��ای م��ی�آی��د. ب��دس��ت آن ح��اص��ل و م��ی�ش��ود ت��ب��دی��ل س��اده�ت��ری ب��ص��ورت

ن��م��ود. ب��ن��دی دس��ت��ه زی��ر گ��روه س��ه

ه��س��ت��ن��د. a۲ + u۲ ع��ام��ل دارای ك��ه ان��ت��گ��رال��ه��ائ��ی ال��ف)

ه��س��ت��ن��د. a۲ − u۲ ع��ام��ل دارای ك��ه ان��ت��گ��رال��ه��ائ��ی ب)

ه��س��ت��ن��د. u۲ − a۲ ع��ام��ل دارای ك��ه ان��ت��گ��رال��ه��ائ��ی ج)

م��ی�پ��ردازی��م. ف��وق گ��روه س��ه از ی��ك ه��ر در م��ن��اس��ب م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر م��ع��رف��ی ب��ه ح��ال

ك��رد. اس��ت��ف��اده زی��ر م��ت��غ��ی��ره��ای ت��غ��ی��ی��ر از م��ی�ت��وان دارد وج��ود ان��ت��گ��رال در ع��ام��ل a۲ + u۲ ح��ال��ی��ك��ه در ال��ف)

ری��م، دا م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ای��ن ب��ا u = a tan t م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر (I)

a۲ + u۲ = a۲ + a۲ tan۲ t = a۲(۱ + tan۲ t) = a۲ sec۲ t

du = a(۱ + tan۲ t)dt = a sec۲ tdt

ح��ل �ا ب� �ه ك� �د ش� �د �واه� خ� �ل �اص� ح� t �ر �ی� �غ� �ت� م� �س��ب �رح� ب� �ر �اده�ت� س� �ورت �ص� ب� �رال �گ� �ت� ان� �ر �ادی� �ق� م� �ن ای� دادن �رار ق� �ا ب�
م��ی�آی��د ب��دس��ت اص��ل��ی ان��ت��گ��رال ج��واب t = tan−۱(ua ) ج��ای��گ��ذاری و ان��ت��گ��رال ای��ن

ری��م دا ح��ال��ت ای��ن در u = a sinh t م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر (II)

a۲ + u۲ = a۲ + a۲ sinh۲ t = a۲(۱ + sinh۲ t) = a۲ cosh۲ t

du = a cosh tdt.

�ن ای� �ل ح� �ا ب� �د. �ی�آی� م� �ت �دس� ب� �ری �اده�ت� س� �ورت �ص� ب� �ی �ول� �ذل� ه� �ع �واب� ت� �ب �س� �رح� ب� �رال �گ� �ت� ان� �وق ف� �ر �ادی� �ق� م� �ذاری �گ� �ای� ج� �ا ب�
م��ی�ش��ود. ح��اص��ل اص��ل��ی ان��ت��گ��رال ج��واب t = sinh−۱(ua ) دادن ق��رار و ان��ت��گ��رال

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال��ه��ای ح��اص��ل .١.٣.١٢ م��ث��ال
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(III)∫ √
x۲ − x+ ۳dx

(II)∫
dx√

x۲ + ۲x+ ۵

(I)∫
secxdx

ح��ل.

ری��م دا (I)∫
secxdx =

∫
secx(secx+ tanx)

secx+ tanx
dx

ری��م دا u = secx+ tanx ف��رض ب��ا

du = [(secx tanx+ (۱ + tan۲ x)]dx = (secx tanx+ sec۲ x)dx

= secx(secx+ tanx)dx.

∫ب��ن��اب��رای��ن
secxdx =

∫
du

u
= ln|u|+c = ln|secx+ tanx|+c.

ری��م دا (II)
x۲ + ۲x+ ۵ = (x+ ۱)۲ − ۱ + ۵ = (x+ ۱)۲ + ۴.

م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه u = a tan t م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر و a = ۲ و u = x+ ۱ ف��رض ب��ا

x۲ + ۲x+ ۵ = u۲ + ۴ = ۴ tan۲ t+ ۴ = ۴ sec۲ t

dx = du = ۲ sec۲ tdt.

∫ب��ن��اب��رای��ن
dx√

x۲ + ۲x+ ۵
=

∫
۲ sec۲ t

۲ sec t
dt =

∫
sec tdt

= ln|sec t+ tan t|+c.

.
√

۱ +
u۲

a۲
= sec t �س پ� ۱ +

u۲

a۲
= sec۲ t �ذا ل� و

u

a
= tan t �م ری� دا �ر �گ� دی� �رف ط� از
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از اس��ت ع��ب��ارت ف��وق ان��ت��گ��رال ح��اص��ل ب��ن��اب��رای��ن

ln|
√

۱ +
u۲

a۲
+

u

a
|+c = ln|

√
a۲ + u۲

a۲
+

u

a
|+c

= ln|
√
a۲ + u۲ + u

a
|+c

= ln|
√
x۲ + ۲x+ ۵ + x+ ۱

۲
|+c.

ری��م دا (III)

x۲ − x+ ۳ = (x− ۱

۲
)۲ − ۱

۴
+ ۳ = (x− ۱

۲
)۲ +

۱۱

۴
.

ری��م دا u =
√

۱۱
۲ sinh t م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر a =

√
۱۱
۲ و u = x− ۱

۲ ف��رض ب��ا

x۲ − x+ ۳ = u۲ +
۱۱

۴
=

۱۱

۴
sinh۲ t+

۱۱

۴
=

۱۱

۴
cosh۲ t

dx = du =

√
۱۱

۲
cosh tdt.

∫ب��ن��اب��رای��ن √
x۲ − x+ ۳dx =

∫
(

√
۱۱

۲
cosh t)(

√
۱۱

۲
cosh t)dt

=
۱۱

۴

∫
cosh۲ tdt =

۱۱

۴

∫
۱ +

cosh۲t

۲
dt

=
۱۱

۸
(
۱

۲
sinh۲t+ t) + c.

ل��ذا sinh t =
۲x− ۱√

۱۱
پ��س u = x− ۱

۲
=

√
۱۱

۲
sinh t چ��ون

sinh۲t = ۲ sinh t cosh t = ۲

(
۲x− ۱√

۱۱

)√(
۲x− ۱√

۱۱

)۲

+ ۱.

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل زی��ر ب��ص��ورت ف��وق م��ق��ادی��ر ی ج��ای��گ��ذار از پ��س ان��ت��گ��رال ح��اص��ل ب��ن��اب��رای��ن
۱۱

۸

[
۲x− ۱√

۱۱

√
(۲x− ۱)۲

۱۱
+ ۱ + sinh−۱

(
۲x− ۱√

۱۱

)]
+ c

ك��رد. ح��ل زی��ر م��ت��غ��ی��ره��ای ت��غ��ی��ی��ر از ی��ك ه��ر ب��ا م��ی�ت��وان را دارن��د a۲ − u۲ ع��ام��ل ك��ه ان��ت��گ��رال�ه��ائ��ی ب)
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(II)
u = a cos t

(I)
u = a sin t

از �س پ� و آورد �ت �دس� ب� t �ر �ی� �غ� �ت� م� �ب �س� �رح� ب� را �رال �گ� �ت� ان� �ل �اص� ح� �وق ف� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� از �دام ك� �ر ه� �رای ب�
�ب��ال دن� زی��ر �ث��ال م� در �ی��د �وان� م��ی�ت� را �ت��ر �ی��ش� ب� �ی��ات �زئ� ج� م��ی�ش��ود. ح��اص��ل �ل��ی اص� �ت��گ��رال ان� ج��واب �ای��گ��ذاری ج�

ك��ن��ی��د.

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .٢.٣.١٢ ∫م��ث��ال
dx√

۱ − x− x۲

ری��م دا ح��ل.

۱−x−x۲ = ۱−(x۲+x) = ۱− [(x+
۱

۲
)۲− ۱

۴
] =

۵

۴
−(x+

۱

۲
)۲ = a۲−u۲

ب��ن��اب��رای��ن dx =

√
۵

۲
cos tdt م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه x+

۱

۲
=

√
۵

۲
sin t ت��غ��ی��ی��ر ب��ا

∫
dx√

۱ − x− x۲
=

∫ √
۵

۲ cos tdt√
۵
۴ cos۲ t

=

∫
dt

= sin−۱(
۲x+ ۱√

۵
) + c.

(ج)

ك��رد. ح��ل زی��ر م��ت��غ��ی��ره��ای ت��غ��ی��ی��ر ب��وس��ی��ل��ه م��ی�ت��وان را ه��س��ت��ن��د u۲ − a۲ ع��ام��ل دارای ك��ه ان��ت��گ��رال��ه��ائ��ی

(II)
u = a cosh t

(I)
u = a sec t

را ان��ت��گ��رال و آورد ب��دس��ت t ح��س��ب ب��ر را du و u۲ − a۲ م��ی�ت��وان ف��وق م��ت��غ��ی��ره��ای ت��غ��ی��ی��ر از ك��دام ه��ر در
م��ی�آی��د. ب��دس��ت اص��ل��ی ان��ت��گ��رال ج��واب t م��ق��دار ك��ردن زی��ن ج��ای��گ�� ب��ا س��پ��س و ك��رد ح��ل م��ت��غ��ی��ر ای��ن ح��س��ب ب��ر

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال��ه��ای ح��اص��ل .٣.٣.١٢ م��ث��ال
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.
∫

dx

x۲ − x
(II) ،

∫ √
x۲ − ۴dx (I)

ح��ل.

ری��م دا ل��ذا و dx = ۲ sinh tdt ص��ورت ای��ن در x = ۲ cosh t ك��ن��ی��م ف��رض (I)∫ √
x۲ − ۴dx =

∫
(
√

۴ sinh۲ t)۲ sinh tdt = ۴

∫
sinh۲ tdt

= ۴

∫
cosh۲t− ۱

۲
dt = ۲[

۱

۲
sinh۲t− t] + c

= ۲[sinh t cosh t− t] + c = ۲[
x

۲

√
x۲

۴
− ۱ − cosh−۱(

x

۲
)] + c

=
x
√
x۲ − ۴

۲
− ۲ cosh−۱(

x

۲
) + c.

ری��م دا x− ۱

۲
=

۱

۲
sec t ف��رض ب��ا ل��ذا x۲ − x =

(
x− ۱

۲

)۲

− ۱

۴
چ��ون (II)

dx =
۱

۲
sec t. tan tdt

(x− ۱

۲
)۲ − ۱

۴
=

۱

۴
sec۲ t− ۱

۴
=

۱

۴
(sec۲ t− ۱) =

۱

۴
tan۲ t.

م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه ان��ت��گ��رال در ف��وق م��ت��غ��ی��ر دادن ق��رار ب��ا ب��ن��اب��رای��ن

∫
dx

x۲ − x
=

∫ ۱
۲ sec t. tan tdt

۱
۴ tan۲ t

= ۲

∫
sec t

tan t
dt = ۲

∫
csc tdt

= −۲ ln|csc t+ cot t|+c

و cos t =
۱

۲x− ۱
پ��س sec t =

x− ۱

۲
۱

۲

چ��ون

sin t =

√
۱ − (

۱

۲x− ۱
)۲ =

√
(۲x− ۱)۲ − ۱

(۲x− ۱)۲
=

√
(۲x− ۱)۲ − ۱

۲x− ۱
.

�ذا ل� و csc t =
۲x− ۱√

(۲x− ۱)۲ − ۱
و cot t tan t =

۱√
(۲x− ۱)۲ − ۱

�ن �رای� �اب� �ن� ب�
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م��ی�آی��د. ب��دس��ت زی��ر ب��ص��ورت ان��ت��گ��رال ح��اص��ل

−۲ ln

(
۲x− ۱√

(۲x− ۱)۲ − ۱
+

۱√
(۲x− ۱)۲ − ۱

)
+ c

و
∫

dx√
ax۲ + bx+ c

و
∫

dx

ax۲ + bx+ c
�ورت �ص� ب� �ی �ائ� �رال�ه� �گ� �ت� ان� .۴.٣.١٢ �ه �ج� �ی� �ت� ن�

�ا ی� a۲ − u۲ ،a۲ + u۲ �ای �ت�ه� �ال� ح� از �ی �ك� ی� �ه ب� �ازی س� �ع رب� � م� �ا ب� �وان �ی�ت� م� را
∫ √

ax۲ − bx+ cdx

آورد. ب��دس��ت را آن��ه��ا ح��اص��ل م��ن��اس��ب م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ب��ا و ك��رد ت��ب��دی��ل u۲ − a۲

گ��وی��ا ك��س��ره��ای ت��ج��زی��ه روش ۴.١٢

�ن��د چ� q(x) و p(x) آن در �ه ك� �ود �م� ن� �م �ی� �واه� خ� �ه �ع� �ال� �ط� م� را
p(x)

q(x)
ب��ص��ورت �ا �وی� گ� �ع �واب� ت� �رال �گ� �ت� ان� �م��ت �س� ق� ای��ن در

ن��ظ��ر در را �ت��ی �ال� ح� م��ی�ت��وان ف��وق گ��وی��ای ت��واب��ع �ت��گ��رال ان� ب��ررس��ی ب��رای �ن��د. �ت� ه��س� �ق��ی �ی� �ق� ح� ری��ب ض�� ب��ا �ائ��ی �ل��ه�ای�ه� �م� ج�
ن��ت��ی��ج��ه q(x) ب��ر p(x) ت��ق��س��ی��م ب��ا ص��ورت ای��ن غ��ی��ر در زی��را اس��ت ك��م��ت��ر م��خ��رج درج��ه از ص��ورت درج��ه ك��ه گ��رف��ت

م��ی�ش��ود
p(x)

q(x)
= r(x) +

s(x)

q(x)

�ل �اب� ق� �ی �ادگ� س� �ه ب� آن �رال �گ� �ت� ان� و �ه�ای �ل� �م� ج� �د �ن� چ� �ك ی� r(x) �ون چ� �ت. اس� �ر �ت� �م� ك� q(x) �ه درج� از s(x) �ه درج� �ه ك�

ن��م��ود. ب��ررس��ی را
s(x)

q(x)
گ��وی��ای ت��اب��ع ان��ت��گ��رال اس��ت ك��اف��ی گ��وی��ای ت��اب��ع ان��ت��گ��رال م��ح��اس��ب��ه ب��رای ل��ذا اس��ت م��ح��اس��ب��ه

deg p(x) < deg q(x) �ه ك�
p(x)

q(x)
�ای �وی� گ� �ع �واب� ت� �رای ب� را �ا �وی� گ� �ای �ره� �س� ك� �ه زی� � �ج� ت� روش �وان �ی�ت� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

ص��ورت ای��ن در �اش��د ب� degp(x) < degq(x) ش��رط �ا ب� �د �اش� ب� �ا �وی� گ� �ع �اب� ت� ی��ك
p(x)

q(x)
�م �ی� �ن� ك� ف��رض �رد. ك� �ان �ی� ب�

ن��م��ود. زی��ه ت��ج�� زی��ر ب��ص��ورت را q(x) ی��ع��ن��ی ك��س��ر م��خ��رج م��ی�ت��وان

q(x) = k(x− a۱)
m۱(x− a۲)

m۲ · · · (x− a۱)
mr

(x۲ + b۱x+ c۱)
n۱(x۲ + b۲x+ c۲)

n۲ · · · (x۲ + blx+ cl)
nl

ب��ا اس��ت ب��راب��ر q(x) درج��ه
m۱ +m۲ + · · ·+mr + ۲n۱ + ۲n۲ + · · ·+ ۲nl

ان��ت��گ��رال م��ح��اس��ب��ه ك��ه اس��ت ج��زئ��ی ك��س��ره��ای ص��ورت ب��ه
p(x)

q(x)
ك��س��ر زی��ه ت��ج�� ه��دف گ��وی��ا ك��س��ره��ای زی��ه ت��ج�� روش در

آم��ده ب��دس��ت ج��زئ��ی ك��س��ره��ای ان��ت��گ��رال ج��م��ع ب��ا ب��راب��ر
p(x)

q(x)
گ��وی��ای ت��اب��ع ان��ت��گ��رال ل��ذا و آش��ن��اس��ت م��ا ب��رای آن��ه��ا
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ن��وش��ت. زی��ر ج��زئ��ی ك��س��ره��ای م��ج��م��وع ص��ورت ب��ه را آن م��ی�ت��وان
p(x)

q(x)
گ��وی��ای ت��اب��ع زی��ه ت��ج�� ب��رای م��ی�ب��اش��د.

را زی��ر ج��زئ��ی ك��س��ره��ای م��ج��م��وع م��ی�ت��وان q(x) ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د زی��ه ت��ج�� در (x− a)m ج��م��ل��ه ه��ر ازای ب��ه ال��ف)
داد. ق��رار

A۱

x− a
+

A۲

(x− a)۲
+ · · ·+ Am

(x− a)m

�ای �ره� �س� ك� �وع �م� �ج� م� �وان �ی�ت� م� q(x) �ه�ای �ل� �م� ج� �د �ن� چ� �ه زی� � �ج� ت� در (x۲ + bx + c)n �ه �ل� �م� ج� �ر ه� ازای �ه ب� ب)
داد. ق��رار را ج��زئ��ی

B۱x+ C۱

x۲ + bx+ c
+

B۲x+ C۲

(x۲ + bx+ c)۲
+ · · ·+ Bnx+ Cn

(x۲ + bx+ c)n

�ه زی� � �ج� ت� در �ع واق� �لات �م� ج� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� (ب) و �ف) (ال� �ای �ه� �ت� �م� �س� ق� �ی �زئ� ج� �ای �ره� �س� ك� �وع �م� �ج� م� �ردن ك� �ن زی� � �گ� �ای� ج� �ا ب�
�ول �ه� �ج� م� �ب �رای� ض� �ل �ام� ش� �ه ك� �د �ی�آی� م� �ت �دس� ب� T (x)

q(x) �ای �وی� گ� �ع �اب� ت� �ری، �ی� �رك�گ� �ت� �ش� م� �رج �خ� م� از �س پ� و q(x)
ك��ردن م��رت��ب از پ��س ك��ه م��ی�ب��اش��د غ��ی��ره و C۱, C۲, . . . , Cn و B۱, B۲, . . . , Bn و A۱, A۲, . . . , An

ض��رای��ب ب��ا آن ض��رای��ب دادن ق��رار م��ت��ح��د س��پ��س و x ص��ع��ودی ی��ا ن��زول��ی ت��وان��ه��ای �رح��س��ب ب� T (x) ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د
آورد. ب��دس��ت را م��ج��ه��ول ض��رای��ب م��ی�ت��وان p(x) ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د

را ف��وق زی��ه ت��ج�� روش م��ث��ال ی��ك ذك��ر ج��زئ��ی ك��س��ره��ای ان��ت��گ��رال م��ح��اس��ب��ه ب��ه راج��ع ن��ك��ات �رخ��ی ب� ب��ی��ان از ق��ب��ل
م��ی�س��ازد. آش��ك��ارت��ر

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .١.۴.١٢ ∫م��ث��ال
۳

x۳ − ۱
dx

م��ی�ك��ن��ی��م زی��ه ت��ج�� را
۳

x۳ − ۱
گ��وی��ای ك��س��ر م��خ��رج اب��ت��دا ح��ل.

x۳ − ۱ = (x− ۱)(x۲ + x+ ۱).

Bx+ C

x۲ + x+ ۱
ج��زئ��ی ك��س��ر x۲ + x+ ۱ ج��م��ل��ه ازای ب��ه و

A

x− ۱
ج��زئ��ی ك��س��ر x− ۱ ج��م��ل��ه ازای ب��ه ل��ذا

ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ده��ی��م. ق��رار را
۳

x۳ − ۱
=

۳

(x− ۱)(x۲ + x+ ۱)
=

A

x− ۱
+

Bx+ C

x۲ + ۱ + x
.



ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای .١٢ ف��ص��ل ۴٠٣

�ج��ه �ی� �ت� ن� x �زول��ی ن� �ای �ه� �وان� ت� �رح��س��ب ب� �اص��ل ح� �ر �س� ك� ص��ورت �م��ودن ن� �رت��ب م� و راس��ت �م��ت س� در �ت��رك �ش� م� �خ��رج م� �ا ب�
م��ی�ش��ود.

A

x− ۱
+

Bx+ C

x۲ + x+ ۱
=

A(x۲ + x+ ۱) + (Bx+ C)(x− ۱)

(x− ۱)(x۲ + x+ ۱)

=
Ax۲ +Ax+A+Bx۲ −Bx+ Cx− C

(x− ۱)(x۲ + x+ ۱)

=
(A+B)x۲ + (A−B + C)x+ (A− C)

(x− ۱)(x۲ + x+ ۱)

و �ت راس� �ت �م� س� در �ای �ه�ای�ه� �ل� �م� ج� �د �ن� چ� �ب �رای� ض� دادن �رار ق� �د �ح� �ت� م� �ا ب� �ال ح�
م��ی�ش��ود. ح��اص��ل زی��ر دس��ت��گ��اه چ��پ س��م��ت در (A+B)x۲ + (A−B + C)x+ (A− C)

A+B = ۰

A−B + C = ۰

A− C = ۳

م��ی�ش��ون��د ح��اص��ل زی��ر ب��ص��ورت A,B,C م��ج��ه��ول ض��رای��ب دس��ت��گ��اه ای��ن ح��ل ب��ا
A = ۱, B = −۱, C = −۲.

ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن
۳

x۳ − ۱
=

۱

x− ۱
− x+ ۲

x۲ + x+ ۱
.

∫پ��س
۳

x۳ − ۱
dx =

∫
dx

x− ۱
−
∫

x+ ۲

x۲ + x+ ۱
dx.

م��ی�ب��اش��ن��د م��ح��اس��ب��ه ق��اب��ل راح��ت��ی ب��ه راس��ت س��م��ت ان��ت��گ��رال�ه��ای ∫ح��ال
dx

x− ۱
= ln|x− ۱|.

∫
x+ ۲

x۲ + x+ ۱
dx =

۱

۲

∫
۲x+ ۴

x۲ + x+ ۱
dx =

۱

۲

∫
۲x+ ۱ + ۳

x۲ + x+ ۱
dx

=
۱

۲

∫
۲x+ ۱

x۲ + x+ ۱
dx+

۳

۲

∫
dx

x۲ + x+ ۱

=
۱

۲

∫
۲x+ ۱

x۲ + x+ ۱
dx+

۳

۲

∫
dx

(x+ ۱
۲)

۲ + ۳
۴



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴٠۴

آن �ل �اص� ح� و du = (۲x + ۱)dx �م ری� دا u = x۲ + x + ۱ �رض ف� �ا ب� �پ چ� �ت �م� س� �رال �گ� �ت� ان� �ن �ی� اول�
در ش��ده ب��ی��ان روش ب��ه رب��وط م�� راس��ت س��م��ت ان��ت��گ��رال دوم��ی��ن و م��ی�ش��ود ح��اص��ل ln(x۲ + x+ ۱) ب��ص��ورت

�ت �دس� ب� �ر زی� �ورت �ص� ب� آن �ل �اص� ح� x +
۱

۲
=

√
۳

۲
tan t �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ا ب� �ه ك� �د �اش� �ی�ب� م� �ف ال� �ت �ال� ح� ٣.١٢

∫م��ی�آی��د.
dx(

x+
۱

۲

)۲

+
۳

۴

=
۲√
۳
tan−۱

x+
۱

۲√
۳

۲

+ c

اس��ت. زی��ر ب��ص��ورت ان��ت��گ��رال ن��ه��ائ��ی ج��واب ∫ب��ن��اب��رای��ن
۳

x۳ − ۱
dx

= ln|x− ۱|−۱

۲
ln(x۲ + x+ ۱)− ۳√

۳
tan−۱(

x+ ۱
۲√

۳
۲

) + c

= ln| x− ۱√
x۲ + x+ ۱

|−
√

۳ tan−۱(
۲x+ ۱√

۳
) + c

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل زی��ر ب��ص��ورت ان��ت��گ��رال�ه��ائ��ی م��ع��م��ولا
p(x)

q(x)
گ��وی��ای ت��اب��ع زی��ه ت��ج�� از پ��س .٢.۴.١٢ ∫ت��ذک��ر

A

(x− a)n
,

∫
Bx+ C

(x۲ + ax+ b)n
, n ≥ ۱

م��ی�پ��ردازی��م. ی��ك ه��ر ب��ررس��ی ب��ه ∫ك��ه
A

(x− a)n
dx (ال��ف)

ری��م دا آن�گ��اه n = ۱ اگ��ر (I)∫
A

x− a
dx = A ln|x− a|+c.

ری��م دا آن��گ��اه n > ۱ اگ��ر (II)∫
A

(x− a)n
dx = A

∫
(x− a)−ndx =

A

−n+ ۱
(x− a)−n+۱ + c.

.
∫

Bx+ C

(x۲ + ax+ b)n
dx ب)

م��ی�ش��ود. م��ن��ج��ر ال��ف ح��ال��ت ب��ه آن��گ��اه ∆ = a۲ − ۴b = ۰ اگ��ر (III)



ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای .١٢ ف��ص��ل ۴٠۵

ب��ه م��ج��دداً ك��ه م��ی�ش��ود زی��ه ت��ج�� ی��ك درج��ه ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د دو ب��ه x۲ + ax+ b ع��ب��ارت آن��گ��اه ∆ > ۰ اگ��ر (IV)
م��ی�ش��ود. م��ن��ج��ر ال��ف ح��ال��ت

ری��م دا آن��گ��اه n = ۱ و ∆ < ۰ اگ��ر (V)

x۲ + ax+ b = (x+
a

۲
)۲ + (b− a۲

۴
).

ب��ن��اب��رای��ن

∫
Bx+ C

x۲ + ax+ b
dx =

B

۲

∫ ۲x+
۲C

B
x۲ + ax+ b

dx

=
B

۲

∫ ۲x+ a+
۲C

B
− a

x۲ + ax+ b
dx

=
B

۲

∫
۲x+ a

x۲ + ax+ b
dx+ (C − Ba

۲
)

∫
dx

x۲ + ax+ b

=
B

۲
ln(x۲ + ax+ b) + (

C −Ba

۲
)

∫
dx

(x+
a

۲
)۲ + (b− a۲

۴
)

در (ج) �ا ی� �ف) (ال� �ای �ه� �ت� �ال� ح� �ه ب� b − a۲

۴
< ۰ �ا ی� b − a۲

۴
> ۰ �ه �ك� �ن� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ر �ی� اخ� �رال �گ� �ت� ان�

ان��ت��گ��رال ح��اص��ل م��ن��اس��ب م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ب��ا ك��ه م��ی�ش��ود ت��ب��دی��ل ه��ذل��ول��ی و م��ث��ل��ث��ات��ی م��ت��غ��ی��ره��ای ت��غ��ی��ی��ر روش
م��ی�ش��ود. م��ح��اس��ب��ه

م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ری��ن ت��م�� ع��ن��وان ب��ه n > ۱ و ∆ < ۰ ح��ال��ت (VI)

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .٣.۴.١٢ ∫م��ث��ال
x+ ۱

(x− ۱)۲(x۲ + x+ ۱)
dx

ری��م دا ح��ل.
x+ ۱

(x− ۱)۲(x۲ + x+ ۱)
=

A

x− ۱
+

B

(x− ۱)۲
+

Cx+D

x۲ + x+ ۱
.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴٠۶

C و D �ه��ول �ج� م� �ر �ادی� �ق� م� راس��ت و چ��پ �م��ت س� �ای �ره� �س� ك� �ورت ص� دادن �رار ق� �د �ح� �ت� م� و �ت��رك �ش� م� �رج �خ� م� از پ��س

ب��ن��اب��رای��ن A = −۱

۳
و B =

۳

۲
و C =

۱

۳
و D = ۰ م��ی�ش��ون��د ح��اص��ل زی��ر ب��ص��ورت A و B و

∫
x+ ۱

(x− ۱)۲(x۲ + x+ ۱)
dx

= −۱

۳

∫
dx

x− ۱
+

۲

۳

∫
dx

(x− ۱)۲
+

۱

۳

∫
xdx

x۲ + x+ ۱

= −۱

۳
ln|x− ۱|− ۲

۳(x− ۱)
+

۱

۶
ln(x۲ + x+ ۱)

− ۱

۳
√

۳
tan−۱(

۲x+ ۱

۲
√

۳
) + c.

م��ش��ت��رك م��ض��رب ك��وچ��ك�ت��ری��ن روش ۵.١٢

ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود زی��ر ب��ص��ورت x از گ��وی��ائ��ی ت��وان��ه��ای f(x) ت��اب��ع در اگ��ر
f(x) = g(x, x

m
n , . . . , x

r
s )

�ای �ره� �س� ك� در �رب ض� �ا ب� �ه ك� �ت اس� �ی �ح� �ی� �ح� ص� �دد ع� �ن ری� � �ت� �ك� �وچ� ك� k �ه ك� x = tk �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ا ب� �وان �ی�ت� م� �اه �گ� آن�
ص��ورت ای��ن در ك��ه رس��ی��د t م��ت��غ��ی��ر �رح��س��ب ب� گ��وی��ائ��ی ت��اب��ع ب��ه م��ی�ك��ن��د ت��ب��دی��ل ص��ح��ی��ح ع��دد ب��ه را آن��ه��ا

r

s
, . . . ,

m

n
ع��دد ری��ن ك��وچ��ك��ت�� ك��ه ری��م دا ت��وج��ه آورد. ب��دس��ت را ان��ت��گ��رال ح��اص��ل م��ی�ت��وان گ��وی��ا ك��س��ره��ای زی��ه ت��ج�� روش ك��م��ك ب��ه

م��ض��رب ری��ن ك��وچ��ك��ت�� از اس��ت ع��ب��ارت م��ی�ك��ن��د ت��ب��دی��ل ص��ح��ی��ح ع��دد ی��ك ب��ه را
r

s
, . . . ,

m

n
ك��س��ره��ای ك��ه ص��ح��ی��ح��ی

k = ,n)ک�.م�.م. . . . , s) ی��ع��ن��ی ف��وق ك��س��ره��ای م��خ��رج م��ش��ت��رك

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال��ه��ای ح��اص��ل .١.۵.١٢ م��ث��ال

.
∫ √

x+ ۳
√
x

۴
√
x۵ − ۶

√
x۷

dx (II) ،
∫

x+
۳
√
x۲ + ۶

√
x

x(۱ + ۳
√
x)

dx (I)

ح��ل.

۶ و ۳ �داد اع� �رك �ت� �ش� م� �رب �ض� م� �ن ری� � �ت� �ك� �وچ� ك� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
۱

۳
و

۱

۶
و

۲

۳
از �د �ن� �ارت� �ب� ع� x �ای �وی� گ� �ای �ه� �وان� ت� (I)

ان��ت��گ��رال در ج��ای��گ��ذاری ب��ا و dx = ۶t۵dt ری��م دا x = t۶ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ب��ا پ��س ۶ از اس��ت ع��ب��ارت



ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای .١٢ ف��ص��ل ۴٠٧

م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه

∫
x+

۳
√
x۲ + ۶

√
x

x(۱ + ۳
√
x)

dx =

∫
(t۶ + t۴ + t)(۶t۵)

t۶(۱ + t۲)
dt

= ۶

∫
t۵ + t۳ + ۱

۱ + t۲
dt

= ۶

∫
t۳dt+ ۶

∫
dt

t۲ + ۱

=
۳

۲
t۴ + ۶ tan−۱ t+ c =

=
۳

۲
x

۲

۳ + ۶ tan−۱ ۶
√
x+ c.

و ۶ اع��داد م��ش��ت��رك م��ض��رب ری��ن ك��وچ��ك��ت�� ب��ن��اب��رای��ن
۷

۶
و

۵

۴
و

۱

۳
و

۱

۲
از ع��ب��ارت��ن��د x گ��وی��ای ت��وان�ه��ای (II)

و dx = ۱۲t۱۱dt ص��ورت ای��ن در x = t۱۲ �ی��م �ن� ك� ف��رض پ��س ۱۲ از اس��ت �ب��ارت ع� ۲ و ۳ و ۴

ری��م دا

∫ √
x+ ۳

√
x

۴
√
x۵ − ۶

√
x۷

dx =

∫
(t۶ + t۴)(۱۲t۱۱)

t۱۵ − t۱۴
dt

= ۱۲

∫
t۳ + t

t۲ − ۱
dt

= ۱۲

∫
tdt+ ۱۲

∫
۲t

t۲ − ۱
dt

= ۶t۲ + ۱۲ ln|t۲ − ۱|+c

= ۶ ۶
√
x+ ۱۲ ln| ۶

√
x− ۱|+c.

z = tan x
۲ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ۶.١٢

�ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �غ� ت� از �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �د �ن� �اش� ب� cosx و sinx �ع �واب� ت� �ب �س� �رح� ب� �ارت �ب� ع� �ك ی� آن �ع �اب� ت� �ه ك� �ی �ائ� �رال�ه� �گ� �ت� ان� در
م��ث��ل��ث��ات��ی ات��ح��اده��ای ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��م��ائ��ی��م. اس��ت��ف��اده z = tan x

۲

sinx =
۲ tan(

x

۲
)

۱ + tan۲(
x

۲
)
, cosx =

۱ − tan۲(
x

۲
)

۱ + tan۲(x۲)



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴٠٨

ری��م دا dz =
۱

۲
(۱ + tan۲ x

۲
)dx و

sinx =
۲z

۱ + z۲
, cosx =

۱ − z۲

۱ + z۲
, dx =

۲dz

۱ + z۲
.

روش �ب��ق ط� �ه ك� �ود �ی�ش� م� �ل �اص� ح� z �ر �ی� �غ� �ت� م� �س��ب �رح� ب� �ا �وی� گ� �ع �اب� ت� �ورت �ص� ب� �رال �گ� �ت� ان� ی��ك �ر �ادی� �ق� م� �ن ای� دادن �رار ق� �ا ب�
ن��م��ود. م��ح��اس��ب��ه آن��را م��ی�ت��وان گ��وی��ا ك��س��ره��ای زی��ه ت��ج��

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .١.۶.١٢ ∫م��ث��ال
secxdx

ری��م دا ∫ح��ل.
secxdx =

∫
dx

cosx

=

∫ ۲
۱+z۲

۱−z۲

۱+z۲

dz

=

∫
۲dz

۱ − z۲

=

∫ (
۱

۱ + z
+

۱

۱ − z

)
dz

= ln|۱ + z|− ln|۱ − z|+c

= ln

∣∣∣∣۱ + z

۱ − z

∣∣∣∣+ c

= ln

∣∣∣∣۱ + tan x
۲

۱ − tan x
۲

∣∣∣∣+ c.

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .٢.۶.١٢ ∫م��ث��ال
dx

sinx(۲ + cosx− ۲ sinx)

ری��م دا ح��ل.

∫
dx

sinx(۲ + cosx− ۲ sinx)
=

∫ ۲dz
۱+z۲

۲z
۱+z۲ (۲ + ۱−z۲

۱+z۲ − ۴z
۱+z۲ )

=

∫
(۱ + z۲)dz

z(z۲ − ۴z + ۳)



ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای .١٢ ف��ص��ل ۴٠٩

=

∫
(۱ + z۲)

z(z − ۳)(z − ۱)

=

∫
(

۱
۳

z
+

۵
۳

z − ۳
− ۱

z − ۱
)dz

=
۱

۳
ln|z|+۵

۳
ln|z − ۳|− ln|z − ۱|+c

=
۱

۳
ln|tan x

۲
|+۵

۳
ln|tan x

۲
− ۳|− ln|tan x

۲
− ۱|+c.

�ود وج� �رال �گ� �ت� ان� در coshx و sinhx �ول��ی �ذل� ه� �ع �واب� ت� �ه �ی�ك� �ت� �ال� ح� در �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� ای��ن �ه �اب� �ش� م� .٣.۶.١٢ �ذک��ر ت�
م��ح��اس��ب��ه را ان��ت��گ��رال ح��اص��ل ق��ب��ل روش ط��ب��ق و ك��رد اخ��ت��ی��ار را z = tan x

۲ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر م��ی�ت��وان ب��اش��ن��د داش��ت��ه
coshx و sinhx و dx �ر �ادی� �ق� م� �ی �ول� �ذل� ه� �ع �واب� ت� �ای �اده� �ح� ات� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ت �ال� ح� �ن ای� در �ه ك� �م ری� دا �ه �وج� ت� �ود �م� ن�

م��ی�ب��اش��ن��د. زی��ر ب��ص��ورت

sinhx =
۲z

۱ − z۲
, coshx =

۱ + z۲

۱ − z۲
, dx =

۲dz

۱ − z۲

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .۴.۶.١٢ ∫م��ث��ال
dx

sinhx+ ۲ coshx

ری��م دا ح��ل.

∫
dx

sinhx+ ۲ coshx
=

∫ ۲dz
۱−z۲

۲z
۱−z۲ + ۲(۱+z۲)

۱−z۲

=

∫
۲dz

۲z + ۲ + ۲z۲

=

∫
dz

z۲ + z + ۱

=

∫
dz(

z + ۱
۲

)۲
+ ۳

۴

=
۲√
۳
tan−۱

(
z + ۱

۲√
۳

۲

)
+ c.

.z = tan x
۲ آن در ک��ه
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م��ث��ل��ث��ات��ی ان��ت��گ��رال�ه��ا�ی ٧.١٢

م��ی�ت��وان را آن�ه��ا ك��ه دارن��د وج��ود sinx و cosx ت��واب��ع از رب��ی � �ل��ض� ح��اص� �ات��ی �ث� �ل� �ث� م� �ت��گ��رال�ه��ای ان� از �ی��اری ب��س� در
گ��رف��ت. ن��ظ��ر در زی��ر ص��ورت�ه��ای ب��ه

ب��ص��ورت ان��ت��گ��رال�ه��ای ∫(ال��ف)
sin ax sin bxdx.

ب��ص��ورت ان��ت��گ��رال�ه��ای ∫(ب)
sin ax cos bxdx.

ب��ص��ورت ان��ت��گ��رال�ه��ای ∫(ج)
cos ax cos bxdx.

ب��ص��ورت ان��ت��گ��رال�ه��ای ∫(د)
sinm x cosn xdx, (m,n ∈ Z).

ب��ص��ورت ان��ت��گ��رال�ه��ای ∫(ه��ـ)
sinp x cosq xdx, (p, q ∈ Q).

از �وان �ی�ت� م� (ج) و (ب) و (ال��ف) �ای �ه� �ت� �ال� ح� �ای �رال�ه� �گ� �ت� ان� در �م. �ردازی� �ی�پ� م� ی��ك �ر ه� ح��ل روش �ه ب� �ال ح�
ك��رد. اس��ت��ف��اده زی��ر م��ث��ل��ث��ات��ی ات��ح��اده��ای

sin ax sin bx =
۱

۲
[cos(a− b)x− cos(a+ b)x]

cos ax cos bx =
۱

۲
[cos(a− b)x+ cos(a+ b)x]

sin ax cos bx =
۱

۲
[sin(a− b)x+ sin(a+ b)x]

�ی �ب� �اس� �ن� م� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �وان �ی�ت� م� �د �ن� �اش� ب� �رد ف� �ا ی� زوج m,n �داد اع� �ه �ك� �ن� ای� �اس �راس� ب� �ت �ال� ح� �ن ای� در د)
گ��رف��ت. ن��ظ��ر در زی��ر ب��ص��ورت

�اده �ف� �ت� اس� u = cosx �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� از �وان �ی�ت� م� �ورت ص� ای��ن در �د �اش� ب� �ب��ت �ث� م� و �رد ف� �دد ع� m �ه �چ� �ان� �ن� چ� (I)
ن��م��ود.

ن��م��ود. اس��ت��ف��اده را u = − sinx م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر م��ی�ت��وان آن��گ��اه ب��اش��د م��ث��ب��ت و ف��رد ع��ددی n اگ��ر (II)
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ك��رد. اس��ت��ف��اده زی��ر ات��ح��اده��ای از م��ی�ت��وان ب��اش��ن��د م��ث��ب��ت و زوج اع��داد m و n اگ��ر (III)

sin۲ x =
۱ − cos۲x

۲
, cos۲ x =

۱ + cos۲x

۲

ن��م��ود. اس��ت��ف��اده را u = tanx م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر م��ی�ت��وان ب��اش��د م��ن��ف��ی ول��ی زوج ع��ددی m+ n اگ��ر (IV)

م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه u = sinx ف��رض ب��ا ح��ال��ت ای��ن در ∫ه��ـ)
sinp x cosq xdx =

∫
up(۱ − u۲)q−۱du.

م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ری��ن ت��م�� ع��ن��وان ب��ه ان��ت��گ��رال ای��ن ح��ل ادام��ه

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .١.٧.١٢ ∫م��ث��ال
sin۴ x cos۶ xdx

ری��م دا (د) ح��ال��ت از (III) ق��س��م��ت ب��ن��اب��ه ل��ذا ه��س��ت��ن��د م��ث��ب��ت و زوج اع��داد m,n چ��ون ∫ح��ل.
sin۴ x cos۶ xdx =

∫
(sin۲ x)۲(cos۲ x)۳dx

=

∫
(
۱ − cos۲x

۲
)۲(

۱ + cos۲x

۲
)۳dx

=
۱

۳۲

∫
sin۴ ۲x(۱ + cos۲x)dx

=
۱

۳۲

∫
sin۴ ۲xdx+

۱

۳۲

∫
sin۴ ۲x cos۲xdx.

م��ی�ش��ون��د. م��ح��اس��ب��ه زی��ر ب��ص��ورت ك��دام ه��ر راس��ت س��م��ت ان��ت��گ��رال�ه��ای

۱

۳۲

∫
sin۴ ۲xdx =

۱

۱۲۸

∫
(۱ − cos۴x)۲dx

=
۱

۱۲۸
(x− ۱

۲
sin۴x) +

۱

۲۵۶

∫
(۱ + cos۸x)dx

=
۳

۲۵۶
x− ۱

۲۵۶
sin۴x+

۱

۲۰۴۸
sin۸x+ c.
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ری��م دا u = sin۲x ب��ات��غ��ی��ی��ر ه��م��چ��ن��ی��ن

۱

۳۲

∫
sin۴ ۲x cos۲xdx =

۱

۶۴

∫
u۴du

=
۱

۳۲۰
u۵ + c

=
۱

۳۲۰
sin۵ ۲x+ c.

از اس��ت ع��ب��ارت ان��ت��گ��رال ح��اص��ل ب��ن��اب��رای��ن
۳

۲۵۶
x− ۱

۲۵۶
sin۴x+

۱

۲۰۴۸
sin۸x+

۱

۳۲۰
sin۵ ۲x+ c.

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .٢.٧.١٢ ∫م��ث��ال
sin۳ x

۳
√
cos۲ x

dx

ری��م دا ∫ح��ل.
sin۳ x

۳
√
cos۲ x

dx =

∫
sin۳ x cos−

۲
۳ xdx.

ب��ن��اب��رای��ن du = − sinxdx ری��م دا u = cosx م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ∫ب��ا
sin۳ x cos−

۲
۳ xdx = −

∫
(۱ − u۲)u−

۲
۳du

= −۳u
۱
۳ +

۳

۷
u

۷
۳ + c

= ۳ ۳
√
cosx(

۱

۷
cos۲ x− ۱) + c

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .٣.٧.١٢ ∫م��ث��ال
sin۲ x

cos۶ x
dx

�ا ی� و du = (۱ + tan۲ x)dx �ذا ل� u = tanx �م ری� دا (د) �ت �ال� ح� از (IV) �ت �م� �س� ق� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ل. ح�
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ب��ن��اب��رای��ن
۱

cos۲ x
= ۱ + u۲ ه��م��چ��ن��ی��ن du =

dx

cos۲ x∫
sin۲ x

cos۶ x
dx =

∫
u۲(۱ + u۲)du =

u۳

۳
+

u۵

۵
+ c

=
tan۳ x

۳
+

tan۵ x

۵
+ c.

م��ع��ك��وس ت��اب��ع ان��ت��گ��رال ٨.١٢
∫

f(x)dx اگ��ر �د �اش� ب� آن �ع��ك��وس م� �اب��ع ت� f−۱(x) و �اش��د ب� �ر �ذی� �ع��ك��وس�پ� م� �اب��ع ت� ی��ك f(x) �اب��ع ت� �م �ی� �ن� ك� ف��رض

آورد. �ت �دس� ب� �ر زی� �ورت �ص� ب� f(x) �ع �اب� ت� �رال �گ� �ت� ان� �ك �م� ك� �ه ب� �وان �ی�ت� م� را
∫

f−۱(x)dx �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �روض �ف� ∫م�
f−۱(x)dx ب��رای ج��زء ب��ه ج��زء روش ب��ردن ب��ك��ار ب��ا ص��ورت ای��ن در G(x) =

∫
f(x)dx ك��ن��ی��م ف��رض

م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه dv = dxوu = f−۱(x)ف��رض ب��ا

du =
dx

f ′(f−۱(x))
=

dx

G(f−۱(x))
, v = x.

ری��م دا ∫ب��ن��اب��رای��ن
f−۱(x)dx = xf−۱(x)−

∫
x

dx

f ′(f−۱(x))

= xf−۱(x)−
∫

f(f−۱(x))d(f−۱(x))

= xf−۱(x)−G(f−۱(x)) + c.

∫ب��ن��اب��رای��ن
f−۱(x)dx = xf−۱(x)−G(f−۱(x)) + c.

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .١.٨.١٢ ∫م��ث��ال
tan−۱ xdx

�ز �ی� ن� و f−۱(x) = tan−۱ x �ورت ص� �ن ای� در f(x) = tanx �م �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
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ب��ن��اب��رای��ن G(x) =
∫
f(x)dx =

∫
tanxdx = − ln|cosx|∫

tan−۱ xdx = x tan−۱ x−G(tan−۱ x) + c

= x tan−۱ x+ ln|cos(tan−۱ x)|+c.

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .٢.٨.١٢ ∫م��ث��ال
sinh−۱ xdx

ص��ورت ای��ن در f(x) = sinhx ك��ن��ی��م ف��رض ح��ل.

G(x) =

∫
sinhxdx = coshx.

∫ب��ن��اب��رای��ن
sinh−۱ xdx = x sinh−۱ x− cosh(sinh−۱ x) + c.

ك��اه��ش��ی ف��رم��ول روش ٩.١٢

ف��رم��ول ك��م��ك ب��ه م��ی�ت��وان �ت��ن��د ه��س� �ث��ب��ت م� و ص��ح��ی��ح ت��وان��ه��ای دارای ك��ه ان��ت��گ��رال��ه��ائ��ی �ب��ه م��ح��اس� ب��رای اوق��ات گ��اه��ی
آورد. ب��دس��ت را ان��ت��گ��رال ح��اص��ل ك��اه��ش��ی ف��رم��ول از اس��ت��ف��اده م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد ی��ك پ��س و ك��اه��ش را ت��وان ك��اه��ش��ی

م��ی�ك��ن��ی��م. اش��اره ك��اه��ش��ی ف��رم��ول��ه��ای ای��ن از ت��ع��دادی ب��ه زی��ر در

(I)∫
sinn xdx = −۱

n
sinn−۱ x cosx+

n− ۱

n

∫
sinn−۲ xdx.

(II)∫
cosn xdx =

۱

n
cosn−۱ x sinx+

n− ۱

n

∫
cosn−۲ xdx.

(III)∫
secn xdx =

۱

n− ۱
secn−۲ x tanx+

n− ۲

n− ۱

∫
secn−۲ xdx.

(IV)∫
xnexdx = xnex − n

∫
xn−۱exdx.
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(V)∫
xm(lnx)ndx =

xm+۱(lnx)n

m+ ۱
− n

m+ ۱

∫
xm(lnx)n−۱dx.

(VI)∫
tann xdx =

۱

n− ۱
tann−۱ x−

∫
tann−۲ xdx.

(VII)∫
cotn xdx =

−۱

n− ۱
cotn−۱ x−

∫
cotn−۲ xdx.

(VIII)∫
cscnxdx =

−۱

n− ۱
cotxcscn−۲x+ (

n− ۲

n− ۱
)

∫
cscn−۲xdx.

�ور �ط� ب� �رد ك� �اده �ف� �ت� اس� �زء ج� �ه ب� �زء ج� روش از �وان �ی�ت� م� �وق ف� �ی �ش� �اه� ك� �ای �ه� �ول� �رم� ف� از �ك ی� �ر ه� �ات �ب� اث� �رای ب�
�وان �ن� ع� �ه ب� را �ا �ت�ه� �م� �س� ق� �ه �ی� �ق� ب� و �م �ی� �ن� �ی�ك� م� �اب��ت ث� را (IV ) و (I) �ای �ه� �ت� �م� �س� ق� �ی �ش� �اه� ك� �ای �ه� �ول� �رم� ف� �ال �ث� م�

م��ی�ش��ود. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه ری��ن ت��م��

ری��م دا (I)∫
sinn xdx =

∫
sinn−۱ x sinxdx, u = sinn−۱ x, dv = sinxdx.

ب��ن��اب��رای��ن du = (n− ۱) sinn−۲ x cosxdx, v = − cosx ∫پ��س
sinn xdx = − sinn−۱ x cosx+ (n− ۱)

∫
sinn−۲ x cos۲ xdx

= − sinn−۱ x cosx+ (n− ۱)

∫
sinn−۲ x(۱ − sin۲ x)dx

= − sinn−۱ x cosx+ (n− ۱)

∫
sinn−۲ xdx− (n− ۱)

∫
sinn xdx.

ب��ن��اب��رای��ن

n

∫
sinn xdx = − sinn−۱ x cosx+ (n− ۱)

∫
sinn−۲ xdx.

∫پ��س
sinn xdx = −۱

n
sinn−۱ x cosx+

n− ۱

n

∫
sinn−۲ xdx.

ری��م دا dv = exdx, u = xn ف��رض ب��ا (IV)
du = nxn−۱dx, v = ex.
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ری��م دا ج��زء ب��ه ج��زء روش ب��ن��اب��ه ب��ن��اب��رای��ن ∫و
xnexdx = xnex − n

∫
xn−۱exdx.

آوری��د. ب��دس��ت را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .١.٩.١٢ ∫م��ث��ال
x۲(lnx)۲dx

ری��م دا (V) ك��اه��ش��ی ف��رم��ول از اس��ت��ف��اده ب��ا ح��ل.

∫
x۲(lnx)۲dx =

x۳(lnx)۲

۳
− ۲

۳

∫
x۲ lnxdx

x۳(lnx)۲

۳
− ۲

۳
[
x۳ lnx

۳
− ۱

۳

∫
x۲dx]

=
x۳(lnx)۲

۳
− ۲

۹
x۳ lnx+

۲

۲۷
x۳ + c.

ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ١٠.١٢

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .١.١٠.١٢ ∫م��س��ال��ه
(۱ −

√
۱ + x+ x۲)۲

x۲
√

۱ + x+ x۲
dx

ری��م. م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را زی��ر م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر √ح��ل.
۱ + x+ x۲ = xt+ ۱

ل��ذا و x = ۲t−۱
۱−t۲

داش��ت �ی��م خ��واه� �ی��ج��ه �ت� ن� در ۱ + x+ x۲ = x۲t۲ + ۲xt+ ۱ ری��م دا ص��ورت ای��ن در
ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن dx = ۲t۲−۲t+۲

(۱−t۲)۲√
۱ + x+ x۲ = xt+ ۱ =

t۲ − t+ ۱

۱ − t۲
.
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داش��ت. خ��واه��ی��م ف��وق ان��ت��گ��رال در ج��ای��گ��ذاری ب��ا ح��ال .۱ −
√

۱ + x+ x۲ = −۲t۲+t
۱−t۲

ی��ا و

∫
(۱ −

√
۱ + x+ x۲)۲

x۲
√

۱ + x+ x۲
dx

=

∫
(−۲t۲ + t)۲(۱ − t۲)(۱ − t۲)(۲t۲ − ۲t+ ۲)

(۱ − t۲)۲(۲t− ۱)۲(t۲ − t+ ۱)(۱ − t۲)۲
dt

= ۲

∫
t۲

۱ − t۲
= ۲

∫
۱ + t۲ − ۱

۱ − t۲
dt

= ۲

(∫
−dt+

∫
dt

۱ − t۲

)
= −۲t+ ln

∣∣∣∣۱ + t

۱ − t

∣∣∣∣+ c

= −۲
√

۱ + x+ x۲ − ۱

x
+ ln

∣∣∣∣∣x+
√

۱ + x+ x۲ − ۱

x−
√

۱ + x+ x۲ + ۱

∣∣∣∣∣+ c

= −۲(
√

۱ + x+ x۲ − ۱

x
+ ln

∣∣∣۲x+ ۲
√

۱ + x+ x۲ + ۱
∣∣∣+ c

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر ان��ت��گ��رال م��ث��ل��ث��ات��ی غ��ی��ر م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ب��ا .٢.١٠.١٢ ∫م��س��ال��ه
dx√

x۲ + ۳x− ۴

ک��ن��ی��م ف��رض ح��ال x۲ + ۳x− ۴ = (x+ ۴)(x− ۱) م��ی�دان��ی��م √ح��ل.
(x+ ۴)(x− ۱) = (x+ ۴)t.

ری��م دا ص��ورت ای��ن� در
(x+ ۴)(x− ۱) = (x+ ۴)۲t۲.

داش��ت خ��واه��ی��م ن��ت��ی��ج��ه در (x− ۱) = (x+ ۴)t۲ ی��ا و

x =
۱ + ۴t۲

۱ − t۲
, dx =

۱۰t

(۱ − t۲)۲
dt.

√پ��س
(x+ ۴)(x− ۱) = (

۱ + ۴t۲

۱ − t۲
+ ۴)t =

۵t

۱ − t۲
.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴١٨

ری��م دا ان��ت��گ��رال در ج��ای��گ��ذاری ب��ا ب��ن��اب��رای��ن

∫
dx√

x۲ + ۳x− ۴
=

∫
۱۰t(۱ − t۲)

۵t(۱ − t۲)۲
dt =

∫
۲

۱ − t۲
dt

= ln|۱ + t

۱ − t
|+c

= ln|
۱ +

√
x−۱
x+۴

۱ −
√

x−۱
x+۴

|+c

= ln|
√
x+ ۴ +

√
x− ۱√

x+ ۴ −
√
x− ۱

|+c.

آوری��د. دس��ت ب��ه
∫
(lnx)ndx ان��ت��گ��رال ب��رای ک��اه��ش��ی ف��رم��ول ی��ک .٣.١٠.١٢ م��س��ال��ه

ری��م دا ص��ورت ای��ن در dv = dx و u = (lnx)n ده��ی��د ق��رار ح��ل.

du =
n(lnx)n−۱

x
dx, v = x.

ری��م دا ج��زء ب��ه ج��زء روش م��ط��اب��ق ∫ب��ن��اب��رای��ن
(lnx)ndx =

∫
udv = uv −

∫
vdu = x(lnx)n − n

∫
(lnx)n−۱dx+ c.

ب��ه را آن س��پ��س و آوری��د دس��ت ب��ه
∫

dx

(x۲ + a۲)n
ان��ت��گ��رال ب��رای ک��اه��ش��ی ف��رم��ول ی��ک .۴.١٠.١٢ م��س��ال��ه

ک��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه n = ۳ ازای

در dv = dx, u =
۱

(x۲ + a۲)n
�م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ال ح� .In =

∫
dx

(x۲ + a۲)n
�م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �ل. ح�

ری��م دا ص��ورت ای��ن

v = x, du = − ۲nxdx

(x۲ + a۲)n+۱
.



ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای .١٢ ف��ص��ل ۴١٩

ری��م دا ج��زء ب��ه ج��زء روش از اس��ت��ف��اده ب��ا ب��ن��اب��رای��ن

In =
x

(x۲ + a۲)n
+ ۲n

∫
x۲

(x۲ + a۲)n+۱
dx

=
x

(x۲ + a۲)n
+ ۲n

∫
(x۲ + a۲)− a۲

(x۲ + a۲)n+۱
dx

=
x

(x۲ + a۲)n
+ ۲nIn − ۲na۲In+۱.

داش��ت خ��واه��ی��م ن��ت��ی��ج��ه در

In+۱ =
۱

۲na۲
.

x

(x۲ + a۲)n
+

۲n− ۱

۲n
.
۱

a۲
In.

م��ی��ک��ن��ی��م. م��ح��اس��ب��ه را I۲ و I۱ اب��ت��دا I۳ م��ح��اس��ب��ه ب��رای ح��ال

I۱ =

∫
dx

x۲ + a۲
=

۱

a
tan−۱(

x

a
) + c

I۲ =

∫
dx

(x۲ + a۲)۲

=
۱

۲a۲
.

x

x۲ + a۲
+

۱

۲a۲
.I۱

=
۱

۲a۲
.

x

x۲ + a۲
+

۱

۲a۳
tan−۱(

x

a
) + c

ری��م دا اک��ن��ون

I۳ =

∫
dx

(x۲ + a۲)۳
=

۱

۴a۲
.

x

(x۲ + a۲)۲
+

۳

۴a۲
I۲

=
۱

۴a۲
.

x

(x۲ + a۲)۲
+

۳

۸a۴
.

x

(x۲ + a۲)
+

۳

۸a۵
tan−۱(

x

a
) + c.

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر ان��ت��گ��رال .۵.١٠.١٢ م��س��ال��ه

I =

∫
(x۲ − ۱)dx

(x۴ + ۳x۲ + ۱) tan−۱

(
x۲ + ۱

x

)



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴٢٠

داش��ت خ��واه��ی��م ل��ذا ری��م م��ی�گ��ی�� اک��ت��ور ف�� x۲ از م��خ��رج و ص��ورت در اب��ت��دا ح��ل.

I =

∫ x۲

(
۱ − ۱

x۲

)
dx

x۲

(
x۲ + ۳ +

۱

x۲

)
tan−۱

(
x۲ + ۱

x

)

=

∫ (
۱ − ۱

x۲

)
dx((

x+
۱

x

)۲

+ ۱

)
tan−۱

(
x+

۱

x

) .

�ا ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در
(

۱ − ۱

x۲

)
dx = dt �م ری� دا �س پ� �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را x +

۱

x
= t �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ال ح�

داش��ت خ��واه��ی��م ان��ت��گ��رال در ج��ای��گ��ذاری

I =

∫
dt

(t۲ + ۱) tan−۱ t
.

ب��ن��اب��رای��ن du =
dt

t۲ + ۱
ری��م دا u = tan−۱ t م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ب��ا

I =

∫
du

u
= ln|u|+c = ln|tan−۱ t|+c

= ln

∣∣∣∣tan−۱

(
x+

۱

x

)∣∣∣∣+ c.

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .۶.١٠.١٢ م��س��ال��ه

I =

∫
dx

a۲ sin۲ x+ b۲ cos۲ x

ری��م دا ح��ل.

I =

∫
dx

a۲ sin۲ x+ b۲ cos۲ x
=

۱

b۲

∫
۱

a۲

b۲
tan۲ x+ ۱

.
dx

cos۲ x

ری��م دا ن��ت��ی��ج��ه در dt =
a

b

dx

cos۲ x
ص��ورت ای��ن در

a

b
tanx = t ک��ن��ی��م ف��رض

I =
۱

ab

∫
dt

۱ + t۲
=

۱

ab
tan−۱ t+ c



ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای .١٢ ف��ص��ل ۴٢١

=
۱

ab
tan−۱

(a
b
tanx

)
+ c.

.I =

∫
cos(lnx)dx م��ح��اس��ب��ه م��ط��ل��وب��س��ت .٧.١٠.١٢ م��س��ال��ه

و v = x �م ری� دا �ورت ص� �ن ای� در u = cos(lnx) و dv = dx �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �ل. ح�

ری��م دا ج��زء ب��ه ج��زء روش م��ط��اب��ق پ��س du = − sin(lnx)
dx

x

I =

∫
cos(lnx)dx = x cos(lnx) +

∫
sin(lnx)dx.

در u = sin(lnx), dv = dx �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �ه �اب� �ش� م� روش �ا ب�
∫
sin(lnx)dx �ه �ب� �اس� �ح� م� �رای ب� �ال ح�

ن��ت��ی��ج��ه در du = cos(lnx)
dx

x
, v = x ص��ورت ∫ای��ن

sin(lnx)dx = x sin(lnx)−
∫

cos(lnx)dx.

ب��ن��اب��رای��ن

I =

∫
cos(lnx)dx = x cos(lnx) + x sin(lnx)− I.

ب��ا اس��ت ب��راب��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل ل��ذا
I =

x

۲
(cos(lnx) + sin(lnx)) + c.

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر ان��ت��گ��رال ح��اص��ل .٨.١٠.١٢ ∫م��س��ال��ه
x ln

(
۱ +

۱

x

)
dx

م��ی�دان��ی��م ح��ل.

ln(۱ +
۱

x
) = ln(

x+ ۱

x
) = ln(x+ ۱)− lnx.

ن��ت��ی��ج��ه ∫در
x ln(۱ +

۱

x
)dx =

∫
x(ln(x+ ۱)− lnx)dx

=

∫
x ln(x+ ۱)dx−

∫
x lnxdx.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴٢٢

ری��م دا ج��زء ب��ه ج��زء روش ب��ه اخ��ی��ر راب��ط��ه راس��ت س��م��ت ان��ت��گ��رال�ه��ای از ک��دام ه��ر م��ح��اس��ب��ه ب��رای اک��ن��ون

u = ln(x+ ۱)

dv = xdx
=⇒


du =

dx

x+ ۱

v =
x۲

۲

.

∫پ��س
x ln(x+ ۱)dx =

۱

۲
x۲ ln(x+ ۱)− ۱

۲

∫
x۲dx

x+ ۱

=
۱

۲
x۲ ln(x+ ۱)− ۱

۲

∫
(x۲ − ۱) + ۱

x+ ۱
dx

=
۱

۲
x۲ ln(x+ ۱)− ۱

۲

∫
(x− ۱)dx− ۱

۲

∫
dx

x+ ۱

=
۱

۲
x۲ ln(x+ ۱)− ۱

۴
x۲ +

۱

۲
x− ۱

۲
ln|x+ ۱|

=
x۲ − ۱

۲
ln(x+ ۱)− ۱

۴
x۲ +

۱

۲
x+ c.

ری��م دا ن��ی��ز م��ش��اب��ه ط��ور ∫ب��ه
x lnxdx =

x۲

۲
lnx− ۱

۴
x۲ + c.

∫ب��ن��اب��رای��ن
x ln

(
۱ +

۱

x

)
dx =

۱

۲
(x۲ − ۱) ln(x+ ۱)− x۲

۲
lnx+

x

۲
+ c.

ک��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را زی��ر ان��ت��گ��رال .٩.١٠.١٢ ∫م��س��ال��ه
sin۲ x

cos۶ x
dx

ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن
۱

cos۲ x
= ۱ + t۲ و

dx

cos۲ x
= dt ص��ورت ای��ن در tanx = t ک��ن��ی��م ف��رض ح��ل.

∫
sin۲ x

cos۶ x
dx =

∫
t۲(۱ + t۲)dt =

t۳

۳
+

t۵

۵
+ c

=
tan۳ x

۳
+

tan۵ x

۵
+ c.



ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای .١٢ ف��ص��ل ۴٢٣

م��ح��اس��ب��ه م��ط��ل��وب��س��ت .١٠.١٠.١٢ ∫م��س��ال��ه
dx

sinx(۲ + cosx− ۲ sinx)
.

ری��م دا tan
x

۲
= z م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ب��ا ح��ل.

∫
dx

sinx(۲ + cosx− ۲ sinx)

=

∫ ۲dz

۱ + z۲

۲z

۱ + z۲
(۲ +

۱ − z۲

۱ + z۲
− ۴z

۱ + z۲
)

=

∫
(۱ + t۲)

t(t۲ − ۴t+ ۳)
dt

=

∫
(۱ + t۲)

t(t− ۳)(t− ۱)
dt

=

∫
(

۱
۳

t
+

۵
۳

t− ۳
+

−۱

t− ۱
)dt

=
۱

۳

∫
dt

t
+

۵

۳

∫
dt

t− ۳
+

∫
dt

t− ۱

=
۱

۳
ln|t|+۵

۳
ln|t− ۳|− ln|t− ۱|+c

=
۱

۳
ln
∣∣∣tan(x

۲

)∣∣∣+ ۵

۳
ln
∣∣∣tan(x

۲

)
− ۳

∣∣∣− ln
∣∣∣tan(x

۲

)
− ۱

∣∣∣+ c.

م��س��ای��ل ١١.١٢

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر ان��ت��گ��رال�ه��ای ح��اص��ل .١

.٣∫ √
۲x+ ۳dx

.۴∫ √
۴x۲ − ۱xdx

.١∫
(x۴ + ۴

√
x)dx

.٢∫
(

۱

۲
√
x
+ ۳

√
x)dx



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴٢۴

.١٧∫
tanx sec۲ xdx

.١٨∫
a tan۳ x(۱ + a tan۲ x)dx

.١٩∫
sin(cosx) sinxdx

.٢٠∫
cos(sinx) cosxdx

.٢١∫
e۲x sinxdx

.٢٢∫
e۳x cos۲xdx

.٢٣∫
ex sin۲xdx

.٢۴∫
e−۴x(x۳ + ۴x− ۱)dx

.٢۵∫
sec۳ xdx

.٢۶∫
x secx tanxdx

.٢٧∫
lnxdx

.٢٨∫
(lnx)۲dx

.۵∫
ex
√
ex − ۱dx

.۶∫
lnx

x
dx

.٧∫
x۲ + x− ۱√

x
dx

.٨∫
x۳ − ۴

۳
√
x

dx

.٩∫
xdx√

۴x۲ + ۱

.١٠∫
sin۲ xdx

.١١∫
cos۲ xdx

.١٢∫
x sin(x۲)dx

.١٣∫
sinx

(۱ − cosx)۲
dx

.١۴∫
cos۲x√

۱ + sin۲x
dx

.١۵∫
sin۳ x cosxdx

.١۶∫
cos۳ x sinxdx



ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای .١٢ ف��ص��ل ۴٢۵

.۴١∫
x tan−۱ xdx

.۴٢∫
x sin−۱ x√

۱ − x۲
dx

.۴٣∫
x tan−۱ x

(x۲ + ۱)۲
dx

.۴۴∫
ln(x+

√
۱ + x۲)dx

.۴۵∫
sin−۱ x(

xdx√
(۱ − x۲)۳

)

.۴۶∫
sin−۱(

√
x)√

x

.۴٧∫
secx. tan۲ xdx

.۴٨∫
e۲xee

x
dx

.۴٩∫
xe

√
xdx

.۵٠∫
dx√

۱ + x۲

.۵١∫ √
۱ − x۲dx

.٢٩∫
x lnxdx

.٣٠∫
x۲ lnxdx

.٣١∫
x۲ sinxdx

.٣٢∫
x۳ cosxdx

.٣٣∫
(x۲ + ۱) sin۲ xdx

.٣۴∫
(x۲ + ۱) cos۲ xdx

.٣۵∫
sin−۱ xdx

.٣۶∫
cos−۱ ۲xdx

.٣٧∫
x sin−۱ xdx

.٣٨∫
x۲ sin−۱ xdx

.٣٩∫ √
x lnxdx

.۴٠∫
۳xexdx



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴٢۶

.۶٣∫
dx

(۵ − ۴x− x۲)

.۶۴∫
dx

(۱ + x)
√

۱ + x+ x۲

.۶۵∫
(x+ ۱)dx

(۲x+ x۲)
√

۲x+ x۲

.۶۶∫
dx

x
√

۲ + x− x۲

.۶٧∫ √
۲ + ۳x

x− ۳
dx

.۶٨∫
dx√

(۲x− x۲)۳

.۶٩∫
dx

x−
√
x۲ − ۱

.٧٠∫
(۲x− ۱)dx

(x− ۱)(x− ۲)

.٧١∫
(x۲ + x)dx

x۳ − x۲ + x− ۱

.٧٢∫
dx

x۳ + x۲ + x

.٧٣∫
xdx

(x+ ۱)(x+ ۳)

.۵٢∫ √
۴x۲ − ۱dx

.۵٣∫ √
۴ − x۲dx

.۵۴∫
asx√

۳ − sin۲ x
dx

.۵۵∫
sin۲ x

۱ + cos۲ x
dx

.۵۶∫
dx

x
√
x۲ + ۱

.۵٧∫ √
x۲ + ۱

x
dx

.۵٨∫
dx

x
√
x۲ + ۴

.۵٩∫
dx

x۲
√

۴ − x۲

.۶٠∫
x۳dx√
۱۶ − x۲

.۶١∫
dx

۳x۲ + ۲x+ ۴

.۶٢∫
dx√

۴x+ x۲



ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای .١٢ ف��ص��ل ۴٢٧

.٨۵∫
x۲dx

(x+ ۲)۲(x+ ۴)۲

.٨۶∫ √
x

۱ + ۳
√
x
dx

.٨٧∫
۳
√
x

۱ + ۵
√
x
dx

.٨٨∫ √
x۳ − ۳

√
x

۶ ۴
√
x

dx

.٨٩∫
۲ + ۳

√
x

۶
√
x+ ۳

√
x+

√
x+ ۱

dx

.٩٠∫
۷
√
x+

√
x

۷
√
x۸ +

۱۴
√
x۱۵

dx

.٩١∫
۶
√
x+ ۱

۶
√
x۷ +

۴
√
x۵

dx

.٩٢∫
( ۳
√
x+ ۲)۴

۳
√
x۲

dx

.٩٣∫ √
x

√
۱ +

√
xdx

z = tan(x۲) روش

.٩۴∫
dx

sinx+ ۱

.٩۵∫
dx

۲ + cosx

.٧۴∫
xdx

(x+ ۱)(x+ ۳)(x+ ۵)

.٧۵∫
x۴dx

(x۲ − ۱)(x+ ۲)

.٧۶∫
dx

(x− ۱)۲(x− ۲)

.٧٧∫
(x− ۸)dx

x۳ − ۴x۲ + ۴x

.٧٨∫
(۲x۲ − ۳x− ۳)dx

(x− ۱)(x۲ − ۲x+ ۵)

.٧٩∫
(x۳ − ۶)dx

x۴ + ۶x۲ + ۸

.٨٠∫
(۳x+ ۲)dx

x(x+ ۱)۳

.٨١∫
(x۳ + x− ۱)dx

(x۲ + ۲)۲

.٨٢∫
dx

x۳ + ۱

.٨٣∫
x۵dx

x۳ − ۱

.٨۴∫
dx

(x۲ − x)(x۲ − x+ ۱)۲



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴٢٨

.١٠٨∫
sin(

۱

۴
x) cos(

۳

۴
x)dx

.١٠٩∫
sin۲ x cos۳ xdx

.١١٠∫
sin۴x sin۲ ۳xdx

.١١١∫
cos۲ x cos۲ ۳xdx

.١١٢∫
(sinx)(cosx+ sinx)۲dx

.١١٣∫
tan۴ xdx

.١١۴∫
sec۴ xdx

.١١۵∫
x۶exdx

.١١۶∫
(lnx)۳dx

.١١٧∫
xne−x۲

dx

.١١٨∫
(x۲ + ۱)ndx

.١١٩∫
sec۳ x.csc۴xdx

.٩۶∫
sin۳ x

۲ + cosx
dx

.٩٧∫
dx

۲ − sin۲ x

.٩٨∫
cosxdx

۱ + ۲ cosx

.٩٩∫
dx

a tanx(۸ + ۷ cos۲x)

.١٠٠∫
dx

۳ cos۲x+ ۱

.١٠١∫
dx

۴ − ۵ sinx

.١٠٢∫
a tan۵ xdx

.١٠٣∫
dx

(۱ + cosx)۲

.١٠۴∫
dx

sin۲ x+ tan۲ x

.١٠۵∫
sinx. sin۳xdx

.١٠۶∫
cos۴x cos۷xdx

.١٠٧∫
cos۲x sin۴xdx
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.١٢٠∫
tan۳ x. sec۵ xdx
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١٣ ف��ص��ل

ان��ت��گ��رال ك��ارب��رده��ای

�اره اش� �ر زی� �ورت ص� �ه ب� �د �ن� �ت� �س� ه� �ودار �رخ� ب� �ری �ت� �ش� �ی� ب� �ت �ی� �م� اه� از �ه ك� �رال �گ� �ت� ان� �ای �رده� رب� �ا ك� �ی �رخ� ب� �ه ب� �ل �ص� ف� �ن ای� در
م��ی��ك��ن��ی��م.

ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت ١.١٣

�ه �ل� �اص� ف� در f(x) �ع �اب� ت� �ن �ی� �ع� م� �رال �گ� �ت� ان� �ی �دس� �ن� ه� �ر �ی� �اب� �ع� ت� از �ی �ك� ی� �د ش� �ان �ی� ب� �م ده� �ل �ص� ف� در �ه �وری�ك� ط� �ان� �م� ه�
�ذا ل� �د �اش� �ی��ب� م� �ا xه� �ور �ح� م� و x = a و x = b �وط �ط� خ� و �ع �اب� ت� �ن ای� �ه ب� �دود �ح� م� �ه �ی� �اح� ن� �ح �ط� س� a ≤ x ≤ b

اس��ت. ش��ده داده ن��ش��ان زی��ر ش��ك��ل در ك��ه م��ی��ب��اش��د ن��اح��ی��ه ی��ك م��س��اح��ت م��ح��اس��ب��ه ان��ت��گ��رال رب��رد ك��ا ری��ن س��اده��ت��

A ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت =
∫ b

a
f(x)dx

A �ی��ه ن��اح� �ر اگ� �ث��ال م� ب��ط��ور ك��رد �ه �ب� م��ح��اس� م��ی��ت��وان را �ن��ی �ن��ح� م� �ن��د چ� �ا ی� دو �ی��ن ب� م��ح��دود م��س��اح��ت �ر �ل��ی��ت� ك� �ال��ت ح� در
�اح��ت �س� م� �اه �گ� آن� �د �ن� �اش� ب� a ≤ x ≤ b �ه �ل� �اص� ف� در y۲ = f۲(x) و y۱ = f۱(x) �ای �ی��ه� �ن� �ح� �ن� م� �ن �ی� ب� �دود �ح� م�

۴٣١



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴٣٢

و y۲ = f۲(x) �ی �ن� �ح� �ن� م� �ر زی� �ح �ط� س� A۲ �ر اگ� �را زی�
∫ b
a [f۲(x) − f۱(x)]dx از �ت اس� �ارت �ب� ع� A �ه �ی� �اح� ن�

ری��م دا آن��گ��اه ب��اش��د a ≤ x ≤ b ف��اص��ل��ه در y۱ = f۱(x) م��ن��ح��ن��ی زی��ر س��ط��ح A۱

A۲ م��س��اح��ت =
∫ b

a
f۲(x)dx,

A۱ م��س��اح��ت =
∫ b

a
f۱(x)dx,

A م��س��اح��ت =
∫ b

a
[f۲(x)− f۱(x)]dx

ك��ه ری��م دا ت��وج��ه

A ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت = A۲ ن��اح��ی��ه A۱−م��س��اح��ت ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت

=

∫ b

a
f۲(x)dx−

∫ b

a
f۱(x)dx

=

∫ b

a
[f۲(x)− f۱(x)]dx

ب��ه م��س��اح��ت م��ح��اس��ب��ه در ل��ذا اس��ت م��ث��ب��ت��ی م��ق��دار دارای ه��م��واره م��س��اح��ت ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا .١.١.١٣ م��لاح��ظ��ه
y۲ = f۲(x) و y۱ = f۱(x) �ن��ی �ح� �ن� م� دو �ه ب� �ح��دود م� A �ه �ی� �اح� ن� �ر اگ� �ه ك� �م �ی� �ائ� �م� ن� دق��ت �ای��د ب� �ا �رال��ه� �گ� �ت� ان� �م��ك ك�
ت��ف��اض��ل در آن از ب��ع��د پ��ائ��ی��ن��ی م��ن��ح��ن��ی و اب��ت��دا در ب��ای��د ب��الائ��ی م��ن��ح��ن��ی f۲(x)− f۱(x) ت��ف��اض��ل در آن��گ��اه ب��اش��د
�ل��ق �ط� م� ق��در دادن �رار ق� �ا ب� �ی��ت��وان م� �م �ی� �اش� ب� �د �ردی� ت� و ش��ك �ا ی� �اه �ب� �ت� اش� �ار دچ� �اه��ی گ� اس��ت �ك��ن �م� م� چ��ون و �رن��د �ی� گ� �رار ق�
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ن��وش��ت م��ی��ت��وان ب��ن��اب��رای��ن ن��م��ود ب��رط��رف را م��ش��ك��ل ای��ن

A م��س��اح��ت =
∫ b

a
|f۲(x)− f۱(x)|dx =

∫ b

a
|f۱(x)− f۲(x)|dx.

�ورت ص� �ن ای� در �د �اش� ب� y = x و y = x۲ �ای �ی��ه� �ن� �ح� �ن� م� �ه ب� �دود �ح� م� �ه �ی� �اح� ن� A �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٢.١.١٣ �ال �ث� م�
ب��ن��اب��رای��ن x = ۰,۱ از اس��ت ع��ب��ارت آن��ه��ا ب��رخ��ورد ن��ق��اط

A م��س��اح��ت =
∫ ۱

۰
|x− x۲|dx = [

x۲

۲
− x۳

۳
]۱۰ =

۱

۶
.

�ه �ل� �اص� ف� در را y = cosx و y = sinx �ن��ی �ح� �ن� م� دو ت��وس��ط �ده ش� �ور �ح��ص� م� �ه �ی� �اح� ن� �اح��ت م��س� .٣.١.١٣ �ث��ال م�
آوری��د. ب��دس��ت [۰,۲π]

م��ی��آوری��م. ب��دس��ت [۰,۲π]ف��اص��ل��ه در را م��ن��ح��ن��ی دو ت��ق��اط��ع اب��ت��دا }ح��ل.
y = sinx

y = cosx
⇒ sinx = cosx ⇒ tanx = ۱

م��ی��ب��اش��ن��د. �رخ��ورد ب� ن��ق��اط x = ۵π
۴ و x = π

۴ پ��س
آن��گ��اه ب��اش��د ن��ظ��ر م��ورد ن��اح��ی��ه A اگ��ر ب��ن��اب��رای��ن

A م��س��اح��ت =

∫ ۲π

۰
|sinx− cosx|dx

=

∫ π
۴

۰
(cosx− sinx)dx+

∫ ۵π
۴

π
۴

(sinx− cosx)dx+

∫ ۲π

۵π
۴

(cosx− sinx)dx

= [cosx+ sinx]
π
۴
۰ + [− cosx− sinx]

۵π
۴
π
۴

+ [cosx+ sinx]۲π۵π
۴

= (

√
۲

۲
+

√
۲

۲
− ۱) + (

√
۲

۲
+

√
۲

۲
+

√
۲

۲
+

√
۲

۲
) + (۱ +

√
۲

۲
+

√
۲

۲
)

= ۴
√

۲

ان��ج��ام ن��ی��ز y م��ت��غ��ی��ر ح��س��ب ب��ر ان��ت��گ��رال��گ��ی��ری ك��م��ك ب��ه م��ی��ت��وان را ن��اح��ی��ه ی��ك س��ط��ح م��ح��اس��ب��ه .۴.١.١٣ م��لاح��ظ��ه
�ال��ت ح� �ن ای� در �ت �رف� گ� �ر �ظ� ن� در �ا yه� �ور �ح� م� روی �راز اف� �ا، xه� �ور �ح� م� روی �راز اف� �ای ج� �ه ب� �وان �ی��ت� م� �ع واق� در داد.
�ا yه� �ور �ح� م� و y = d و y = c �وط �ط� خ� و x = g(y) �ی �ن� �ح� �ن� م� �ه ب� �دود �ح� م� �ه �ی� �اح� ن� �ت �اح� �س� م�

∫ d
c g(y)dy

اس��ت. ش��ده داده ن��م��ای��ش زی��ر ش��ك��ل در ك��ه داش��ت

A م��س��اح��ت =
∫ d

c
g(y)dy

زی��ر �ث��ال م� در آورد. ب��دس��ت y �ی��ر �غ� �ت� م� ح��س��ب ب��ر �ز �ی� ن� را �ن��ی �ن��ح� م� دو �ی��ن ب� م��ح��دود م��س��اح��ت م��ی��ت��وان �ه �اب� م��ش� ب��ط��ور
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۴.١.١٣ م��لاح��ظ��ه ب��ه رب��وط م�� ش��ک��ل :١.١٣ ش��ک��ل

�ه �ب� �اس� �ح� م� y �ر �ی� �غ� �ت� م� �ب �س� ح� �ر ب� و x �ر �ی� �غ� �ت� م� �ب �س� ح� �ر ب� �ی �ن� �ع� ی� �ق ری� � ط� دو �ه ب� را �ی �ن� �ح� �ن� م� دو �ه ب� �دود �ح� م� �ت �اح� �س� م�
م��ی��ك��ن��ی��م.

�ق ری� � ط� دو �ه ب� را �ا yه� �ور �ح� م� و x = ۴ − y۲ �ی �ن� �ح� �ن� م� �ه ب� �دود �ح� م� �ه �ی� �اح� ن� �ت �اح� �س� م� .۵.١.١٣ �ال �ث� م�
آوری��د. ب��دس��ت (y و x م��ت��غ��ی��ره��ای ح��س��ب ب��ر (ان��ت��گ��رال��گ��ی��ری

ح��ل.

.y م��ت��غ��ی��ر ح��س��ب ب��ر ان��ت��گ��رال��گ��ی��ری ال��ف)

A م��س��اح��ت =

∫ ۲

−۲
(۴ − y۲)dy = [۴y − y۳

۳
]۲−۲
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= ۸ − ۸

۳
+ ۸ − ۸

۳
=

۳۲

۳
.

.x م��ت��غ��ی��ر ح��س��ب ب��ر ان��ت��گ��رال��گ��ی��ری ب)

�ت داش� �م �ی� �واه� خ� �اه �گ� آن� �م آوری� �ت �دس� ب� x �ب �س� ح� �ر ب� را y �ر �ی� �غ� �ت� م� x = ۴ − y۲ �ی �ن� �ح� �ن� م� در �ر اگ�
ك��ه م��ی��ش��ود �ی��م �ق��س� ت� زی��ر ش��ك��ل �اب��ق م��ط� A۲ و A۱ �ی��ه ن��اح� دو ب��ه A �ی��ه ن��اح� �اب��رای��ن �ن� ب� y = ±

√
۴ − x

ب��ا اس��ت ب��راب��ر ی��ك ه��ر م��س��اح��ت

A۱ =

∫ ۴

۰

√
۴ − xdx = [−۲

۳
(۴ − x)

۳
۲ ]۴۰

=
۱۶

۳
.

پ��س ه��س��ت��ن��د ی��ك��س��ان xه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت ت��ق��ارن ج��ه��ت ب��ه A۲ و A۱ ن��اح��ی��ه س��ط��ح چ��ون

A م��س��اح��ت ن��اح��ی��ه = ۲ ×A۱م��س��اح��ت ن��اح��ی��ه = ۲ × ۱۶

۳
=

۳۲

۳
.

و x ح��س��ب ب��ر �ه چ� م��س��اح��ت �ه �ب� �اس� م��ح� ب��رای �ا �گ��رال�ه� �ت� ان� ح��اص��ل ب��ودن ی��ك��س��ان �ه ب� �ه �ت��وج �ا ب� .۶.١.١٣ م��لاح��ظ��ه
دارد. زی��ر ع��وام��ل ب��ه ب��س��ت��گ��ی ای��ن و ب��اش��د ك��وت��اه�ت��ر ح��ل راه دارای ك��ه زی��د ب��رگ�� را روش��ی م��ی��ت��وان y ح��س��ب ب��ر چ��ه

ك��ن��د. ای��ج��اد را ك��م��ت��ری ن��اح��ی��ه .١

ش��ون��د. ح��اص��ل س��اده��ت��ری ان��ت��گ��رال�ه��ای .٢

پ��ذی��رد. ان��ج��ام س��ادگ��ی ب��ه دی��گ��ر م��ت��غ��ی��ر ح��س��ب ب��ر م��ت��غ��ی��ر ی��ك ت��ب��دی��ل .٣

ن��م��ود. اش��اره ب��ی��ش��ت��ر ف��وق ع��وام��ل ب��ه م��ی��ت��وان زی��ر م��ث��ال در
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x = ۰ و x = ۲ ن��ق��اط در y = x و y = ex م��ن��ح��ن��ی��ه��ای ب��ه م��ح��دود A ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت .٧.١.١٣ م��ث��ال
آوری��د. ب��دس��ت را

ح��ل.

.x م��ت��غ��ی��ر ح��س��ب ب��ر ال��ف)

Aم��س��اح��ت ن��اح��ی��ه =

∫ ۲

۰
(ex − x)dx

= [ex − x۲

۲
]۲۰ = e۲ − ۲ − ۱

= e۲ − ۳

ری��م دا و م��ی��ش��ود ح��اص��ل A۳ و A۲ و A۱ ن��اح��ی��ه س��ه ح��ال��ت ای��ن در .y م��ت��غ��ی��ر ح��س��ب ب��ر ب)

A۱ م��س��اح��ت ن��اح��ی��ه =

∫ ۱

۰
(y − ۰)dy = [

y۲

۲
]۱۰ =

۱

۲

A۲ م��س��اح��ت ن��اح��ی��ه =

∫ ۲

۱
(y − Lny)dy = [

y۲

۲
− yLny + y]۲۱

= ۲ − ۲Ln۲ + ۲ − ۱

۲
− ۱ =

۵

۲
− ۲Ln۲

A۳ م��س��اح��ت ن��اح��ی��ه =

∫ e۲

۲
(۲ − Lny)dy = [۲y − yLny + y]e

۲

۲

= ۳e۲ − e۲Lne۲ − ۶ + ۲Ln۲ = e۲ − ۶ + ۲Ln۲.
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ب��ن��اب��رای��ن

A م��س��اح��ت ن��اح��ی��ه =
۱

۲
+

۵

۲
− ۲Ln۲ + e۲ − ۶ + ۲Ln۲

= e۲ − ۳

م��ی��ش��ود. ری��ع��ت��رح��اص��ل س�� و س��اده��ت��ر ج��واب ف��وق م��ث��ال در x م��ت��غ��ی��ر ح��س��ب ب��ر ان��ت��گ��رال ك��ه م��ی��ش��ود م��لاح��ظ��ه

م��ن��ح��ن��ی ی��ك ق��وس ط��ول ٢.١٣

a ≤ x ≤ b �ه �ل� �اص� ف� در �ز �ی� ن� آن �ق �ت� �ش� م� و �ر �ذی� �ق��پ� �ت� �ش� م� y = f(x) �ی �ن� �ح� �ن� م� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١.٢.١٣ �ه �ی� �ض� ق�
از اس��ت ع��ب��ارت م��ن��ح��ن��ی ای��ن ق��وس ط��ول ص��ورت ای��ن در ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه

S =

∫ b

a

√
۱ + (f ′(x))۲dx.

�اش��د ب� [a, b] از n ط��ول �ه ب� �رازی اف� p = [a = x۰, x۱, x۲, · · · , xn−۱, xn = b] �م �ی� �ن� ك� ف��رض اث��ب��ات.
دارد ق��رار xi−۱ ≤ x ≤ xi ف��اص��ل��ه در ك��ه م��ن��ح��ن��ی ق��وس ط��ول از ق��س��م��ت��ی Si م��ی�ك��ن��ی��م ف��رض ص��ورت ای��ن� در

ری��م دا و اس��ت Si ب��رای ری��ب��ی ت��ق�� Li = Qi−۱Qi وت��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��د

Li =
√

(xi − xi−۱)۲ + (f(xi)− f(xi−۱))۲.

[xi−۱, xi] در f(x) ب��رای �ی��ن �گ� �ان� �ی� م� �دار �ق� م� �ه �ی� ق��ض� �رای��ط ش� پ��س اس��ت �ر �ذی� �ق��پ� �ت� �ش� م� [a, b] روی f(x) چ��ون
ری��م دا و اس��ت ب��رق��رار

∃c۱ ∈ (xi−۱, xi) f ′(c۱) =
f(xi)− f(xi−۱)

xi − xi−۱
=

f(xi)− f(xi−۱)

∆xi
.
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پ��س f ′(ci)∆xi = f(xi)− f(xi−۱) ب��ن��اب��رای��ن

Li =
√

۱ + f ′(ci)۲∆xi.

س��م��ت ب��ه
n∑

i=۱
Li آن��گ��اه n → ∞ اگ��ر ح��ال م��ی��ب��اش��د. S =

n∑
i=۱

Si ق��وس ط��ول ب��رای �ب��ی ری� ت��ق��
n∑

i=۱
Li ل��ذا

م��ی��ك��ن��د م��ی��ل S ی��ع��ن��ی م��ن��ح��ن��ی ق��وس ط��ول
دی��گ��ر ط��رف از

n∑
i=۱

√
(xi − xi−۱)۲ + (f(xi)− f(xi−۱))۲ =

n∑
i=۱

√
۱ + (f ′(ci))۲∆xi

س��م��ت ∫ب��ه b

a

√
۱ + (f ′(x))۲dx

ب��ن��اب��رای��ن ب��ب��ی��ن��ی��د.) را ١۶.٣.١٠ ری��ف م��ی��ك��ن��د(ت��ع�� م��ی��ل

S =

∫ b

a

√
۱ + (f ′(x))۲

اس��ت. ث��اب��ت ح��ك��م و

آوری��د. ب��دس��ت را y =
√

۱ − x۲ م��ن��ح��ن��ی ق��وس ط��ول .٢.٢.١٣ م��ث��ال

ب��ن��اب��رای��ن م��ی��ب��اش��د ی��ك ش��ع��اع ب��ه ن��ی��م�دای��ره ی��ك y =
√

۱ − x۲ م��ی��دان��ی��م ح��ل.

S =

∫ ۱

−۱

√
۱ + (

dy

dx
)۲dx

= ۲

∫ ۱

۰

√
۱ + (

−x√
۱ − x۲

)۲dx

= ۲

∫ ۱

۰

√
۱ +

x۲

۱ − x۲
dx

= ۲

∫ ۱

۰

dx√
۱ − x۲

= [۲ sin−۱ x]۱۰

= ۲(
π

۲
− ۰) = π

ن��م��ائ��ی��م. م��ح��اس��ب��ه دای��ره م��ح��ی��ط ك��م��ك ب��ه م��ی��ت��وان��س��ت��ی��م ن��ی��ز م��س��ت��ق��ی��م ب��ط��ور

دای��ره ن��ی��م م��ح��ی��ط =
۱

۲
(۲πr) = πr = π × ۱ = π

آوری��د. ب��دس��ت −۱ ≤ x ≤ ۱ ف��اص��ل��ه در را y = coshx م��ن��ح��ن��ی ق��وس ط��ول .٣.٢.١٣ م��ث��ال
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ب��ن��اب��رای��ن و dy
dx = sinhx ری��م دا ح��ل.

S =

∫ ۱

−۱

√
۱ + sinh۲ xdx

=

∫ ۱

−۱
coshxdx

= ۲

∫ ۱

۰
coshxdx = [۲ sinhx]۱۰ = ۲ sinh۱ − ۰ = ۲ sinh۱

و x = x(t) �ری �ت� �ارام� پ� �ورت �ص� ب� �ا ی� و x = g(y) �ورت �ص� ب� �ی �ن� �ح� �ن� م� �ه �ادل� �ع� م� �ر اگ� .۴.٢.١٣ �ه �ظ� �لاح� م�
م��ی��ش��ود. ت��ب��دی��ل زی��ر ب��ص��ورت ق��وس ط��ول م��ح��اس��ب��ه ف��رم��ول آن��گ��اه ب��اش��د y = y(t)∫ d

c

√
۱ + (

dx

dy
)۲dx,

∫ t۲

t۱

√
(
dx

dt
)۲ + (

dy

dt
)۲

آوری��د. ب��دس��ت را x
۲
۳ + y

۲
۳ = ۱ م��ن��ح��ن��ی ق��وس ط��ول .۵.٢.١٣ م��ث��ال

�ذا ل� و x = cos۳ t و y = sin۳ t �م �ی� �ن� �ی��ك� م� �ل �دی� �ب� ت� �ری �ت� �ارام� پ� �ورت �ص� ب� �را آن� �دا �ت� اب� �ل. ح�
ب��ن��اب��رای��ن و dy

dt = ۳ cos t sin۲ t و dx
dt = −۳ sin t cos۲ tdt

S =

∫ ۲π

۰

√
(−۳ sin t cos۲ t)۲ + (۳ cos t sin۲ t)۲dt

= ۴

∫ π
۲

۰

√
۹ sin۲ t cos۴ t+ ۹ cos۲ t sin۴ tdt

= ۴

∫ π
۲

۰

√
۹ sin۲ t cos۲ t(cos۲ t+ sin۲ t)dt

= ۴

∫ π
۲

۰
۳ sin t cos tdt

= ۴[
۳

۲
sin۲ t]

π
۲
۰

= ۴(
۳

۲
− ۰) = ۶

�دس��ت ب� را �ت اس� �ه �ت� �رف� گ� �رار ق� ۰ ≤ y ≤ ۱
۲ �ه �ل� �اص� ف� در �ه ك� را x = y۲ �ی �ن� �ح� �ن� م� �وس ق� �ول ط� .۶.٢.١٣ �ال �ث� م�

آوری��د.
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ل��ذا و dx
dy = ۲y ری��م دا ح��ل.

S =

∫ ۱
۲

۰

√
۱ + ۴y۲dy

�ز �ی� ن� و ۱ + ۴y۲ = ۱ + sinh۲ t = cosh۲ t �م ری� دا ۲y = sinh t �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ا ب�
پ��س ۲dy = cosh tdt∫ √

۱ + ۴y۲dy =
۱

۲

∫
cosh۲ tdt

=
۱

۲

∫
۱ + cosh۲t

۲
dt

=
۱

۴
[t+

۱

۲
sinh۲t]

=
۱

۴
[sinh−۱(۲y) + y

√
۱ + ۴y۲].

ب��ن��اب��رای��ن

S =

∫ ۱
۲

۰

√
۱ + ۴y۲dy

=
۱

۴
[sinh−۱(۲y) + y

√
۱ + ۴y۲]

۱
۲
۰

=
۱

۴
[sinh−۱(۱) +

۱

۲

√
۱ + ۴ × (

۱

۲
)۲ − ۰]

=
۱

۴
sinh−۱(۱) +

√
۲

۲
.

س��ط��ح ی��ك دوران از ح��اص��ل ح��ج��م ٣.١٣

آم��ده��ان��د ب��وج��ود خ��اص ش��رای��ط ت��ح��ت ك��ه اس��ت اج��س��ام��ی ح��ج��م م��ح��اس��ب��ه م��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال رب��رده��ای ك��ا از دی��گ��ر ی��ك��ی
از �ه ك� �م ری� دا �ه �وج� ت� اس��ت. �ا yه� �ور �ح� م� �ا ی� �ا xه� �ور �ح� م� ح��ول �ه �ح� �ف� ص� در �ط��ح س� ی��ك دوران از �ن��د �ارت� �ب� ع� �رای��ط ش� ای��ن
آن ق��ط��ر ح��ول ن��ی��م�دای��ره ی��ك س��ط��ح اگ��ر م��ث��ال ب��ط��ور م��ی��ش��ودو ح��اص��ل ح��ج��م ی��ك م��ح��ور ی��ك ح��ول س��ط��ح ی��ك دوران
ی��ك �د �ن� ك� دوران آن �لاع اض� از �ی �ك� ی� �ول ح� �ل �ی� �ط� �ت� �س� م� �ح �ط� س� �ر اگ� �ا ی� و �ردد �ی��گ� م� �ل �اص� ح� �ر �وپ� ت� �ره ك� �ك ی� �د �ن� ك� دوران

م��ی��آی��د. ب��دس��ت ت��وپ��ر اس��ت��وان��ه
دارد �رار ق� x = b و x = a �ات �ح� �ف� ص� �ن �ی� ب� �ه ك� �ی �م� �س� ج� �م �ج� ح� �م �ی� �واه� �خ� ب� �م �ی� �ن� ك� �رض ف� �ی �ل� ك� �ت �ال� ح� در
�م. �ی� �ن� ك� �ه �ب� �اس� �ح� م� را �ت اس� �دود �ح� م� �ن �ی� �ائ� پ� از xy �ه �ح� �ف� ص� �ط �وس� ت� و �الا ب� از f(x, y) = ۰ �ه روی� �ط �وس� ت� �ه ك� را
را �د �اش� ب� �ود �م� ع� b �ا ت� a �ه �ل� �اص� ف� در �ا xه� �ور �ح� م� �ر ب� �ه ك� �ه �ح� �ف� ص� �ر ه� �ع �ط� �ق� م� �ح �ط� س� �ت �اح� �س� م� �ه �ك� آن� �رض ف� �ا ب�
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و �ود �ان��ش� �ی� ب� A(x) �ع �اب� ت� �ورت �ص� ب� x ∈ [a, b] �ه �ط� �ق� ن� در �ع �ط� �ق� م� �ح �ط� س� �ن ای� �ت �اح� �س� م� �ر اگ� �ذا ل� �م �ی� �دان� ب�
�ه �ط� �ق� ن� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� [a, b] �ازه ب� �رای ب� �راز اف� �ك ی� Pn = {a = x۰, x۱, x۲, · · · , xn−۱, xn = b} �ر اگ�

Vn =
n∑

i=۱
A(zi)∆xi �ع �م� ج� �ل �اص� ح� �ورت ص� �ن ای� در �م. ری� � �ی� �ی��گ� م� �ر �ظ� ن� در �واه �خ� دل� را zi ∈ [xi−۱, xi]

خ��واه��د م��ی��ل ج��س��م، ح��ج��م ،V س��م��ت ب��ه lim
n−→∞

Vn آن��گ��اه n −→ ∞ وق��ت��ی اس��ت. ج��س��م ح��ج��م ب��رای ری��ب��ی ت��ق��
. lim
n−→∞

Vn = V ی��ع��ن��ی ك��رد

�ع �اب� ت� �ان �م� ری� �ع �م� ج� �اص��ل ح� از اس��ت �ارت �ب� ع� lim
n−→∞

n∑
i=۱

A(zi)∆xi �اه �گ� آن� n → ∞ �ت��ی وق� �رف��ی ط� از

ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن ب��ب��ی��ن��ی��د.) را ١۶.٣.١٠ ری��ف (ت��ع�� a ≤ x ≤ b ف��اص��ل��ه در A(x)

lim
n−→∞

n∑
i=۱

A(zi)∆xi =

∫ b

a
A(x)dx.

پ��س

V ج��س��م ح��ج��م =

∫ b

a
A(x)dx.

آوری��د. ب��دس��ت را r ش��ع��اع ب��ه ك��ره ی��ك ح��ج��م .١.٣.١٣ م��ث��ال

را �ر زی� �ل �ك� (ش� �د �اش� ب� �ات �ص� �ت� �خ� م� �دأ �ب� م� در آن �ز �رك� م� �ه ك� �ت اس� �ه �ت� �رف� گ� �رار ق� �وری ط� �ره ك� �م �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�

�ورث) �اغ� �ث� �ی� ف� �ه �ی� �ض� ق� از �اده �ف� �ت� اس� �ا (ب� آن �اع �ع� ش� �ه ك� �ره��ای دای� در را �ره ك� Px �ه �ح� �ف� ص� �ورت ص� �ن ای� در �د) �ی� �ن� �ی� �ب� ب�
از �ت اس� �ارت �ب� ع� A(x) �ع �ط� �ق� م� �ح �ط� س� �ت �اح� �س� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �ی��ك� م� �ع �ط� ق� �ت اس� y =

√
r۲ − x۲

.A(x) = πy۲ = π(r۲ − x۲)

ری��م دا b = r و a = −r ازای ب��ه ش��د ب��ی��ان ف��وق در ك��ه ح��ج��م م��ح��اس��ب��ه ف��رم��ول ب��ردن ب��ك��ار ب��ا

V =

∫ b

a
A(x)dx =

∫ r

−r
π(r۲ − x۲)dx = ۲π

∫ r

۰
(r۲ − x۲)dx
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= ۲π[r۲x− x۳

۳
]r۰ = ۲π(r۳ − r۳

۳
) =

۴

۳
πr۳.

از اس��ت �ب��ارت ع� r �ع��اع ش� ب��ه �ره ك� �م ح��ج� ك��ه داد �رار ق� �ه �ت��وج م��ورد �ز �ی� ن� �اه �دگ� دی� ای��ن از �ی��ت��وان م� را ف��وق �ال �ث� م�
در را �ره دای� از ق��ط��ری �ر اگ� �ر �اده��ت� س� �ی��ان ب� �ه ب� آن. از ق��ط��ر ی��ك ح��ول r �ع��اع ش� ب��ه �ره دای� ی��ك دوران از ح��اص��ل ح��ج��م
ب��ه م��ح��دود ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ك��ره ح��ج��م گ��ف��ت م��ی��ت��وان آن��گ��اه اس��ت م��ن��ط��ب��ق xه��ا م��ح��ور روی ك��ه ری��م ب��گ��ی�� ن��ظ��ر

اس��ت. xه��ا م��ح��ور ح��ول −r ≤ x ≤ r ،y =
√
r۲ − x۲ ت��اب��ع

م��ی��پ��ردازی��م. ك��ل��ی�ت��ر ح��ال��ت ت��وص��ی��ف ب��ه ح��ال
�د. �اش� ب� �ا xه� �ور �ح� م� و x = b و x = a �وط �ط� خ� و y = f(x) �ودار �م� ن� �ه ب� �دود �ح� م� �ه �ی� �اح� ن� A �م �ی� �ن� ك� �رض ف�
دو �م �ج� ح� ای��ن �ه �ب� �اس� �ح� م� �رای ب� �م آوری� ب��دس��ت را �ا xه� �ور �ح� م� ح��ول �ه �ی� �اح� ن� ای��ن دوران از �اص��ل ح� �م �ج� ح� �م �ی� �واه� �ی��خ� م�
�ان �ی� ب� �ه ب� �ل ذی� در �ه ك� �ه��ای �وان� �ت� اس� �ه��ای لای� روش و �ری) واش� (روش �رش��ی ب� روش از �د �ن� �ارت� �ب� ع� �ه ك� دارد �ود وج� روش

پ��رداخ��ت. خ��واه��ی��م ی��ك ه��ر

واش��ری). (روش ب��رش��ی روش ب��ا دوار ج��س��م ح��ج��م ال��ف)

ش��ك��ل م��ط��اب��ق را xه��ا م��ح��ور و x = b و x = a خ��ط��وط و y = f(x) ن��م��ودار ب��ه م��ح��دود A ن��اح��ی��ه
V �را آن� �ه ك� �ود �ی��ش� م� �ل �اص� ح� �ی �م� �ج� ح� �ا xه� �ور �ح� م� �ول ح� A �ه �ی� �اح� ن� دوران �ا ب� �م. ری� � �ی� �ی��گ� م� �ر �ظ� ن� در (آ)
�ن ای� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ا xه� �ور �ح� م� �ر ب� �ود �م� ع� x در �ی �رض� ع� �ع �ط� �ق� م� �ك ی� �ت �اح� �س� م� A(x) �ه �چ� �ان� �ن� چ� �م. �ی� �ام� �ی��ن� م�
ب��ا اس��ت ب��راب��ر م��ق��ط��ع ای��ن م��س��اح��ت و ب��ود خ��واه��د |y|= |f(x)| ش��ع��اع ب��ه دای��ره��ای از ع��ب��ارت م��ق��ط��ع
V =

∫ b
a A(x)dx ح��ج��م م��ق��دم��ات��ی ف��رم��ول ب��ردن ب��ك��ار ب��ا ب��ن��اب��رای��ن A(x) = πy۲ = π|f(x)|۲

م��ی��ش��ود. ح��اص��ل xه��ا م��ح��ور ح��ول A ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ح��ج��م ب��رای زی��ر ف��رم��ول

V =

∫ b

a
π(f(x))۲dx (١.١٣)

(ب) (آ)
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x = ۱ و x = ۰ خ��ط��وط و y =
√
x م��ن��ح��ن��ی ب��ه م��ح��دود A ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ح��ج��م .٢.٣.١٣ م��ث��ال

آوری��د. ب��دس��ت را xه��ا م��ح��ور ح��ول y = ۰ و

ری��م دا زی��ر ش��ك��ل و ١.١٣ ف��رم��ول ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

V =

∫ ۱

۰
π(
√

(x))۲dx =

∫ ۱

۰
πxdx

= π[
x۲

۲
]۱۰ = π(

۱

۲
− ۰) =

π

۲
.

و ب��الا از y۲ = f۲(x) و پ��ائ��ی��ن از y۱ = f۱(x) م��ن��ح��ن��ی��ه��ای ب��ه م��ح��دود A ن��اح��ی��ه اگ��ر .٣.٣.١٣ م��لاح��ظ��ه
آوری��د. ب��دس��ت زی��ر ب��ص��ورت م��ی��ت��وان را A ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ح��ج��م آن��گ��اه ب��اش��د x = b و x = a خ��ط��وط

�ی �ن� �ح� �ن� م� �ر زی� �ح �ط� A۲س� و y۱ = f۱(x) a ≤ x ≤ b �ی �ن� �ح� �ن� �رم� زی� �ح �ط� س� A۱ �م �ی� �ن� ك� �رض ف�
ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ح��ج��م V۲ و A۱ ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ح��ج��م V۱ و a ≤ x ≤ b ،y۲ = f۲(x)

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د xه��ا م��ح��ور ح��ول A۲

xه��ا م��ح��ور ح��ول A ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ح��ج��م = V

= V۲ − V۱

=

∫ b

a
π[f۲(x)]

۲dx−
∫ b

a
π[f۱(x)]

۲dx

=

∫ b

a
π[[f۲(x)]

۲ − [f۱(x)]
۲]dx
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ب��ن��اب��رای��ن

V =

∫ b

a
π[[f۲(x)]

۲ − [f۱(x)]
۲]dx.

x = ۰ و y = ۸ خ��ط��وط و y = x۳ م��ن��ح��ن��ی ب��ه م��ح��دود A ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ح��ج��م .۴.٣.١٣ م��ث��ال
آوری��د. ب��دس��ت را

ری��م دا ش��ك��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

V =

∫ ۲

۰
π[۸۲ − (x۳)۲]dx = π

∫ ۲

۰
(۶۴ − x۶)dx

= π[۶۴x− x۷

۷
]۲۰ = π[۱۲۸ − ۱۲۸

۷
] =

۷۶۸

۷
π.
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�د ش� �ان �ی� ب� �ا xه� �ور �ح� م� �ول ح� A �ه �ی� �اح� ن� دوران از �ل �اص� ح� �م �ج� ح� �ورد م� در �ه ك� �ه �چ� آن� �ه �اب� �ش� م� .۵.٣.١٣ �ه �ظ� �لاح� م�
ح��ول وق��ت��ی را y = d و y = c و x = ۰ خ��ط��وط و x = g(y) م��ن��ح��ن��ی ب��ه م��ح��دود A ن��اح��ی��ه ح��ج��م م��ی��ت��وان

آورد. ب��دس��ت زی��ر ب��ص��ورت ك��ن��د، دوران yه��ا م��ح��ور

V =

∫ d

c
π[g(y)]۲dy (٢.١٣)

�وط �ط� خ� و �ت راس� از x۲ = g۲(y) و �پ چ� x۱از = g۱(y) �ای �ی��ه� �ن� �ح� �ن� م� �ه ب� �دود �ح� م� A �ه �ی� �اح� ن� �ه �چ� �ان� �ن� چ�
�ارت �ب� ع� �ا yه� �ور �ح� م� �ول ح� �ه �ی� �اح� ن� �ن ای� دوران از �ل �اص� ح� �م �ج� ح� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �الا ب� از y = d و �ن �ی� �ائ� پ� از y = c

از اس��ت

V =

∫ d

c
π[[g۲(y)]

۲ − [g۱(y)]
۲]dy.

م��ح��ور ح��ول را x = y۲ و y = x۳ �ن��ی��ه��ای �ح� �ن� م� �ه ب� م��ح��دود �ه �ی� �اح� ن� دوران از ح��اص��ل ح��ج��م .۶.٣.١٣ �ث��ال م�
آوری��د. ب��دس��ت yه��ا م��ح��ور ح��ول ن��ی��ز و xه��ا

ف��رض yه��ا م��ح��ور ح��ول دوران از ح��اص��ل ح��ج��م V۲ و xه��ا م��ح��ور ح��ول دوران از ح��اص��ل ح��ج��م V۱ اگ��ر ح��ل.
ری��م دا ش��ك��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ه آن��گ��اه ك��ن��ی��م

V۱ =

∫ ۱

۰
π[(

√
x)۲ − (x۳)۲]dx = π

∫ ۱

۰
(x− x۶)dx

= π[
x۲

۲
− x۷

۷
]۱۰ = [

۱

۲
− ۱

۷
] =

۵π

۱۴
,
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V۲ =

∫ ۱

۰
π[( ۳

√
y)۲ − (y۲)۲]dy = π

∫ ۱

۰
(y

۲
۳ − y۴)dy

= π[
۳

۵
y

۵
۳ − y۵

۵
]۱۰ = π[

۳

۵
− ۱

۵
] =

۲π

۵
.

اس��ت��وان��ه��ای. لای��ه��ه��ای روش ب)

x = b و x = a �وط �ط� خ� و �ا xه� �ور �ح� م� و y = f(x) �ی �ن� �ح� �ن� م� �ه ب� �دود �ح� م� �ه �ی� �اح� ن� A �د �ی� �ن� ك� �رض ف�
�ا ب� دوران، از ح��اص��ل �ج��م ح� �ه �ب� �اس� �ح� م� �رای ب� �د. �ن� �ی��ك� م� دوران �ا yه� م��ح��ور ح��ول �ه ك� �د �اش� ب� (۰ ≤ a < b)
�ه ب� �م آوری� �ت �دس� ب� y �ب �س� ح� �ر ب� را x ،y = f(x) �ه �ادل� �ع� م� از �ه ك� �ت اس� لازم ٢.١٣ �ول �رم� ف� �ه ب� �ه �وج� ت�
�ه ب� �اری ك� �ن �ی� �ن� چ� �ه �ش� �ی� �م� ه� و �م �ی� �ن� ك� �ل �دی� �ب� ت� x = g(y) �ورت �ص� ب� را y = f(x) �ه �ادل� �ع� م� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع�
پ��ی��دا و م��ع��ادل��ه ای��ن ح��ل ای��ن��ص��ورت در y = x۳ + x+ ۱ ك��ن��ی��د ف��رض م��ث��لا ن��م��ی��پ��ذی��رد. ان��ج��ام س��ادگ��ی
�ف��اق اتّ� �ر �دت� ب� �ال��ت ح� اس��ت �ك��ن �م� م� �اه��ی گ� �ت��ی ح� و اس��ت �راه �م� ه� �ب��ات �اس� �ح� م� �م��ی ك� �ا ب� y ح��س��ب �ر ب� x ك��ردن
�ه ب� �ه �ادل� �ع� م� ح��ل از پ��س اس��ت �ك��ن �م� م� �اه��ی گ� �ز �ی� ن� و �د �اش� �ب� ن� ح��ل �اب��ل ق� لا� اص� y = f(x) �ه �ادل� �ع� م� و �د �ت� اف�
ن��زدی��ك م��س��ئ��ل��ه ب��ه دی��گ��ری روش از م��ی��ت��وان م��ش��ك��ل ای��ن از ری��ز گ�� ب��رای ن��م��ائ��ی��م. �رخ��ورد ب� دش��واری ان��ت��گ��رال
�ع �م� ج� �ورت �ص� ب� را �م �س� ج� �م �ج� ح� روش �ن ای� در �ت. اس� �روف �ع� م� �ه��ای �وان� �ت� اس� �ای �ه��ه� لای� روش �ام �ن� ب� �ه ك� �د ش�
م��ی��ت��وان ب��ه��ت��ر ش��ه��ودی درك ج��ه��ت ری��م. م��ی��گ��ی�� ن��ظ��ر در dx ض��خ��ام��ت ب��ه اس��ت��وان��ه��ای لای��ه��ه��ای از ن��ام��ت��ن��اه��ی
�از �ی� پ� �ك ی� �م �ج� ح� �ه ك� �را چ� �رد ك� �ور �ص� ت� �از �ی� پ� �ك ی� �ای) �ه��ه� �ت� �وس� (پ� �ای �ه��ه� لای� �ه ب� را �ه��ای �وان� �ت� اس� �ای �ه��ه� لای� روش
و �م ك� �ار �ی� �س� ب� �ا �ه��ه� �ت� �وس� پ� �ن ای� �ت �ام� �خ� ض� �ود �ی��ش� م� �ل �اص� ح� آن �ای �ه��ه� �ت� �وس� پ� �ح �ط� س� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ع �م� ج� �ه �ل� �ی� �وس� ب�
ص��ورت ب��ه را ن��ظ��ر م��ورد ج��س��م روش ای��ن ب��ا م��ی��ش��ود. ف��رض dx ب��راب��ر ش��د اش��اره ف��وق در ک��ه گ��ون��ه ه��م��ان
�ش �اع� �ف� ارت� و x �ه �وان� �ت� اس� �اع �ع� ش� �اه گ� �ر ه� �م �ی� �ن� �ی��ك� م� �ه زی� � �ج� ت� �ت �اس� yه� �ور �ح� م� �ان �ورش� �ح� م� �ه ك� �ی �ای� �ه��ه� �وان� �ت� اس�

ب��ا اس��ت ب��راب��ر اس��ت��وان��ه ای��ن ج��ان��ب��ی س��ط��ح آن��گ��اه ب��اش��د f(x)
A(x) = ۲π|xf(x)|.

�ا ب� �ر �راب� ب� �م �ج� ح� �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ر �ص� �ن� ع� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� و dx �ام��ت �خ� ض� �ه ب� �ه��ای �وان� �ت� اس� �ای �ه�ه� لای� �م �ج� ح� و
�ا yه� �ور �ح� م� �ول ح� دوران از �ل �اص� ح� �م �س� ج� �م �ج� ح� V �ت. اس� dv = A(x)dx = ۲π|xf(x)|dx

م��ی��ش��ود ح��اص��ل زی��ر ب��ص��ورت و اس��ت

f(x) ≥ ۰, ۰ ≤ a ≤ b, V =

∫ b

a
۲π|xf(x)|dx

ی��ك �ر زی� �ل �ك� ش� �م �ی� �ن� ك� �رض ف� آورد. �دس��ت ب� �ر زی� �ق ری� � ط� از را �وق ف� �ول �رم� ف� �وان �ی��ت� م� �ز �ی� ن� �ر �ق��ت� �ی� دق� �ورت �ص� ب�
ح��ج��م ك��ردن ك��م ب��ا V ح��ج��م ب��اش��د h ارت��ف��اع و r۲ ب��ی��رون��ی ش��ع��اع ،r۱ درون��ی ش��ع��اع ب��ا اس��ت��وان��ه��ای لای��ه

م��ی��ش��ود. م��ح��اس��ب��ه V۲ ب��ی��رون��ی اس��ت��وان��ه ح��ج��م از V۱ درون��ی اس��ت��وان��ه

∆V = V۲ − V۱ = πr۲
۲h− πr۲

۱h = π(r۲
۲ − r۲

۱)h

= π(r۲ + r۱)(r۲ − r۱)h
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= ۲π
r۲ + r۱

۲
h(r۲ − r۱)

�اع �ع� (ش� r = ۱
۲(r۲ + r۱) و �ه��ای) �وان� �ت� اس� �ه لای� �ت �ام� �خ� (ض� ∆r = r۲ − r۱ �م �ی� �ن� ك� �رض ف� �ر اگ�

م��ی��ش��ود. چ��ن��ی��ن اس��ت��وان��ه��ای لای��ه ی��ك ح��ج��م آن��گ��اه ب��اش��د اس��ت��وان��ه��ای) لای��ه م��ت��وس��ط
∆V = ۲πrh∆r (٣.١٣)

س��پ��رد. خ��اط��ر ب��ه زی��ر ب��ص��ورت را ف��رم��ول ای��ن م��ی��ت��وان و
V = م��ح��ی��ط) .(ض��خ��ام��ت)(ارت��ف��اع)(دای��ره

y = f(x) �ی �ن� �ح� �ن� م� �ه ب� �ور �ص� �ح� م� �ه �ی� �اح� ن� دوران از �ل �اص� ح� �م �ج� ح� V �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ال ح�
�م �ی� �ن� ك� ف��رض �د. �اش� ب� (۰ ≤ a < b) آن در �ه ك� x = b و x = a ،y = ۰ �ط��وط خ� و (f(x) ≥ ۰)
zi �د �ی� �ن� ك� �رض ف� و �د �اش� ب� [a, b] �رای ب� �راز اف� �ك ی� p = [a = x۰, x۱, x۲, · · · , xn−۱, xn = b]

[xi−۱, xi] ق��اع��ده ب��ا م��س��ت��ط��ی��ل��ی اگ��ر ب��اش��د. zi = ۱
۱(xi−۱ + xi) ی��ع��ن��ی [xi−۱, xi] وس��ط ن��ق��ط��ه

ارت��ف��اع ،zi م��ت��وس��ط ش��ع��اع ب��ا اس��ت��وان��ه��ای لای��ه ی��ك آن��گ��اه ك��ن��د دوران yه��ا م��ح��ور ح��ول f(zi) ارت��ف��اع و
م��ی��آی��د. پ��دپ��د ∆xi = xi − xi−۱ ض��خ��ام��ت و f(zi)

ری��م دا ٣.١٣ ف��رم��ول اس��ت��وان��ه��ای لای��ه ی��ك ح��ج��م ف��رم��ول ب��ه ب��ن��ا ل��ذا
∆Vi = ۲πzif(zi)∆xi.

از اس��ت ع��ب��ارت V ری��ب��ی ت��ق�� ح��ج��م ب��ن��اب��رای��ن

V ≈
n∑

i=۱

∆Vi =
n∑

i=۱

۲πzif(zi)∆xi.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴۴٨

م��ی��ش��ود ح��اص��ل زی��ر ب��ص��ورت V ح��ج��م دق��ی��ق م��ق��دار آن��گ��اه |p|−→ ۰ اگ��ر ح��ال

V = lim
|p|−→۰

n∑
i=۱

۲πzif(zi)∆xi =

∫ b

a
۲πxf(x)dx.

و (f(x) ≥ ۰) y = f(x) �ی �ن� �ح� �ن� م� �ه ب� �ور �ص� �ح� م� A �ه �ی� �اح� ن� دوران از �ل �اص� ح� �م �ج� ح� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
از اس��ت ع��ب��ارت yه��ا م��ح��ور ح��ول y = ۰ و (۰ ≤ a < b) ،x = b و x = a

V =

∫ b

a
۲πxf(x)dx.

م��ح��ور ح��ول y = ۰ و y = x(x− ۱)۲ م��ن��ح��ن��ی ب��ه م��ح��دود ف��اص��ل��ه دوران از ح��اص��ل ح��ج��م .٧.٣.١٣ م��ث��ال
آوری��د. ب��دس��ت را yه��ا

ری��م دا ب��الا ش��ك��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

V =

∫ ۱

۰
۲πx[x(x− ۱)۲]dx = ۲π

∫ ۱

۰
(x۴ − ۲x۳ + x۲)dx

= ۲π[
x۵

۵
− x۴

۲
+

x۳

۳
]۱۰ =

π

۱۵
.

.٨.٣.١٣ م��لاح��ظ��ه

�وط �ط� خ� و �الا ب� y۲از = f۲(x) �ن، �ی� �ائ� پ� از y۱ = f۱(x) �ای �ی��ه� �ن� �ح� �ن� م� �ه ب� �دود �ح� م� A �ه �ی� �اح� ن� �ر اگ� .١
�ول ح� A �ه �ی� �اح� ن� دوران از �ل �اص� ح� �م �ج� ح� �اه �گ� آن� �د �اش� ب� y = ۰ و (۰ ≤ a < b) ،x = b و x = a

آورد. ب��دس��ت زی��ر ب��ص��ورت ح��ج��م��ه��ا ت��ف��اض��ل ب��ا م��ی��ت��وان را yه��ا م��ح��ور

V =

∫ b

a
۲πx[f۲(x)− f۱(x)]dx

ی��ك دوران از ح��اص��ل �م��ه��ای ح��ج� �ه ك� �ازد م��ی��س� �م �راه� ف� �ا م� ب��رای را �ك��ان ام� ای��ن �ه��ای �وان� �ت� اس� �ه��ه��ای لای� روش .٢
و x �ره��ای �ی� �غ� �ت� م� �ق��ش ن� اس��ت �اف��ی ك� �ور �ظ� �ن� م� �دی��ن ب� �م آوری� ب��دس��ت �م �ی� �وان� �ت� ب� �ز �ی� ن� را �ا xه� �ور �ح� م� ح��ول �ه �ی� �اح� ن�
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�ه �ی� �اح� ن� دوران از �ل �اص� ح� �م �ج� ح� �ورت �ص� �ن� ای� در �م �ی� �ائ� �م� ��ن� �ض �وی� �ع� ت� �وق ف� �ده آم� �ت �دس� ب� �ای �ه� �ول� �رم� ف� در را y
�ا xه� �ور �ح� م� �ول ۰)ح� ≤ c < d) y = d و y = c ،x = ۰ ،x = g(y) �ن��ی �ح� �ن� م� �ه ب� �ور �ص� �ح� م� A

از اس��ت ع��ب��ارت

V =

∫ d

c
۲πyg(y)dx.

م��ح��ور ح��ول x = y۲ و y = x۳ �ن��ی��ه��ای �ح� �ن� م� �ی��ن ب� �ور م��ح��ص� �ه �ی� �اح� ن� دوران از ح��اص��ل ح��ج��م .٩.٣.١٣ �ث��ال م�
آوری��د. ب��دس��ت اس��ت��وان��ه��ای لای��ه��ه��ای روش ب��ا را xه��ا م��ح��ور ح��ول و yه��ا

ری��م دا ب��الا ش��ك��ل ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

yه��ا. م��ح��ور ح��ول دوران .١

و y(y۵ − ۱) = ۰ پ��س y = x۳ = (y۲)۳ = y۶ از �ت اس� �ارت �ب� ع� �ی �ن� �ح� �ن� م� دو �ع �اط� �ق� ت� �اط �ق� ن�
ب��ن��اب��رای��ن ه��س��ت��ن��د. م��ن��ح��ن��ی دو ب��رخ��ورد ت��ق��اط��ع ن��ق��اط x = ۰,۱ م��ت��ن��اظ��ر ب��ط��ور ی��ا و y = ۰,۱

V =

∫ ۱

۰
۲πx[

√
x− x۳]dx = ۲π

∫ ۱

۰
(x

۲
۳ − x۴)dx

= ۲π[
۲

۵
x

۲
۵ − x۵

۵
]۱۰ = ۲π[

۲

۵
− ۱

۵
] =

۲π

۵

xه��ا. م��ح��ور ح��ول دوران .٢

V =

∫ ۱

۰
۲πy[ ۳

√
y − y۲]dy

= ۲πy = ۲π

∫ ۱

۰
(y

۴
۳ − y۳)dy
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= ۲π[
۳

۷
y

۷
۳ − y۴

۴
]۱۰

= ۲π[
۳

۷
− ۱

۴
]

= ۲π(
۵

۲۸
) =

۵π

۱۴

دارد. م��ط��اب��ق��ت ش��ده��ان��د م��ح��اس��ب��ه ب��رش��ی روش از ك��ه ۶.٣.١٣ م��ث��ال ب��ا آم��ده ب��دس��ت م��ق��ادی��ر ك��ه ری��د دا ت��وج��ه

م��ن��ح��ن��ی ی��ك دوران از ح��اص��ل ج��ان��ب��ی س��ط��ح ۴.١٣

�د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ق �ت� �ش� م� دارای و �ت �ب� �ث� م� و �ر �ذی� �ق��پ� �ت� �ش� م� �ع �اب� ت� �ك ی� ،a ≤ x ≤ b ،y = f(x) �م �ی� �ن� ك� �رض ف�
�ا ت� A(a, f(a)) �ه �ط� �ق� ن� از y = f(x) �اب��ع ت� �ه ب� رب��وط � م� S ق��وس دوران از �اص��ل ح� �ب��ی �ان� ج� �ط��ح س� �م �ی� �واه� �ی��خ� م�
را P = {a = x۰, x۱, x۲, · · · , xn−۱, xn = b} اف��راز م��ن��ظ��ور ب��دی��ن آوری��م. ب��دس��ت را B(b, f(b))

ق��رار xi−۱ ≤ x ≤ xi ف��اص��ل��ه در ك��ه م��ن��ح��ن��ی ق��وس ط��ول از ق��س��م��ت��ی Si اگ��ر ری��م. م��ی��گ��ی�� ن��ظ��ر در [a, b] ب��رای

ری��م دا آن��گ��اه ش��ك��ل، م��ط��اب��ق ش��ود ف��رض PQ وت��ر Li و ب��اش��د دارد

Li =
√

(∆xi)۲ + (∆yi)۲, r۱ = yi, r۲ = yi +∆yi.

و �اق��ص ن� م��خ��روط ی��ك �ب��ی �ان� ج� س��ط��ح از اس��ت �ب��ارت ع� �ا xه� م��ح��ور ح��ول Li دوران از ح��اص��ل �ب��ی �ان� ج� س��ط��ح و
ب��ا اس��ت ب��راب��ر

∆Ai = π(r۱ + r۲)Li = π(۲yi +∆yi)
√

(∆xi)۲ + (∆yi)۲.

�ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� �ی��ب� م� �ا xه� �ور �ح� م� �ول ح� Si �وس ق� �ول ط� دوران از �ل �اص� ح� �ی �ب� �ان� ج� �ح �ط� س� �رای ب� �ی �ب� ری� � �ق� ت� ∆Ai

�ر اگ� �ال ح� اس��ت. �ر �ظ� ن� �ورد م� �ی �ب� �ان� ج� �ح �ط� س� �رای ب� �ی رب� � �ق� ت�
∑n

i=۱ π(۲yi +∆yi)
√

(∆xi)۲ + (∆yi)۲

م��ی��ش��ود. ح��اص��ل زی��ر ب��ص��ورت ج��ان��ب��ی س��ط��ح دق��ی��ق م��ق��دار آن��گ��اه ∥P∥−→ ۰

دوران از ح��اص��ل ج��ان��ب��ی س��ط��ح = lim
∥p∥−→۰

n∑
i=۱

π(۲yi +∆yi)
√

(∆xi)۲ + (∆yi)۲
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= lim
∥p∥−→۰

n∑
i=۱

۲π(yi +
۱

۲
∆yi)

√
۱ + (

∆yi
∆xi

)۲∆xi

=

∫ b

a
۲πy

√
۱ + (

dy

dx
)۲dx

=

∫ b

a
۲πy

√
۱ + [f ′(x)]۲dx.

�ر زی� �ول �رم� ف� �ه �ل� �ی� �وس� ب� �ا xه� �ور �ح� م� �ول ح� a ≤ x ≤ b ،y = f(x) دوران از �ل �اص� ح� �ی �ب� �ان� ج� �ح �ط� س� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
م��ی��آی��د ب��دس��ت

A =

∫ b

a
۲πy

√
۱ + (y′)۲dx.

ط��ول دی��ف��ران��س��ی��ل ع��ن��ص��ر و ج��ان��ب��ی س��ط��ح��ی دی��ف��ران��س��ی��ل ع��ن��ص��ر ،dA را ف��وق ف��رم��ول ان��ت��گ��رال داخ��ل ع��ب��ارت اگ��ر
�ر �اط� خ� �ه ب� �ر �اده��ت� س� �ور �ط� ب� را �ر زی� �ول �رم� ف� �وان �ی��ت� م� �اه �گ� آن� �م �ی� �ن� ك� �رض ف� ds را

∫ b
a ۲πy

√
۱ + (y′)۲dx �وس ق�

س��پ��رد.
ج��ان��ب��ی س��ط��ح دی��ف��ران��س��ی��ل ع��ن��ص��ر dA = ۲π(دوران ق��وس)(ش��ع��اع ط��ول دی��ف��ران��س��ی��ل (ع��ن��ص��ر

ب��ا م��ن��ح��ن��ی ای��ن دوران از ح��اص��ل ج��ان��ب��ی س��ط��ح گ��ی��رد ص��ورت yه��ا م��ح��ور ح��ول م��ن��ح��ن��ی ی��ك دوران ك��ه ح��ال��ت��ی در
م��ی��ش��ود. ح��اص��ل زی��ر ب��ص��ورت y و x م��ت��غ��ی��ره��ای ت��ع��وی��ض

A =

∫ b

a
۲πx

√
۱ + (

dx

dy
)۲dx

xه��ا م��ح��ور ح��ول ۰ ≤ x ≤ ۲ ،y =
√
x م��ن��ح��ن��ی دوران از ح��اص��ل روی��ه ج��ان��ب��ی م��س��اح��ت .١.۴.١٣ م��ث��ال

آوری��د. ب��دس��ت را

ب��ا اس��ت ب��راب��ر ق��وس ط��ول دی��ف��ران��س��ی��ل ع��ن��ص��ر ح��ل.

ds =

√
۱ + (

dy

dx
)۲, dx =

√
۱ + (

۱

۲
√
x
)۲, ds =

√
۴x+ ۱

۲
√
x

dx.

ری��م دا ل��ذا اس��ت، y ب��راب��ر دوران ش��ع��اع و

A =

∫ b

a
۲πρds

=

∫ ۲

۰
۲π(

√
x)

√
۴x+ ۱

۲
√
x

dx

= π

∫ ۲

۰

√
۴x+ ۱dx
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= [π(
۲

۳
)(

۱

۴
)(۴x+ ۱)

۳
۲ ]۲۰

=
π

۶
(۲۷ − ۱)

=
۱۳π

۳
.

،y = y(t) و x = x(t) �ری �ت� �ارام� پ� �ورت �ص� ب� �ی �ن� �ح� �ن� م� �ه �ادل� �ع� م� �ه ك� �ی �ورت� ص� در .٢.۴.١٣ �ه �ظ� �لاح� م�
م��ی��آی��د. در زی��ر ب��ص��ورت xه��ا م��ح��ور ح��ول دوران از ح��اص��ل ج��ان��ب��ی س��ط��ح ف��رم��ول ب��اش��د، ش��ده داده α ≤ t ≤ β

A =

∫ β

α
۲πy(t)

√
(
dx

dt
)۲ + (

dy

dt
)۲dt (۴.١٣)

ح��اص��ل ك��ره �ب��ی �ان� ج� س��ط��ح��ی داده��ای��م دوران xه��ا م��ح��ور ح��ول را y =
√
a۲ − x۲ �م��دای��ره �ی� ن� .٣.۴.١٣ �ث��ال م�

آوری��د. ب��دس��ت را

گ��رف��ت ن��ظ��ر زی��ر پ��ارام��ت��ری ب��ص��ورت م��ی��ت��وان را ن��ی��م��دای��ره م��ع��ادل��ه }ح��ل.
x = a cos t

y = a sin t
۰ ≤ t ≤ π

ب��ا اس��ت ب��راب��ر ۴.١٣ ف��رم��ول ط��ب��ق ج��ان��ب��ی س��ط��ح ب��ن��اب��رای��ن

A =

∫ π

۰
۲π(a sin t)

√
(−a sin t)۲ + (a cos t)۲dt

= ۲πa۲
∫ π

۰
sin tdt

= ۲πa۲[− cos t]π۰ = ۴πa۲.

ش��ك��ل ب��ص��ورت �ره �ب� �ن� چ� ی��ك و �ی��م م��ی��ده� دوران y = a خ��ط ح��ول را x۲ + y۲ = a۲ دای��ره .۴.۴.١٣ �ث��ال م�
آوری��د. ب��دس��ت را چ��ن��ب��ره ج��ان��ب��ی س��ط��ح م��ی��ش��ود. ح��اص��ل

۰ ≤ θ ≤ ۲π ،y = a sin θ و x = a cos θ ری��م دا ح��ل.

۲πρds = ۲π(y + a)adθ

= ۲π(a sin θ + a)adθ

= ۲πa۲(sin θ + ۱)dθ.



ان��ت��گ��رال رب��رده��ای ك��ا .١٣ ف��ص��ل ۴۵٣

ب��ن��اب��رای��ن

A =

∫ ۲π

۰
۲πρds

= ۲πa۲
∫ ۲π

۰
(sin θ + ۱)dθ

= ۲πa۲[− cos θ + θ]۲π۰

= ۲πa۲(−۱ + ۲π − (−۱ + ۰))

= ۴π۲a۲.

ش��ده ان��ج��ام ك��ار ۵.١٣

ای��ن در ب��اش��د ش��ده ج��اب��ج��ا x = b ت��ا x = a از xه��ا م��ح��ور ط��ول در F ن��ی��روی ت��وس��ط ج��س��م��ی ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض
ب��ا اس��ت ب��راب��ر ن��ی��رو ای��ن ت��وس��ط ش��ده ان��ج��ام ك��ار ص��ورت

ش��ده ان��ج��ام ک��ار W =

∫ b

a
F (x)dx

م��ی��ب��اش��د. ث��اب��ت ش��ت��اب ح��ال��ت ای��ن در ك��ه ری��م دا ت��وج��ه
�ر اگ� �ه ك� �رد ك� �ان �ی� ب� �ورت ص� �ن�� ای� �ه�� ب� �وان �ی��ت� م� را �وق ف� �ول �رم� ف� �ل �ی� دل�
�اه �گ� آن� �د �اش� ب� [a, b] �رای ب� �راز اف� �ك ی� P = {a = x۰, x۱, x۲, · · · , xn−۱, xn = b}
�ت، اس� �ه �ل� �اص� ف� �ن ای� در �ده ش� �ام �ج� ان� �ار ك� �رای ب� �ی �ب� ری� � �ق� ت� ti ∈ [xi−۱, xi] ،Wi = F (ti)∆xi

�ت. اس� w �ی �ن� �ع� ی� �ل ك� �ار ك� �رای ب� �ی �ب� ری� � �ق� ت�
∑n

i=۱ Wi =
∑n

i=۱ F (ti)∆xi �ن �رای� �اب� �ن� ب�
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ل��ذا و
∑n

i=۱ Wi −→ W ری��م دا آن��گ��اه n −→ ∞ اگ��ر ح��ال

W = lim
∥P∥−→۰

n∑
i=۱

F (ti)∆xi.

ك��ش��ی��ده س��ان��ت��ی��م��ت��ری ١۵ ط��ول ت��ا س��ان��ت��ی��م��ت��ری��اش ١٠ ط��ب��ی��ع��ی ط��ول از ك��ه ف��ن��ری ن��گ��ه��داری ب��رای .١.۵.١٣ م��ث��ال
س��ان��ت��ی��م��ت��ر ١٨ ط��ول ت��ا س��ان��ت��ی��م��ت��ر ١۵ ط��ول از ف��ن��ر ای��ن ك��ش��ی��دن در اس��ت، لازم ن��ی��وت��ن��ی ۴٠ ن��ی��روی ی��ك اس��ت ش��ده

اس��ت؟ ش��ده ان��ج��ام ك��ار چ��ق��در

ب��اش��د ش��ده ك��ش��ی��ده آن ط��ب��ی��ع��ی ط��ول از واح��د x ك��ه ف��ن��ری ن��گ��ه��داری ج��ه��ت لازم ن��ی��روی ه��وك ق��ان��ون ب��ن��اب��ه ح��ل.
م��ی��ش��ود. ن��ام��ی��ده ف��ن��ر ث��اب��ت ك��ه اس��ت م��ث��ب��ت��ی ث��اب��ت م��ق��دار k آن در ك��ه F (x) = kx ی��ع��ن��ی اس��ت م��ت��ن��اس��ب x ب��ا

ری��م دا س��ان��ت��ی��م��ت��ر ١۵ ب��ه س��ان��ت��ی��م��ت��ر ١٠ از ف��ن��ر ت��غ��ی��ی��ر ب��رای ن��ی��وت��ن��ی ۴٠ ن��ی��روی ب��ه ت��وج��ه ب��ا ل��ذا
F (۰٫ ۱۵ − ۰٫ ۱۰) = k(۰٫ ۰۵).

ب��ا اس��ت ب��راب��ر ش��ده ان��ج��ام ك��ار ل��ذا F (x) = ۸۰۰x پ��س k = ۸۰۰ ی��ا و ۴۰ = k(۰٫ ۰۵) ب��ن��اب��رای��ن

W =

∫ ۰٫۰۸

۰٫۰۵
۸۰۰xdx = [

x۲

۲
]۰٫۰۸۰٫۰۵ = ۴۰۰[(۰٫ ۰۸)۲ − (۰٫ ۰۵)۲] = ۱٫ ۵۶ .ژول

ج��رم م��رك��ز و گ��ش��ت��اوره��ا ۶.١٣

�ای �ه��ه� �ت� رش� در �ه ك� �د �اش� �ی��ب� م� �رم ج� �ز �رك� م� و �ا �اوره� �ت� �ش� گ� �رم، ج� �ه �ب� �اس� �ح� م� �ن �ی� �ع� م� �رال �گ� �ت� ان� �ای �رده� �اب� ك� از �ر �گ� دی� �ی �ك� ی�
را �رم ج� �ز �رك� م� و �اور �ت� �ش� گ� �رم، ج� �ه ب� �وط رب� � م� �ات �ب� �اس� �ح� م� از �دام ك� �ر ه� دارد. �ی �اس� اس� �ش �ق� ن� �ی �دس� �ن� �ه� م� و �ك زی� � �ی� ف�

گ��رف��ت. ن��ظ��ر در زی��ر ص��ورت س��ه ب��ه م��ی��ت��وان

ن��ازك. س��ی��م ی��ك ام��ت��داد در ال��ف)

لای��ه. ی��ا ن��ازك ورق��ه ی��ك در ب)

ج��س��م. ی��ك در ج)

�دار �ق� م� �ی) �م� �ج� ح� - �ح��ی �ط� س� - �ول��ی ط� �ال��ی �گ� (چ� �ه �وط� �وب� م� �ی �ال� �گ� چ� �ه ك� �م �ی� �ن� �ی��ك� م� ف��رض �وق ف� �الات ح� از �دام ك� �ر ه� در
ب��ص��ورت م��ی��ت��وان را گ��ش��ت��اور ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ی��ك��ن��واخ��ت ب��ط��ور ج��رم پ��راك��ن��دگ��ی دی��گ��ر ب��ع��ب��ارت ب��اش��د ث��اب��ت

ن��م��ود. م��ش��خ��ص ف��وق ح��الات از ی��ك ه��ر در زی��ر
روی در x۱, x۲, · · · , xk ف��واص��ل ب��ه ن��ق��اط��ی در ت��رت��ی��ب ب��ه m۱,m۲, · · · ,mk اج��رام ك��ه ك��ن��ی��م ف��رض

ری��ف ت��ع��
k∑

i=۱
mixi ب��ص��ورت را م��ب��دأ ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور ای��ن��ص��ورت در ب��اش��ن��د گ��رف��ت��ه ق��رار آن م��ب��دأ از م��ح��ور ی��ك

م��ی��ك��ن��ی��م.
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�اه �گ� آن� �م �ازی� س� �ز �رك� �م� �ت� م� �دأ �ب� م� از x �ه �ل� �اص� ف� �ه ب� �ه �ط� �ق� ن� در را
k∑

i=۱
mi �ی �ن� �ع� ی� �رم ج� �ام �م� ت� �ر اگ� �ال ح�

�ه �ط� راب� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �م. �ی� �وئ� �ی��گ� م� �رم ج� �ز �رك� م� را x �ه �ط� �ق� ن� .x(
k∑

i=۱
mixi) از �ت اس� �ارت �ب� ع� �ل ك� �اور �ت� �ش� گ�

ك��ه م��ی��ش��ود ن��ت��ی��ج��ه x(
k∑

i=۱
mixi) =

k∑
i=۱

mixi

x =

∑k
i=۱ mixi∑k
i=۱ mi

.

�ه �ت� �رف� گ� �رار ق� (x۱, y۱), (x۲, y۲), · · · , (xk, yk) �د �ن� �ان� م� �ات �ص� �ت� �خ� م� �ه �ح� �ف� ص� در �ی �اط� �ق� ن� در �رام اج� �ر اگ� �ال ح�
از اس��ت ع��ب��ارت yه��ا م��ح��ور ن��ی��ز و xه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د

xه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور Mx =
k∑

i=۱

miyi,

yه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور My =

k∑
i=۱

mixi.

آن در ك��ه (x, y) ن��ق��ط��ه از اس��ت ع��ب��ارت ج��رم م��رك��ز و

x =

∑k
i=۱ mixi∑k
i=۱ mi

, y =

∑k
i=۱ miyi∑k
i=۱ mi

.

ب��اش��ن��د، داش��ت��ه ق��رار زی��ر ن��ق��اط در ج��رم�ه��ا اگ��ر ف��ض��ا در
(x۱, y۱, z۱), (x۲, y۲, z۲), · · · , (xk, yk, zk)

م��ی��ش��ون��د ری��ف ت��ع�� زی��ر ب��ص��ورت م��خ��ت��ص��ات ص��ف��ح��ات ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اوره��ا ای��ن�ص��ورت در

yz ص��ف��ح��ه ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور Myz =

k∑
i=۱

mixi,

xz ص��ف��ح��ه ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور Mxz =
k∑

i=۱

miyi,

xy ص��ف��ح��ه ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور Mxy =

k∑
i=۱

mizi.
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در ت��غ��ی��ی��ری ك��ن��ی��م، م��ت��م��رك��ز آن در را ج��رم ت��م��ام گ��اه ه��ر ك��ه ن��ق��ط��ه��ای از اس��ت ع��ب��ارت ج��رم م��رك��ز (x, y, z) ن��ق��ط��ه
از اس��ت ع��ب��ارت ج��رم م��رك��ز م��خ��ت��ص��ات ل��ذا ن��ش��ود ای��ج��اد گ��ش��ت��اوره��ا

x =

∑k
i=۱ mixi∑k
i=۱ mi

, y =

∑k
i=۱ miyi∑k
i=۱ mi

, z =

∑k
i=۱ mizi∑k
i=۱ mi

.

م��ی��ب��اش��ن��د xه��ا م��ح��ور ب��ر ع��م��ود ب��ط��ور ك��ه x = b و x = a ص��ف��ح��ات ب��ی��ن ف��ض��ا در T ج��س��م ك��ن��ی��د ف��رض اك��ن��ون
[a, b] از �رازی اف� P = {a = x۰, x۱, x۲, · · · , xn−۱, xn = b} �د �ی� �ن� ك� �رض ف� و �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �رار ق�
ن��ق��اط در xه��ا م��ح��ور ب��ر ع��م��ود ص��ف��ح��ات ب��ی��ن ج��س��م از ق��س��م��ت��ی ح��ج��م و ج��رم ت��رت��ی��ب ب��ه ∆Vi و ∆mi و ب��اش��د
ج��س��م از ق��س��م��ت ای��ن گ��ش��ت��اور ای��ن��ص��ورت در ب��اش��د. آن ج��رم م��رك��ز Ki = (x̃i, ỹi, z̃i) و ب��اش��ن��د xi و xi−۱

.z̃i∆mi و ỹi∆mi و x̃i∆mi از ع��ب��ارت��ن��د ت��رت��ی��ب ب��ه yz و xz ،xy ص��ف��ح��ات ب��ه ن��س��ب��ت

�ه ب� �ت �ب� �س� ن� �م �س� ج� �ام �م� ت� �اور �ت� �ش� گ� �رای ب� �ی �ب� ری� � �ق� ت�
k∑

i=۱
z̃i∆mi و

k∑
i=۱

ỹi∆mi و
k∑

i=۱
x̃i∆mi �رای��ن �اب� �ن� ب�

ب��ود. خ��واه��ن��د yz و xz و xy ص��ف��ح��ات
آن��گ��اه n −→ ∞ اگ��ر ح��ال

k∑
i=۱

x̃i∆mi −→
∫ b

a
xdm,

k∑
i=۱

ỹi∆mi −→
∫ b

a
ydm,

k∑
i=۱

z̃i∆mi −→
∫ b

a
zdm.

از ب��ود خ��واه��ن��د ع��ب��ارت ج��رم م��رك��ز م��خ��ت��ص��ات ب��ن��اب��رای��ن

x =

∫ b
a x̃dm∫ b
a dm

, y =

∫ b
a ỹdm∫ b
a dm

, z =

∫ b
a z̃dm∫ b
a dm

.

δ = lim∆V−→۰
∆m
∆V = dm

dv ری��م دا ری��ف ت��ع�� �ن��اب��ه ب� آن��گ��اه �ی��م، ده� ن��م��ای��ش δ ب��ا را ج��س��م ح��ج��م��ی �ال��ی چ��گ� اگ��ر
.dm = δdV پ��س

.dm = δdV آن��گ��اه ب��اش��د ش��ده ت��وزی��ع ف��ض��ا در ج��س��م، ی��ك ج��رم اگ��ر •

اس��ت. س��ط��ح ج��رء dA ك��ه dm = δdA ب��اش��د ش��ده ت��وزی��ع ص��ف��ح��ه در ج��س��م، ی��ك ج��رم اگ��ر •

�ول ط� �زء ج� ds �ه ك� dm = δds �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ده ش� �ع �وزی� ت� �ازك ن� �م �ی� س� ی��ك روی در �م، �س� ج� ی��ك �رم ج� �ر اگ� •
اس��ت. ق��وس
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�ده ش� �ان �ی� ب� �ت �ال� ح� �ه س� از �ك ی� �ر ه� در را �رم ج� �ز �رك� م� و �ا �اوره� �ت� �ش� گ� �رم، ج� �رای ب� �ده آم� �ت �دس� ب� �ای �ه� �ول� �رم� ف� �ن �رای� �اب� �ن� ب�
ك��رد. خ��لاص��ه زی��ر ب��ص��ورت م��ی��ت��وان

ن��ازك. س��ی��م ی��ك ام��ت��داد در ال��ف)

ج��رم M =

∫
dm =

∫ b

a
δdx

م��ب��داء ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور Mo =

∫
xdm =

∫ b

a
xδdx

ج��رم م��رک��ز x =
Mo

M
=

∫ b
a xδdx∫ b
a δdx

لای��ه. ی��ا ن��ازك ورق��ه ی��ك در ب)

Mج��رم =

∫
dm =

∫ b

a
δdA

xه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور Mx =

∫
ỹdm

yه��ا م��ح��ور ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور My =

∫
x̃dm

ج��رم م��رک��ز (x, y), x =
My

M
y =

Mx

M

ج��س��م. ی��ك در ج)

Mج��رم =

∫
dm =

∫ b

a
δdV

xz ص��ف��ح��ه ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور Mxz =

∫
ỹdm

yz ص��ف��ح��ه ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور Myz =

∫
x̃dm

xy ص��ف��ح��ه ب��ه ن��س��ب��ت گ��ش��ت��اور Mxy =

∫
z̃dm

ج��رم م��رک��ز (x, y, z), x =
Myz

M
, y =

Mxz

M
, z =

Mxy

M

م��ی��پ��ردازی��م. م��ث��ال چ��ن��د ب��ررس��ی ب��ه ح��ال

δ = ۲ ف��رض ب��ا را y = ۱ و y = −x و y = x خ��ط��وط ب��ه م��ح��دود A ن��اح��ی��ه ج��رم م��رك��ز .١.۶.١٣ م��ث��ال
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آوری��د. ب��دس��ت

ری��م دا (ب) ح��ال��ت ب��ن��اب��ه ل��ذا اس��ت ص��ف��ح��ه در ن��اح��ی��ه�ای A چ��ون ح��ل.
dm = δadA = ۲dA.

ری��م دا ل��ذا اس��ت اف��ق��ی ش��ك��ل م��س��ت��ط��ی��ل ب��ص��ورت س��ط��ح ك��وچ��ك ج��زء ی��ك dA ك��ه

dA = ۲xdy, (x̃, ỹ) = (۰, y)

M =

∫
dm =

∫ ۱

۰
۴xdy =

∫ ۱

۰
۴ydy = [۲y۲]۱۰ = ۲

Mx =

∫
ỹdm =

∫ ۱

۰
y(۴ydy) =

∫ ۱

۰
۴y۲dy = [

۴

۳
y۳]۱۰ =

۴

۳

My =

∫
x̃dm =

∫
۰dm = ۰

x =
My

M
= ۰, y =

Mx

M
=

۴/۳

۲
.

.(x, y) = (۰, ۲
۳) پ��س

در �ول��ی ط� �ال��ی چ��گ� �ی��د �ن� ك� ف��رض ك��رده��ای��م. �م خ� r = ۲ �ع��اع ش� ب��ه �ره دای� رب��ع ش��ك��ل ب��ه را �ول��ی �ت� �ف� م� .٢.۶.١٣ �ث��ال م�
ك��ن��ی��د. ح��س��اب را م��ف��ت��ول ج��رم م��رك��ز م��خ��ت��ص��ات ب��اش��د δ(x) = ۲x ب��راب��ر x م��ان��ن��د ن��ق��ط��ه ه��ر

ری��م دا ش��ك��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.
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�ود �ی��ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �س پ�

{
x = ۲ cos t

y = ۲ sin t
از �د �ن� �ارت� �ب� ع� �ره� دای� �ع رب� �ری �ت� �ارام� پ� �ادلات �ع� م�

و ds =
√

(−۲ sin t)۲ + (۲ cos t)۲ = ۲dt �م ری� دا ds = ((dx/dt)۲ + (dy/dt)۲)
۱
۲

ب��ن��اب��رای��ن
dm = δds = ۲xds = ۴ cos tdt.

ری��م دا و

M =

∫
dm =

∫ π
۲

۰
۴ cos tdt = [۴ sin t]

π
۲
۰ = ۴

Mo =

∫
x̃dm =

∫
xdm =

∫
(۲ cos t)(۴ cos tdt) = ۸

∫ ۲

۰

۱ + ۲ cos t

۲
dt

= ۴[t+
۲ sin t

۲
]
π
۲
۰ = ۲π.

.x = Mo
M = ۲π

۴ = π
۲ ل��ذا

ح��ول y = ۴ خ��ط و y = x۲ �ن��ح��ن��ی م� ب��ه م��ح��دود س��ط��ح دوران از ح��اص��ل ج��س��م ج��رم م��رك��ز .٣.۶.١٣ م��ث��ال
ری��د. ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در اس��ت ث��اب��ت م��ق��دار k ك��ه δ = k را ح��ج��م��ی چ��گ��ال��ی آوری��د. ب��دس��ت را yه��ا م��ح��ور

.x = z = ۰ ری��م دا ب��الا ش��ك��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.
پ��س اس��ت ث��اب��ت��ی م��ق��دار چ��گ��ال��ی چ��ون

dm = δdV = kdV = kπx۲dy = kπydy

M =

∫
dm =

∫ ۴

۰
kπydy = kπ[

y۲

۲
]۴۰ = ۸kπ



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴۶٠

Mxz =

∫
ỹdm =

∫ ۴

۰
y(kπydy) = kπ[

y۳

۲
]۴۰ =

۶۴

۳
kπ

.(۰, ۸
۳ , ۰) از اس��ت ع��ب��ارت ج��رم م��رك��ز م��خ��ت��ص��ات ل��ذا y = Mxz

M = ۶۴kπ/۳
۸kπ = ۸

۳ ب��ن��اب��رای��ن

را ۰ ≤ x ≤ π ف��اص��ل��ه در را xه��ا م��ح��ور و y = sinx م��ن��ح��ن��ی ب��ه م��ح��دود ن��اح��ی��ه ج��رم م��رك��ز .۴.۶.١٣ م��ث��ال
ری��د) ب��گ��ی�� δ = ۱ ث��اب��ت م��ق��دار را س��ط��ح��ی (چ��گ��ال��ی آوری��د. ب��دس��ت

ری��م دا ب��الا ش��ك��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

x̃ = x, ỹ =
۱

۲
, dm = δdA = dA = ydx.

ب��ن��اب��رای��ن

M =

∫
dm =

∫ π

۰
ydx =

∫ π

۰
sinxdx = [− cosx]π۰ = ۲

My =

∫
x̃dm =

∫ π

۰
x sinxdx = [−x cosx+ sinx]π۰ = π

Mx =

∫
ỹdm =

∫
y

۲
dm =

∫ π

۰

(
sinx

۲

)
(sinxdx) =

۱

۲

∫ π

۰
sin۲ xdx

=
۱

۴

∫ π

۰
(۱ − cos۲x)dx = [

۱

۴
x− ۱

۲
sin۲ x]π۰ =

π

۴

ای��ن�رو از

x =
My

M
=

π

۲
, y =

Mx

M
=

π
۴

۲
=

π

۸
.



ان��ت��گ��رال رب��رده��ای ك��ا .١٣ ف��ص��ل ۴۶١

ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ائ��ل ٧.١٣

آوری��د. دس��ت ب��ه را x = ۱−۳y۲ و x = −۲y۲ س��ه��م��ى�ه��اى ب��ه م��ح��دود ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت .١.٧.١٣ م��س��ال��ه

ان��ج��ام y م��ت��غ��ی��ر ب��ا را س��ط��ح ب��ه رب��وط م�� ان��ت��گ��رال م��ح��اس��ب��ه ب��ای��د ك��ه م��ى�ش��ود م��لاح��ظ��ه ن��اح��ی��ه ش��ك��ل ب��ه ب��ات��وج��ه ح��ل.
ری��م دا ل��ذا }ده��ی��م

x = −۲y۲

x = ۱ − ۳y۲
⇒ y = ±۱.

ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت =

∫ ۱

−۱
[(۱ − ۳y۲)− (−۲y۲)]dy

=

∫ ۱

−۱
(۱ − y۲)dy

= ۲

∫ ۱

−۱
(۱ − y۲)dy

= ۲[y − y۳

۳
]۱۰ =

۴

۳
.

x = ۲ و x = ۰ و y = ۲x− x۲ و y = ۲x م��ن��ح��ن��ى�ه��اى ب��ه م��ح��دود ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت .٢.٧.١٣ م��س��ال��ه
آوری��د. دس��ت ب��ه را

�اح��ت �س� م� �ه �ب� �اس� �ح� م� �ت �ه� ج� �رال �گ� �ت� ان� �ب �اس� �ن� م� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ود �ى�ش� م� �ه �ظ� �لاح� م� �ه �ی� �اح� ن� �ل �ك� ش� از �ه ك� �ورى �ان�ط� �م� ه� �ل. ح�



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴۶٢

ری��م دا ل��ذا اس��ت. x م��ت��غ��ی��ر

ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت =
∫ ۲

۰
[۲x − (۲x− x۲)]dx = [

۲x

Ln۲
− (x۲ − x۳

۳
)]۲۰ =

۳

Ln۲
− ۴

۳
.

در x۲ + y۲ = ۳ و y۲ = ۲x و x۲ = ۲y �ن��ى�ه��اى �ح� �ن� م� �ه ب� م��ح��دود �ه �ی� �اح� ن� �اح��ت م��س� .٣.٧.١٣ �ال��ه م��س�
آوری��د. دس��ت ب��ه را اول رب��ع

دو ب��ه را ن��اح��ی��ه ب��ای��د y م��ت��غ��ی��ر ب��رح��س��ب چ��ه و x م��ت��غ��ی��ر �رح��س��ب ب� چ��ه ك��ه م��ى�ش��ود م��لاح��ظ��ه ش��ك��ل ب��ه ب��ات��وج��ه ح��ل.



ان��ت��گ��رال رب��رده��ای ك��ا .١٣ ف��ص��ل ۴۶٣

ری��م دا ل��ذا ن��م��ای��ی��م ج��م��ع ب��ای��ك��دی��گ��ر س��پ��س و م��ح��اس��ب��ه را ه��رك��دام م��س��اح��ت و ن��م��وده ت��ب��دی��ل }ق��س��م��ت
x۲ = ۲y

x۲ + y۲ = ۳
⇒ y = ق��ب��ول) ق��اب��ل −(غ��ی��ر ۳,۱.

ه��م��چ��ن��ی��ن م��ى�ب��اش��د (
√

۲,۱) ت��ق��اط��ع ن��ق��ط��ه }ب��ن��اب��رای��ن
y۲ = ۲x

x۲ + y۲ = ۳
⇒ x = ق��ب��ول) ق��اب��ل −(غ��ی��ر ۳,۱.

م��ى�ب��اش��د. (۱,
√

۲) ت��ق��اط��ع ن��ق��ط��ه ل��ذا
ری��م دا A۲ و A۱ ن��واح��ى س��ط��ح م��ح��اس��ب��ه ب��راى اك��ن��ون

A۱ م��س��اح��ت =

∫ ۱

۰
(
√

۲x− x۲

۲
)dx = [

√
۲

۲

۳
x

۳
۲ − x۳

۶
)]۱۰ =

۲
√

۲

۳
− ۱

۶
,

A۲ م��س��اح��ت =

∫ √
۲

۱
(
√

۳ − x۲ − x۲

۲
)dx = [

x

۲

√
۳ − x۲ +

۳

۲
sin−۱(

x√
۳
)− x۳

۶
]
√

۲
۱

=
۳

۲
(sin−۱(

√
۲√
۳
)− sin−۱(

۱√
۳
))−

√
۲

۳
+

۱

۶
.

ی��ع��ن��ى ف��وق م��س��اح��ت�ه��اى م��ج��م��وع ب��ا اس��ت ب��راب��ر ف��وق ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت ب��ن��اب��رای��ن

A۱م��س��اح��ت+A۲م��س��اح��ت =
√

۲

۳
+

۳

۲
sin−۱(

۱

۳
).

،b ش��ع��اع ب��ه ش��ك��ل اس��ت��وان��ه�اى ح��ف��ره�اى ك��ره ای��ن م��ی��ان در اس��ت م��ف��روض a ش��ع��اع ب��ه ك��ره�اى .۴.٧.١٣ م��س��ال��ه
آوری��د. دس��ت ب��ه را ب��اق��ی��م��ان��ده ج��س��م ح��ج��م م��ى�ك��ن��ی��م ای��ج��اد (b < a)

و y =
√
a۲ − x۲ ن��ی��م�دای��ره ب��ه م��ح��دود ن��اح��ی��ه اگ��ر ك��ه ك��رد ب��ی��ان ص��ورت ب��دی��ن م��ى�ت��وان را ف��وق م��س��ئ��ل��ه ح��ل.

ب��ود خ��واه��د ن��ظ��ر م��ورد ح��ج��م دق��ی��ق��ا دوران از ح��اص��ل ح��ج��م آن�گ��اه ده��ی��م دوران xه��ا م��ح��ور ح��ول را y = b خ��ط
ری��م دا ل��ذا

ن��ظ��ر م��ورد ح��ج��م =

∫ √
a۲−b۲

−
√
a۲−b۲

π[a۲ − x۲ − b۲]dx

= π[a۲x− x۳

۳
− b۲x]

√
a۲−b۲

−
√
a۲−b۲

= ۲π[a۲
√

a۲ − b۲ − (a۲ − b۲)
۳
۲

۳
− b۲

√
a۲ − b۲]

= ۲π[(a۲ − b۲)
۳
۲ − (a۲ − b۲)

۳
۲

۳
]



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴۶۴

=
۴π(a۲ − b۲)

۳
۲

۳
.

yه��ا م��ح��ور ح��ول را دای��ره ای��ن اس��ت. م��ف��روض r < a ك��ه (x− a)۲ + y۲ = r۲ دای��ره .۵.٧.١٣ م��س��ال��ه
آوری��د. دس��ت ب��ه را چ��ن��ب��ره ای��ن ح��ج��م م��ى�گ��وی��ی��م. چ��ن��ب��ره ی��ك را ح��اص��ل ج��س��م م��ى�ده��ی��م دوران

�ره �م�دای� �ی� ن� دوران از �ل �اص� ح� �م �ج� ح� �ر �راب� ب� دو �ت اس� �ى �اف� ك� �ه�اى �وان� �ت� اس� �اى �ه�ه� لای� روش از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ل. ح�
ری��م دا ل��ذا ن��م��ای��ی��م م��ح��اس��ب��ه را y =

√
r۲ − (x− a)۲

V = ۲

∫ a+r

a−r
۲πx

√
r۲ − (x− a)۲dx.

ری��م دا و du = dx ص��ورت ای��ن در u = x− a ك��ن��ی��م ف��رض ف��وق ان��ت��گ��رال م��ح��اس��ب��ه ب��راى

V = ۴π

∫ r

−r
(u+ a)

√
r۲ − u۲du

= ۴π

∫ r

−r
u
√

r۲ − u۲du+ ۴π

∫ r

−r
a
√

r۲ − u۲du

= ۰ + ۴πa(
πr۲

۲
) = ۲π۲ar۲.

آوری��د. دس��ت ب��ه ۱ ≤ y ≤ ۲ ف��اص��ل��ه در را x = ۱
۴y

۲ − ۱
۲Lny م��ن��ح��ن��ى ق��وس��ى ط��ول .۶.٧.١٣ م��س��ال��ه

زی��ر ص��ورت ب��ه y م��ت��غ��ی��ر ح��س��ب ب��ر ف��رم��ول از را ق��وس ط��ول اس��ت ك��اف��ى م��ن��ح��ن��ى م��ع��ادل��ه ف��رم ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.
ن��م��ای��ی��م. اس��ت��ف��اده

S =

∫ ۲

۱

√
۱ + (

dx

dy
)۲dy =

∫ ۲

۱
(
۱

۲
y +

۱

۲y
)dy =

۳

۴
+

۱

۲
Ln۲

۱ ≤ y ≤ e ف��اص��ل��ه در x = ۱
۴y

۲ − ۱
۲Lny م��ن��ح��ن��ى دوران از ح��اص��ل ج��ان��ب��ى م��س��اح��ت .٧.٧.١٣ م��س��ال��ه

آوری��د. دس��ت ب��ه را yه��ا م��ح��ور ح��ول

ح��ل.

=

∫ e

۱
۲πx

√
۱ + (

dx

dy
)۲dy

=

∫ e

۱
۲π(

۱

۴
y۲ − ۱

۲
ln y)(

۱

۲
y +

۱

۲y
)dy



ان��ت��گ��رال رب��رده��ای ك��ا .١٣ ف��ص��ل ۴۶۵

= ۲π

∫ e

۱
(
۱

۸
y۳ +

۱

۸
y − ۱

۴
y ln y − ۱

۴y
ln y)dy

= ۲π[
y۴

۳۲
+

y۲

۱۶
− ۱

۴
(
۱

۲
y۲ ln y − ۱

۴
y۲)− ۱

۸
(ln y)۲]e۱

= ۲π(
e۴

۳۲
+

e۲

۱۶
− e۲

۱۶
− ۱

۸
− ۱

۳۲
− ۱

۱۶
− ۱

۱۶
)

= ۲π(
e۴

۳۲
− ۹

۳۲
) =

π

۱۶
(e۴ − ۹).

�د آوری� �ت دس� �ه ب� را x۲

a۲ + y۲

b۲ = ۱ �ى �ض� �ی� ب� �ت �واخ� �ن� �ك� ی� �ه �ی� �اح� ن� �اى �اوره� �ت� �ش� گ� و �رم ج� �ز �رك� م� .٨.٧.١٣ �ه �ال� �س� م�
ری��د). ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در δ = ۱ را س��ط��ح��ى (چ��گ��ال��ى

y = ±b
√

۱ − x۲

a۲ ری��م دا ح��ل.

dm = δdA = dA = ۲b

√
۱ − x۲

a۲
dx

M =

∫ a

−a
dm =

∫ a

−a

۲b

a

√
a۲ − x۲dx =

۲b

a

∫ a

−a

√
a۲ − x۲dx

=
b

a
[x
√

a۲ − x۲ + a۲ sin−۱(
x

a
)]a−a = πa۲

Mx =

∫ a

−a
ỹdm =

∫ a

−a
ydm = ۰

My =

∫ a

−a
x̃dm =

∫ a

−a
۲bx

√
۱ − x۲

a۲
dx

= ۲
b

a

∫ a

−a
x
√

a۲ − x۲dx =
۲b

a
[
−۱

۳
(a۲ − x۲)

۳
۲ ]a−a = ۰

م��ى�ب��اش��د. م��خ��ت��ص��ات م��ب��دأ ج��رم م��رك��ز ل��ذا y = Mx
M = ۰ و x =

My

M = ۰ ب��ن��اب��رای��ن

�ا xه� �ور �ح� م� و x ≥ ۰ �ه ك� y = e−αx sinβx �ن��ى �ح� �ن� م� �ه ب� �دود �ح� م� �اح��ت �س� م� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .٩.٧.١٣ �ه �ال� �س� م�
م��ى�ده��د. q = e

−απ
β ن��س��ب��ت ق��در ب��ا ه��ن��دس��ى س��رى ی��ك ت��ش��ك��ی��ل

از اس��ت ع��ب��ارت xه��ا م��ح��ور ب��ا y = e−αx sinβx م��ن��ح��ن��ى ت��ق��اط��ع ن��ق��اط ك��ه ری��م دا ت��وج��ه ح��ل.

xn =
nπ

β
, n = ۰,۱,۲,۳, · · · .



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴۶۶

ری��م دا · · · و S۲ ،S۱ ،S۰ م��س��اح��ت�ه��اى از ك��دام ه��ر م��ح��اس��ب��ه ب��راى ح��ال

Sn =

∫ (n+۱)π
۲

nπ
۲

|y|dx = (−۱)n
∫ (n+۱)π

۲

nπ
۲

e−αx sinβx dx

= (−۱)n+۱[−e
−α

(n+۱)π
β

α۲ + β۲
(α sinβx+ β cosβx)]

(n+۱)π
۲

nπ
۲

=
(−۱)n+۱

α۲ + β۲
[e

−α
(n+۱)π

β β(−۱)n+۱ − e
−αnπ

β
β(−۱)n

]

=
β

α۲ + β۲
e
−αnπ

β (۱ + e
−απ
β ).

ب��ا اس��ت ب��راب��ر ن��س��ب��ت ق��در ب��ن��اب��رای��ن

q =
Sn+۱

Sn
=

e
−α

(n+۱)π
β

e
−αnπ

β

= e
−απ

β .

�ه ب� را �ا xه� �ور �ح� م� �ول ح�

{
x = a cos۳ t

y = a sin۳ t
�ت��رى �ارام� پ� �ى �ن� �ح� �ن� م� دوران از �ل �اص� ح� �م �ج� ح� .١٠.٧.١٣ �ه �ال� �س� م�

آوری��د. دس��ت



ان��ت��گ��رال رب��رده��ای ك��ا .١٣ ف��ص��ل ۴۶٧

ری��م دا ش��ك��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

V = ۲

∫ a

۰
πy۲dx = ۲π

∫ π
۲

۰
a۲ sin۶ t(−۳a cos۲ t sin t)dt

= ۶πa۳

[∫ π
۲

۰
sin۷ tdt−

∫ π
۲

۰
sin۹ tdt

]
= ۶πa۳(

۶

۷
× ۴

۵
× ۲

۳
− ۸

۹
× ۶

۷
× ۴

۵
× ۲

۳
) =

۳۲

۱۰۵
πa۳.

م��س��ای��ل ٨.١٣

آوری��د. دس��ت ب��ه ش��ده داده ف��واص��ل در را زی��ر ش��ده داده م��ن��ح��ن��ى�ه��اى از ی��ك ه��ر زی��ر س��ط��ح .١

.۴
y =

√
x, ۰ ≤ x ≤ ۴

.۵
y = tanx, ۰ ≤ x ≤ ۱

.۶
y =

۱

x
, ۱ ≤ x ≤ e

.١
y = sinx, ۰ ≤ x ≤ π

.٢
۲)y = sin−۱ x, ۰ ≤ x ≤ ۱

.٣
y = x۲ − ۱, −۱ ≤ x ≤ ۱

آوری��د. دس��ت ب��ه را ش��ده داده م��ن��ح��ن��ى�ه��اى دو از ه��رك��دام ب��ه م��ح��دود ن��اح��ی��ه م��س��اح��ت .٢

.۵
y = x۲, y = x۲ + ۴x

.۶
x =

√
y, x = ۳

√
y

.٧
y۲ = ۲x− ۲, y = x− ۵

.٨
x۲ − y + ۱ = ۰, x− y + ۱ = ۰

.١
y = x۲, y = x

.٢
y = x۲, y = x۴

.٣
y = ex, y = x۲

.۴
y = x۲ − ۴, y = ۰



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴۶٨

.١١
y =

√
۱ − x۲, y = −

√
۱ − x۲

.١٢
y = x۲, y =

√
x

.٩
y۲ = x, x۲ = y

.١٠
y = x۳−۲x۲−۳x, y = ۲x۶۳−۳x۲−۹x

ب��ی��اب��ی��د. را xه��ا م��ح��ور و x = ۴ و x = ۲ و y = −x۲ ب��ی��ن م��ح��ص��ور س��ط��ح .٣

و x = ۰ و y = (x− ۳)(x− ۲)(x+ ۱) �ن��ح��ن��ى م� و xه��ا م��ح��ور ت��وس��ط م��ح��ص��ور �ی��ه ن��اح� م��س��اح��ت .۴
ب��ی��اب��ی��د. را x = ۴

آوری��د. دس��ت ب��ه را x = ۲ و x = ۱ و y = x و y = x۲ + ۲ ب��ی��ن م��ح��ص��ور ن��اح��ی��ه .۵

ب��ی��اب��ی��د. را x = π و x = ۰ و y = ۳
۲ و y = cosx+ ۱ ب��ی��ن م��ح��ص��ور س��ط��ح .۶

آوری��د. دس��ت ب��ه را x = ۰ و x = ۲ و y = lnx م��ن��ح��ن��ى�ه��اى م��ی��ان م��ح��ص��ور س��ط��ح .٧

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر م��وارد از ك��دام ه��ر در ش��ده م��ش��خ��ص ن��واح��ى م��س��اح��ت .٨

.٧
y = sec۲ x, y = cotx, x = −π

۴
, x =

π

۴

.٨
y =

x+ ۱

(x۲ + ۲x)۲
, x = ۱, y = ۰

.٩
y =

۱

۲
x۲, y =

۱

x۲ + ۱

.١٠
y = x

√
۱ + x۲, x = ۰, x = ۱, y = ۰

.١١
x۲ + y۲ ≤ ۸, x ≥ y, y ≥ ۰

.١٢
√
x+

√
y = ۱, x ≥ ۰, y ≥ ۰

.١
y = e−x, x = ln۲, x = ln۵, y = ۰

.٢
y = lnx۲, y = ln۴, x = e

.٣
y = tan۲ x, y = ۰, x =

π

۳
, x = ۰

.۴
x۲ + y۲ = ۴, y = ۰, x ≥ ۰

.۵
x

۲
۳ + y

۲
۳ = ۸

۲
۳ , x = ۰, y ≥ ۰

.۶
y = sinx, y = cosx, x = ۰, x = π

آوری��د. دس��ت ب��ه ش��ده م��ش��خ��ص ف��واص��ل رادر زی��ر م��ن��ح��ن��ى�ه��اى از ك��دام ه��ر ق��وس ط��ول .٩
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.۶
y =

۱

۳
(x۲ + ۲)

۳
۲ , ۰ ≤ y ≤ ۴

.٧
y =

√
x(۳x− ۱)

۳
, ۱ ≤ x ≤ ۴

.٨
x = y۲, ۰ ≤ y ≤ ۴

.٩
x = sin y, ۰ ≤ x ≤ ۱

.١٠
x = tan y, ۰ ≤ x ≤ ۱

.١
y = x

۲
۳ , ۱ ≤ x ≤ ۸

.٢
y = x۴ + ۲x−۲, ۱ ≤ x ≤ ۲

.٣
y =

۱

۶
x۳ +

۱

۲x
, ۲ ≤ x ≤ ۵

.۴
x

۲
۳ + y

۲
۳ = ۱,

۱

۸
≤ x ≤ ۱

.۵
۹y۲ = ۴x۳, ۰ ≤ x ≤ ۳

آوری��د. دس��ت ب��ه ۰ ≤ t ≤ π
۲ ف��اص��ل��ه در را

{
x = ۲ cos t

y = ۳ sin t
پ��ارام��ت��رى م��ن��ح��ن��ى ق��وس ط��ول .١٠

۰ ≤ t ≤ ۲π و a > ۰ ازاى �ه ب� را

{
x = a cos t+ at sin t

y = a sin t− at cos t
�ت��رى �ارام� پ� �ى �ن� �ح� �ن� م� ق��وس �ول ط� .١١

آوری��د. دس��ت ب��ه

آوری��د. دس��ت ب��ه x = ۲
√

۲ ت��ا x =
√

۳ ن��ق��ط��ه از را y = Lnx م��ن��ح��ن��ى ق��وس ط��ول .١٢

آوری��د. دس��ت ب��ه را y =
√
a۲ − x۲ دای��ره ن��ی��م ق��وس ط��ول .١٣

آوری��د. دس��ت ب��ه را

{
x = a cos۳ t

y = a sin۳ t
پ��ارام��ت��رى م��ن��ح��ن��ى ق��وس ط��ول .١۴

دو ب��ه xه��ا م��ح��ور ح��ول را x = ۲ خ��ط و y۲ = ۸x م��ن��ح��ن��ى ب��ه م��ح��دود س��ط��ح دوران از ح��اص��ل ح��ج��م .١۵
ه��س��ت��ن��د. ی��ك��س��ان روش دو ه��ر ح��اص��ل ده��ی��د ن��ش��ان و آوری��د دس��ت ب��ه اس��ت��وان��ه�اى لای��ه�ه��اى و ب��رش��ى روش

اس��ت. م��ف��روض xه��ا م��ح��ور و y = ۶ خ��ط و y = ۴x− x۲ س��ه��م��ى ب��ه م��ح��دود A ن��اح��ی��ه .١۶

آوری��د. دس��ت ب��ه را xه��ا م��ح��ور ح��ول A ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ح��ج��م ال��ف)

آوری��د. دس��ت ب��ه yه��ا م��ح��ور ح��ول Aرا ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ح��ج��م ب)

آوری��د. دس��ت ب��ه را yه��ا م��ح��ور ح��ول (x− a)۲ + y۲ = b۲ دای��ره درون ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ح��ج��م .١٧
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�م �ج� ح� اس��ت. �ف��روض م� x+ y = −۳ و y = −x۲ − ۳x+ ۶ �ى�ه��اى �ن� �ح� �ن� م� �ه ب� �دود �ح� م� A �ه �ی� �اح� ن� .١٨
آوری��د. دس��ت ب��ه را x = ۳ خ��ط ح��ول ن��ی��ز و xه��ا م��ح��ور ح��ول س��ط��ح ای��ن دوران از ح��اص��ل

ه��ا y م��ح��ور و xه��ا م��ح��ور ح��ول را زی��ر �ن��ى�ه��اى �ن��ح� م� ب��ه م��ح��دود ن��واح��ى از ه��رك��دام دوران از ح��اص��ل ح��ج��م .١٩
آوری��د. دس��ت ب��ه اس��ت��وان��ه�اى لای��ه�ه��اى و ب��رش��ى روش دو ب��ه

.٧
y = x۲ − ۵x+ ۶, y = ۰

.٨
y = e− x۲, y = ۰, x = ۰, x = ۱

.٩
y = ۲x۲, y = ۲x+ ۴

.١٠
xy = ۴, y = (x− ۳)۲

.١١
y = x۲, x = y۲

.١
x۲ − y۲ = ۱۶, y = ۰, x = ۸

.٢
۴x۲ + ۹y۲ = ۳۶

.٣
x = ۹ − y۲, y = x− ۷

.۴
y = ۲x۲, y = ۰, x = ۰, x = ۵

.۵
y = x۳, x = ۰, y = ۸

.۶
y = x۲, y = ۴x− x۲

دس��ت ب��ه را �ا ه� x م��ح��ور ح��ول ۰ ≤ x ≤ ۲ و y = x۲ �ن��ى �ح� �ن� م� دوران از ح��اص��ل �ه روی� �ب��ى �ان� ج� س��ط��ح .٢٠
آوری��د.

ب��ه را xه��ا م��ح��ور ح��ول ۰ ≤ x ≤ ۱
۲ و y =

√
۱ − x۲ م��ن��ح��ن��ى دوران از ح��اص��ل روی��ه ج��ان��ب��ى س��ط��ح .٢١

آوری��د. دس��ت

ب��ه را xه��ا م��ح��ور ح��ول ۰ ≤ x ≤ ۱ و y = (x− ۱)۲ م��ن��ح��ن��ى دوران از ح��اص��ل روی��ه ج��ان��ب��ى س��ط��ح .٢٢
آوری��د. دس��ت

دس��ت �ه ب� را �ا xه� �ور �ح� م� �ول ح� ۰ ≤ x ≤ ۲ و y = x۳ �ن��ى �ح� �ن� م� دوران از �ل �اص� ح� �ه روی� �ى �ب� �ان� ج� �ح �ط� س� .٢٣
آوری��د.

ب��ه را xه��ا م��ح��ور ح��ول ۱ ≤ x ≤ ۳ و y = x۳

۴ + ۱
۳x �ن��ح��ن��ى م� دوران از ح��اص��ل روی��ه ج��ان��ب��ى س��ط��ح .٢۴

آوری��د. دس��ت
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�ور �ح� م� �ول ح� −۱ ≤ y ≤ ۱ و y۲ − x+ ۱ = ۰ �ن��ى �ح� �ن� م� دوران از �ل �اص� ح� �ه روی� �ى �ب� �ان� ج� �اح��ت �س� م� .٢۵
آوری��د. دس��ت ب��ه را yه��ا

�ت دس� �ه ب� را �ا xه� �ور �ح� م� �ول ح� ۱ ≤ y ≤ ۳ و x = y۴

۲ + ۱
۱۶v۲ دوران از �ل �اص� ح� �ه روی� �ت �اح� �س� م� .٢۶

آوری��د.

�ه ب� را �ا yه� �ور �ح� م� �ول ح� y ≥ ۰ و x ≥ ۰ و x
۲
۳ + y

۲
۳ = a

۲
۳ �ه روی� دوران از �اص��ل ح� �ه روی� �اح��ت �س� م� .٢٧

آوری��د. دس��ت

دس��ت �ه ب� را �ا yه� �ور �ح� م� �ول ح� ۹ay۲ = x(۳a− x)۲ �ه �ت� �س� ب� �ه �ق� �ل� ح� دوران از �ل �اص� ح� �ه روی� �اح��ت �س� م� .٢٨
آوری��د.

۷/۰ �ه ك� �رى �ی� �س� م� روى �ر ب� آن دادن �رار ق� �راى ب� �ن �ی� زم� �ف ك� از �ى �رم� �وگ� �ل� �ی� ك� ۲/۱ �اب �ت� ك� �ك ی� �ردن ك� �د �ن� �ل� ب� در .٢٩
م��ى�ش��ود؟ ان��ج��ام ك��ار چ��ق��در دارد م��ت��رارت��ف��اع

م��ى�ك��ن��د. ع��م��ل آن ب��ر پ��ون��دى x۲ + ۲ ن��ی��روى ی��ك دارد ق��رار م��ب��دأ از ف��وت x ف��اص��ل��ه در ذره�اى ك��ه ه��ن��گ��ام��ى .٣٠
م��ى�ش��ود؟ ان��ج��ام x = ۳ ت��ا x = ۱ از آن ح��رك��ت در ك��ار چ��ق��در

م��ى�ش��ود. ان��ج��ام ك��ار چ��ق��در م��ت��رى ۲ ارت��ف��اع ت��ا زم��ی��ن ك��ف از ك��ی��ل��وگ��رم��ى ۶۰ وزن��ه ی��ك ب��ردن ب��الا در .٣١

�ا ت� �ه ك� �ى �ت� وق� آن �دارى �ه� �گ� ن� �راى ب� �ى �ن� �وت� �ی� ن� ۲۵ �روى �ی� ن� �ك ی� �ر اگ� اس��ت. �ر �ت� �ى�م� �ت� �ان� س� ۲۰ �رى �ن� ف� �ى �ع� �ی� �ب� ط� �ول ط� .٣٢
ك��ار چ��ق��در س��ان��ت��ى�م��ت��ر ۲۵ ت��ا �ت��ر س��ان��ت��ى�م� ۲۰ از آن ك��ش��ی��دن ب��راى ب��اش��د لازم ش��ده ك��ش��ی��ده س��ان��ت��ى�م��ت��رى ۳۰ ط��ول

اس��ت. لازم

�وت ف� ۱۲۰ �ه ك� �ى �ان� �م� �ت� �اخ� س� �ه �ب� ل� از دارد وزن �وت �رف� ب� �د �ون� پ� ۵/۰ و �ول ط� �وت ف� ۵۰ �ه ك� �ى �ن� �ی� �گ� �ن� س� �اب �ن� ط� .٣٣
م��ى�ش��ود؟ ان��ج��ام ك��ار چ��ق��در س��اخ��ت��م��ان ای��ن ب��الاى ت��ا ط��ن��اب ای��ن ك��ش��ی��دن در اس��ت ش��ده آوی��زان دارد ارت��ف��اع

اس��ت. ش��ده �ت��ه آوی��خ� �ن��د �ل� ب� �م��ان �ت� س��اخ� ی��ك �ه �ب� ل� از دارد وزن پ��ون��د ۶۰ و ط��ول ف��وت ۴۰ ك��ه �ت��ى �ن��واخ� ی��ك� �اب��ل ك� .٣۴
اس��ت؟ لازم ك��ار چ��ق��در ف��وت ۱۰ ان��دازه ب��ه ك��اب��ل ای��ن ك��ش��ی��دن ب��الا ب��راى

y = Lnx م��ن��ح��ن��ى�ه��اى ب��ه م��ح��دود δ = ۱ ث��اب��ت چ��گ��ال��ى ی��ا ی��ك��ن��واخ��ت ن��اح��ی��ه گ��ش��ت��اوره��اى و ج��رم م��رك��ز .٣۵
آوری��د. دس��ت ب��ه را y = e و y = ۰ و

آوری��د. دس��ت ب��ه را ث��اب��ت چ��گ��ال��ى ب��ا را x۲

۴ + y۲

۹ = ۱ م��ع��ادل��ه ب��ه ش��ك��ل ب��ی��ض��ى ن��اح��ی��ه ج��رم م��رك��ز .٣۶

�ى �ال� �گ� چ� �ا ب� را x = a �ط خ� و y۲ = ۴ax �ى �م� �ه� س� �ه ب� �دود �ح� م� �ه �ی� �اح� ن� �اى �اوره� �ت� �ش� گ� و �رم ج� �ز �رك� م� .٣٧
آورد. دس��ت ب��ه δ = x+ ۱

و ۴x۲ + ۹y۲ = ۳۶ و x۲ + y۲ = ۹ �ى�ه��اى �ن� �ح� �ن� م� �ه ب� �دود �ح� م� �ه �ی� �اح� ن� �اى �اوره� �ت� �ش� گ� و �رم ج� �ز �رك� م� .٣٨
آوری��د. دس��ت ب��ه ث��اب��ت چ��گ��ال��ى ب��ا y ≥ ۰ و x ≥ ۰ ن��اح��ی��ه در yه��ا م��ح��ور
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yه��ا م��ح��ور ح��ول y = x۳ و y = x۲ م��ن��ح��ن��ى�ه��اى ب��ه م��ح��دود ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ج��س��م ج��رم م��رك��ز .٣٩
ری��م. ب��گ��ی�� درن��ظ��ر δ = ۴ را ح��ج��م��ى چ��گ��ال��ى آوری��د. دس��ت ب��ه را

xه��ا م��ح��ور ح��ول y = x۳ و y = x۲ م��ن��ح��ن��ى�ه��اى م��ح��دودب��ه ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ج��س��م ج��رم م��رك��ز .۴٠
ری��د. ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در δ = ۲ را ح��ج��م��ى چ��گ��ال��ى آوری��د. دس��ت ب��ه را

خ��ط��وط ب��ه م��ح��دود ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل δ = ۱ ح��ج��م��ى چ��گ��ال��ى ب��ا م��س��ت��ط��ی��ل م��ك��ع��ب ج��س��م ج��رم م��رك��ز .۴١
آوری��د. دس��ت ب��ه را xه��ا م��ح��ور ح��ول y = ۰ و x = ۰ و y = b و x = a

ث��اب��ت ح��ج��م��ى چ��گ��ال��ى ی��ا را yه��ا م��ح��ور ح��ول x۲

۴ + y۲

۹ = ۱ ب��ی��ض��ى دوران از ح��اص��ل ج��س��م ج��رم م��رك��ز .۴٢
آوری��د. دس��ت ب��ه

y = ۴ و y = x۲ �اى �ى�ه� �ن� �ح� �ن� م� �ه ب� �دود �ح� م� �ه �ی� �اح� ن� دوران از �ل �اص� ح� �م �س� ج� �اى �اوره� �ت� �ش� گ� و �رم ج� �ز �رك� م� .۴٣
آوری��د. دس��ت ب��ه ث��اب��ت چ��گ��ال��ى ب��ا را yه��ا م��ح��ور ح��ول

x = ۰ و y = ۲ و y = x ن��اح��ی��ه دوران از ح��اص��ل ش��ك��ل م��خ��روط��ى ج��س��م گ��ش��ت��اوره��اى و ج��رم م��رك��ز .۴۴
. ری��د ب��گ��ی�� درن��ظ��ر δ = ۱ را ج��س��م��ى چ��گ��ال��ى آوری��د. دس��ت ب��ه را yه��ا م��ح��ور ح��ول



١۴ ف��ص��ل

ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری�ه��ای

�رف��ی �ع� م� �ه ب� ف��ص��ل ای��ن در �م �دی� ش� �ا �ن� آش� �ا �ه� آن� �رائ��ی واگ� و �رائ��ی �گ� �م� ه� �ز �ی� ن� و �ا �ه� آن� خ��واص و �ا �ه���ه� �ال� �ب� دن� �ا ب� �م �ه� ن� ف��ص��ل در
م��ی���پ��ردازی��م. ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری�ه��ای ب��ن��ام خ��اص��ی دن��ب��ال��ه

ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ظ��ر در را زی��ر م��ج��م��وع {an} ن��ام��ت��ن��اه��ی دن��ب��ال��ه ب��رای
a۱ + a۲ + . . .+ an + . . . (١.١۴)

در و �ود �ی���ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ری س� �ك ی� �ه ك� �ت. اس� {an} �ه���ی �ال� �ب� دن� �لات �م� ج� �ی �ام� �م� ت� �ل �ام� ش� �وق ف� �وع �م� �ج� م�

�ه��ای ری� � س� �م��وع م��ج� ب��ه �ه��وم��ی �ف� م� �ت��ص��اص اخ� م��ی���ش��ود. �ت��ه ن��وش�
∞∑
n=۱

an �ا ی�
∑
n
an ص��ورت ب��ه �ت��ص��اری اخ� �ای��ش��ی �م� ن�

�ا �ه� آن� �ار �ت� رف� و �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ای �ه� ری� � س� �ه ری� � �ظ� ن� �ه �ع� �ال� �ط� م� �ه ب� �ا م� �ل �ص� ف� �ن ای� در �ت. اس� �ژه وی� �ی �ت� �ی� �م� اه� دارای �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن�
�واص خ� �ت �اخ� �ن� ش� در را �ا م� �د ش� �ی �ررس� ب� �م �ه� ن� �ل �ص� ف� در �ه ك� �ا �ه���ه� �ال� �ب� دن� �ار �ت� رف� �وع ن� �م ری� دا �ه �وج� ت� �ت �رداخ� پ� �م �ی� �واه� خ�

ك��رد. خ��واه��د ی��اری ن��ام��ت��ن��اه��ی ری��ه��ای س�� اب��ت��دای��ی

ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری��ه��ای واگ��رای��ی و ه��م��گ��رای��ی ١.١۴

�ورت �ص� ب� را {Sn} �ه �ال� �ب� دن� �د. �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ه���ای �ال� �ب� {an}دن� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١.١.١۴ �ف �ری� �ع� ت�
س��ری �زئ��ی ج� �ای �ه� �وع� �م� �ج� م� �ه �ال� �ب� دن� ،{Sn} ص��ورت ای��ن در �م �ی� �ن� �ی���ك� م� ری��ف � �ع� ت� Sn = a۱ + a۲ + . . .+ an

م��ی���ش��ود. ن��ام��ی��ده
∞∑
n=۱

an ن��ام��ت��ن��اه��ی

م��ی���ش��ود. ن��ام��ی��ده
∞∑
n=۱

an س��ری ج��زئ��ی م��ج��م��وع ام��ی��ن n ،Sn و
∞∑
n=۱

an س��ری ام n ج��م��ل��ه ،an ع��دد

در �ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� در را an �ر �ادی� �ق� م� �ذا ل� و �رده ك� �دود �ح� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ه ب� را �ن �خ� س� �م �ال� ع� �ا �ه� ری� � س� �ح��ث ب� در
ری��م. م��ی���گ��ی�� ن��ظ��ر

۴٧٣
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�زئ��ی ج� �ای �ه� �وع� �م� �ج� م� �ل �ام� ش� {Sn} �ه �ال� �ب� دن� �ر اگ� �م، �ی� �وئ� گ� �را �گ� �م� ه� را
∞∑
n=۱

an �اه��ی �ن� �ت� �ام� ن� �ری س� .٢.١.١۴ �ری��ف �ع� ت�

�م �ی� �س� �وی� �ی���ن� م� و �ود �ی���ش� م� �ده �ی� �ام� ن�
∞∑
n=۱

an �ری س� �وع �م� �ج� م� S �اه �گ� آن� ، lim
n→∞

Sn = S �ر اگ� �د. �اش� ب� �را �گ� �م� ه� آن

.S =
∞∑
n=۱

an

از �ور �ظ� �ن� م� �د. �اش� ب� �را واگ� آن �ی �زئ� ج� �ای �ه� �وع� �م� �ج� م� �ل �ام� ش� {Sn} �ه �ال� �ب� دن� �ر اگ� �م �ی� �وی� گ� �را واگ� را
∞∑
n=۱

an س��ری

آن. واگ��رای��ی ی��ا و ه��م��گ��رای��ی ب��ررس��ی ی��ع��ن��ی
∞∑
n=۱

an رف��ت��ار

م��ت��ن��اوب آن ج��زئ��ی م��ج��م��وع��ه��ای ش��ام��ل {Sn} دن��ب��ال��ه اگ��ر گ��وئ��ی��م م��ت��ن��اوب را
∞∑
n=۱

an س��ری .٣.١.١۴ ت��ع��ری��ف

ب��اش��د.

�ا ب� را �اوب �ن� �ت� م� �ری س� ولا� �م� �ع� م� �ور �ظ� �ن� م� �ن �دی� ب� �ود ش� �ی �ف� �ن� م� و �ب��ت �ث� م� �ان �ی� درم� �ك ی� an �م��لات ج� �ر �گ� دی� �ارت �ب� �ع� ب�

�ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ای �ه� ری� � س� �ی �رای� �گ� �م� ه� �ر ب� را �ی �ون� اگ� � �ون� گ� �ای �ه� �ون� آزم� �ه �ك� آن� از �ش �ی� پ� �م. �ی� �ی���ده� م� �ش �ای� �م� ن�
∞∑
n=۱

(−۱)nan

م��ی���آوری��م. زی��ر در را ك��ردی��م ری��ف ت��ع�� ای��ن��ك ه��م آن��چ��ه و ن��ام��ن��ت��اه��ی س��ری���ه��ای درب��اره م��ث��ال چ��ن��د ن��ه��ی��م، ب��ن��ی��ان

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

۱
(n(n+۱)) س��ری رف��ت��ار .۴.١.١۴ م��ث��ال

ای��ن��ج��ا در ح��ل.

Sn =
۱

۱.۲
+

۱

۲.۳
+ . . .+

۱

n(n+ ۱)

= (۱ − ۱

۲
) + (

۱

۲
− ۱

۳
) + . . .+ (

۱

n
− ۱

n+ ۱
)

= ۱ − ۱

n+ ۱

اس��ت. ۱ ب��ر را آن ج��م��ع ح��اص��ل ب��وده ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

۱
(n(n+۱)) ك��ه ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ت��ی��ج��ه lim

n→∞
Sn = ۱ چ��ون

.an = tan−۱

(
۱
n
− ۱

n+۱

۱+ ۱
n(n+۱)

)
آن در ك��ه ك��ن��ی��د ب��ررس��ی را

∞∑
n=۱

an س��ری رف��ت��ار .۵.١.١۴ م��ث��ال

ری��م دا ح��ل.

an = tan−۱

(
( ۱
n − ۱

n+۱)

۱ + ۱
n(n+۱)

)
= tan−۱ ۱

n
− tan−۱ ۱

n+ ۱



ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری�ه��ای .١۴ ف��ص��ل ۴٧۵

پ��س

Sn = a۱ + a۲ + . . .+ an = tan−۱ ۱ − tan−۱ ۱

n+ ۱

آن �م��ع ج� �اص��ل ح� و �راس��ت �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

an �ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ، lim
n→∞

Sn = tan−۱ ۱ = π
۴ چ��ون و

اس��ت. π
۴

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

n
n+۱ س��ری رف��ت��ار .۶.١.١۴ م��ث��ال

.an = n
n+۱ ≥ ۱

۲ ،n ∈ N ه��ر ب��رای ح��ل.
∞∑
n=۱

an پ��س ،lim
n

Sn ≥ lim
n

n
۲ = ∞ چ��ون ای��ن��ک .Sn = a۱ + a۲ + . . .+ an ≥ n

۲ پ��س

واگ��راس��ت.

ری��م دا ص��ورت ای��ن در an = (−۱)n ك��ن��ی��د ف��رض .٧.١.١۴ م��ث��ال

Sn =

۰ زوج ب��اش��د n اگ��ر

۱ ف��رد ب��اش��د n اگ��ر

اس��ت. م��ت��ن��اوب س��ری ی��ك ن��ی��ز
∞∑
n=۱

an ری��ف ت��ع�� ب��ر ب��ن��ا ل��ذا اس��ت م��ت��ن��اوب دن��ب��ال��ه ی��ك {Sn} پ��س

م��ی���ده��ن��د ی��اری را م��ا ك��ه ش��رای��ط��ی ك��ردن ب��ی��ن��ی پ��ی��ش ن��ام��ت��ن��اه��ی، ری��ه��ای س�� م��ب��ح��ث در اب��ت��دای��ی م��س��ائ��ل از ی��ك��ی
�ده �ی� �ام� ن� �ی �رای� �گ� �م� ه� �ای �ه� �ون� آزم� �رای��ط ش� ای��ن اس��ت. �اوب �ن� �ت� م� �ا ی� �را واگ� �را، �گ� �م� ه� �واه، �خ� دل� �ری س� ی��ک �م �ی� �ن� ك� �وم �ل� �ع� م� �ا ت�
�ده �ی� �ام� ن� �ی �رائ� �گ� �م� ه� لازم �رط ش� �ه ك� اس��ت �ده ش� �م �راه� ف� �ر زی� �ه �ی� �ض� ق� در �ا، �ه� �ون� آزم� �ی �ام� �م� ت� �ن ری� � �اده���ت� س� �د، �ای� ش� �د. �ون� �ی���ش� م�

م��ی���ش��ود.

. lim
n→∞

an = ۰ آن��گ��اه ب��اش��د، ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

an اگ��ر .٨.١.١۴ ق��ض��ی��ه

�د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب�
∞∑
n=۱

an �ی �زئ� ج� �ای �ه� �وع� �م� �ج� م� �ه �ال� �ب� دن� {Sn} �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.

ب��ن��اب��رای��ن .an = Sn − Sn−۱ ،n ≥ ۱ ب��رای آن��گ��اه ،S۰ = ۰ ك��ه ك��ن��ی��م داد ق��رار اگ��ر . lim
n→∞

Sn = S

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−۱) = lim
n→∞

Sn − lim
n→∞

Sn−۱ = S − S = ۰

�وان��د �ی���ت� �م� ن�
∞∑
n=۱

an س��ری ،
∞
lim
n=۱

an ̸= ۰ �ر اگ� �ه ك� �د �وی� �ی���گ� م� �وق ف� �ه �ی� �ض� ق� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �ه ک� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت�
∞∑
n=۱

۱
n س��ری ول��ی lim

n→∞
( ۱
n) = ۰ ح��ال��ی�ک��ه در زی��را ن��ی��س��ت. ب��رق��رار ه��م��واره ف��وق ق��ض��ی��ه ع��ك��س ب��اش��د. ه��م��گ��را

ب��ب��ی��ن��ی��د.) را ٣.٢.١۴ م��ث��ال داد، خ��واه��ی��م ن��ش��ان را آن ف��ص��ل ای��ن ادام��ه ن��ی��س��ت.(در ه��م��گ��را



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۴٧۶

�ه ب� �ن ری� � �م� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� �ا �ه� آن� �ان �ره� �ت.ب� اس� �ان آس� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ای �ه� ری� � س� �اره درب� �ر زی� �ی �ات� �دم� �ق� م� �ای �ای� �ض� ق� �ات �ب� اث�
م��ی���گ��ردد. واگ��ذار خ��وان��ن��ده

اث��ر در ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری ی��ك ب��ودن م��ت��ن��اوب ی��ا واگ��رای��ی ه��م��گ��رای��ی، ی��ع��ن��ی، س��ری، ی��ك رف��ت��ار در .٩.١.١۴ ق��ض��ی��ه
ن��م��ی���ش��ود. ح��اص��ل ت��غ��ی��ی��ری آن، از م��ت��ن��اه��ی ج��م��لات��ی ت��غ��ی��ی��ردادن ی��ا ح��ذف ك��ردن، اض��اف��ه

�ن��د، �اش� ب� �ق��ی �ی� �ق� ح� ع��دد دو β و α و �را، �گ� �م� ه� b و a �ه ب� �ی��ب �رت� ت� �ه ب�
∞∑
n=۱

bn و
∞∑
n=۱

an �ر اگ� .١٠.١.١۴ �ی��ه ق��ض�

آن��گ��اه
∞∑
n=۱

(αan + βbn) = αa+ βb

ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری�ه��ای ه��م��گ��رای��ی ع��م��وم��ی اص��ل ٢.١۴

�ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ری س� �ی �رای� �گ� �م� ه� �رای ب� �ی �اف� ك� و لازم �رط ش� �ی). �ش� ك� �ی �رای� �گ� �م� ه� �ی �وم� �م� ع� �ل (اص� ١.٢.١۴ �ه �ی� �ض� ق�

ص��ح��ی��ح ه��رع��دد ب��رای ب��ط��وری��ک��ه ب��اش��د م��وج��ود n م��ث��ب��ت و ص��ح��ی��ح ع��دد ،ϵ > ۰ ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت آن
∞∑
n=۱

an

p > ۱ ،p
|an+۱ + an+۲ + . . .+ aa+p|< ϵ

اس��ت. واض��ح ب��ره��ان ۵.٣.٩ و ٣.٣.٩ ق��ض��ی��ه�ه��ای ب��ه ت��وج��ه ب��ا اث��ب��ات.

n → ∞ وق��ت��ی اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر ه��م��گ��راس��ت
∞∑
n=۱

an س��ری .٢.٢.١۴ ن��ت��ی��ج��ه

Rn = an+۱ + an+۲ + . . . =

∞∑
k=n+۱

ak → ۰

م��ی���ش��ود. ن��ام��ی��ده
∞∑
n=۱

an س��ری م��ان��ده Rn

واگ��راس��ت.
∞∑
n=۱

۱
n س��ری ده��ی��د ن��ش��ان .٣.٢.١۴ م��ث��ال

nی ص��ح��ی��ح ع��دد ���ب��ای��د ،ϵ = ۱
۲ ب��رای آن��گ��اه ���ب��اش��د، ه��م��گ��را

∞∑
n=۱

an س��ری اگ��ر .an = ۱
n ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.

.p ≥ ۱ ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر ب��رای ب��ط��وری��ك��ه ب��اش��د ∣∣∣∣م��وج��ود ۱

n+ ۱
+

۱

n+ ۲
+ . . .+

۱

n+ p

∣∣∣∣ < ۱

۲
(٢.١۴)
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ری��م دا p = m و n = m ب��رای ک��ه ح��ال��ی در
۱

m+ ۱
+

۱

m+ ۲
+ . . .+

۱

m+m
≥ m

۲m
=

۱

۲

اس��ت. ت��ن��اق��ض در (٢.١۴) ب��ا ش��د گ��ف��ت��ه آن��چ��ه

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

۱
n۲ س��ری .۴.٢.١۴ م��ث��ال

ری��م دا ،p ≥ ۱ ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در .nϵN, an = ۱
n۲ ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.

۱

(n+ ۱)۲
+

۱

(n+ ۲)۲
+ . . .+

۱

(n+ p)۲

<
۱

n(n+ ۱)
+

۱

(n+ ۱)(n+ ۲)
+ . . .+

۱

(n+ p− ۱)(n+ p)

= (
۱

n
− ۱

n+ ۱
) + (

۱

n+ ۱
− ۱

n+ ۲
) + . . .+ (

۱

n+ p− ۱
− ۱

n+ p
)

=
۱

n
− ۱

n+ p
<

۱

n

ه��م��گ��راس��ت. س��ری ای��ن ن��ت��ی��ج��ه در و ب��وده ک��ش��ی دن��ب��ال��ه ی��ک س��ری ای��ن زی��ی ج�� ح��اص��ل�ج��م��ع دن��ب��ال��ه پ��س

ن��ام��ن��ف��ی ج��م��لات ب��ا س��ری ٣.١۴

س��ری، چ��ن��ی��ن ای��ن ب��رای an ≥ ۰ ،n ه��ر ب��رای ك��ه ك��رد خ��واه��ی��م ب��ح��ث
∞∑
n=۱

an ری��ه��ای س�� درب��اره ب��خ��ش، ای��ن در

ری��م. دا دراخ��ت��ی��ار آن ه��م��گ��رای��ی درب��اره ن��ظ��ر اظ��ه��ار ب��رای را زی��ر م��ع��ی��ار

آن��گ��اه Sn = a۱ + a۲ + . . .+ an و ب��اش��د ن��ام��ن��ف��ی ج��م��لات ب��ا س��ری ی��ك
∞∑
n=۱

an اگ��ر .١.٣.١۴ ق��ض��ی��ه

ب��اش��د. ك��ران��دار {Sn} دن��ب��ال��ه اگ��ر ه��م��گ��راس��ت
∞∑

n=∞
an ال��ف)

ن��ب��اش��د. ك��ران��دار {Sn} دن��ب��ال��ه اگ��ر واگ��راس��ت
∞∑
n=۱

an ب)

اس��ت. ش��ده اث��ب��ات ق��ض��ی��ه ٢.٢.٩ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا اس��ت ن��زول��ی غ��ی��ر دن��ب��ال��ه�ای {Sn} اث��ب��ات.
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�ن��اوب �ت� م� �د �وان� �ی���ت� �م� ن� �ز �رگ� ه� ،(an ≤ ۰)an ≥ ۰ ،n �ر ه� ب��رای �ه �ك� �ی� �ال� ح� در ،
∞∑
n=۱

an س��ری �ه ك� �د �ی� �ن� ك� دق��ت

ی��ك �رای��ی واگ� �ا ی� �ی �رای� �گ� �م� ه� �اره درب� �ر �ظ� ن� �ار �ه� اظ� �رای ب� اس��ت �ك��ن �م� م� �ه ك� �رای��ی �گ� �م� ه� �ون اگ� � �ون� گ� �ای �ه� �ون� آزم� �ن��ك ای� �د �اش� ب�
م��ی���ك��ن��ی��م. اث��ب��ات و ب��ی��ان را، ش��ون��د واق��ع اس��ت��ف��اده م��ورد دل��خ��واه س��ری

�ح �ی� �ح� ص� و �ت �ب� �ث� م� �ت، �اب� ث� �ددی ع� m �ه ك� n ≥ m �ر ه� �رای ب� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ه). �س� �ای� �ق� م� �ون (آزم� ٢.٣.١۴ �ه �ی� �ض� ق�
ص��ورت ای��ن در .۰ ≤ an ≤ bn اس��ت،

اس��ت. ه��م��گ��را ن��ی��ز
∞∑
n=۱

an آن��گ��اه ب��اش��د ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

bn اگ��ر ال��ف)

اس��ت. واگ��را ن��ی��ز
∞∑
n=۱

bn آن��گ��اه ب��اش��د واگ��را
∞∑
n=۱

an اگ��ر ب)

اس��ت. واض��ح ٢.٢.٩ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ق��ض��ی��ه ای��ن اث��ب��ات اث��ب��ات.

�ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب� �ی �ت� �ب� �ث� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� α و an, bn ≥ ۰ ،n ≥ ۱ �ر ه� �رای ب� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .٣.٣.١۴ �ه �ج� �ی� �ت� ن�
ص��ورت ای��ن در .an ≤ αbn اس��ت، ص��ح��ی��ح��ی و م��ث��ب��ت ث��اب��ت، ع��دد m ك��ه n ≥ m ه��ر ب��رای ك��ن��ی��د ف��رض

ب��اش��د. ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

an ك��ه م��ی���ك��ن��د ای��ج��اب ه��م��گ��راس��ت،
∞∑
n=۱

bn ای��ن��ك��ه ال��ف)

ب��اش��د. واگ��را
∞∑
n=۱

bn ك��ه م��ی���ك��ن��د ای��ج��اب واگ��راس��ت،
∞∑
n=۱

an ای��ن��ك��ه ب)

�د �ن� �اش� ب� �ت �ب� �ث� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� دو β و α و an, bn ≥ ۰ ،n ≥ ۱ �ر ه� �رای ب� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .۴.٣.١۴ �ه �ج� �ی� �ت� ن�
درای��ن .αbn ≤ an ≤ βbn �ت، اس� �ح �ی� �ح� ص� و �ب��ت �ث� م� �ت، �اب� ث� �ددی ع� m �ه ك� ،n ≥ m �ر ه� �رای ب� �ه �ك� �وری� �ط� ب�

ه��س��ت��ن��د. ه��م��رف��ت��ار
∞∑
n=۱

bn و
∞∑
n=۱

an س��ری دو ص��ورت

�ر �اب� �ن� ب� ،bn ≤ ۱
αan �ا ی� αbn ≤ an ،n ≥ m �رای ب� �ون چ� �د. �اش� ب� �را �گ� �م� ه�

∞∑
n=۱

an �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.

�ر ه� �رای ب� �ون چ� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �را �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

bn �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �الا ح� �ت. �راس� �گ� �م� ه� ٣.٣.١۴ �ه �ج� �ی� �ت� ن�

م��ی���ش��ود. ح��اص��ل
∞∑
n=۱

an ه��م��گ��رائ��ی ٣.٣.١۴ ن��ت��ی��ج��ه از دوب��اره an ≤ βbn ،n ≥ m

�را واگ�
∞∑
n=۱

bn �ری س� �ر اگ� �ط �ق� ف� و �ر اگ� �ت �راس� واگ�
∞∑
n=۱

an �ه ك� �رد ك� �ت �اب� ث� �وان �ی���ت� م� �ه �اب� �ش� م� �ق ری� � ط� �ه ب�

ب��اش��د.

�ه ک� �د �ن� �اش� ب� �ان �ن� چ� an, bn ≥ ۰ ،n ≥ ۱ �ر ه� �رای ب� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �دی). ح� �ه �س� �ای� �ق� م� �ون (آزم� ۵.٣.١۴ �ه �ی� �ض� ق�

ه��م��رف��ت��ارن��د.
∞∑
n=۱

bn و
∞∑
n=۱

an ص��ورت ای��ن در اس��ت. م��ث��ب��ت و ح��ق��ی��ق��ی ع��ددی α ، lim
n→∞

an
bn

= α
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ب��رای ب��ط��وری��ك��ه اس��ت م��وج��ود m �ث��ب��ت م� و �ی��ح ص��ح� ع��دد ص��ورت ای��ن در .ϵ = ۱
۲ > ۰ �ی��م م��ی���ده� ق��رار اث��ب��ات.

.α۲ bn < an < ۳
۲αbn ،n ≥ m ه��ر ب��رای پ��س .۱۲ < an

αbn
< ۳

۲ ی��ع��ن��ی ،| an
αbn

− ۱|< ۱
۲ ،n ≥ m

م��ی���گ��ردد. ح��اص��ل ح��ك��م ۴.٣.١۴ ن��ت��ی��ج��ه از ب��ن��اب��رای��ن

�ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ری س� �اره درب� را �ی �رای� �گ� �م� ه� �ی �ررس� ب� �ه �ف� �ی� وظ� �ه ك� �د �ن� �ی���ده� م� �ازه اج� �ا م� �ه ب� �ا �ه� �ن� ت� �اس �ی� ق� �ای �ه� �ون� آزم�
�ورد م� را �م �ه� م� �ری س� دو �ی �رای� �گ� �م� ه� �ون �ن� اك� �م. �ی� �ان� �رس� ب� �ام �ج� ان� �ه ب� �ری �گ� دی� �ری س� در �ی �رای� �گ� �م� ه� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ی �واه� �خ� دل�
م��ی���ش��ون��د. اس��ت��ف��اده ه��ن��دس��ی س��ری�ه��ای آزم��ون ع��ن��وان ب��ه ح��الات ب��س��ی��اری در ری��ه��ا س�� ای��ن م��ی���ده��ی��م. ق��رار ب��ح��ث

�م ری� دا �ت �ال� ح� �ن درای� و |x|< ۱ �ر اگ� �ط �ق� ف� و �ر اگ� �ت، �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۰

xn �ری س� .۶.٣.١۴ �ه �ی� �ض� ق�

.
∞∑
n=۰

xn = ۱
۱−x

�ر �اب� �ن� ب� و �د. �اش� ب� �را �گ� �م� ه� ۰ �ه ب� �د �وان� �ی���ت� �م� ن� xn پ��س |xn|≥ ۱ ،n ≥ ۰ �ر ه� �رای ب� �اه �گ� آن� ،|x|≥ ۱ �ر اگ� اث��ب��ات.

�م �ی� �ن� �ی���ك� م� �ی �ررس� ب� را �ی �ت� �ال� ح� �ك �ن� ای� �د. �اش� ب� �را �گ� �م� ه� �د �وان� �ی���ت� �م� ن�
∞∑
n=۰

xn �ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،٨.١.١۴ �ه �ی� �ض� ق�

�ه �ج� �ی� �ت� ن� ،(۱ − x)(۱ + x+ x۲ + . . .+ xn) = ۱ − xn+۱ ،n ≥ ۰ �ر ه� ب��رای چ��ون .|x|< ۱ �ه ك�
،x ̸= ۱ ب��رای ك��ه ری��م م��ی���گ��ی��

Sn = ۱ + x+ x۲ + . . .+ xn =
۱ − xn+۱

۱ − x

∞∑
n=۰

xn �ن �رای� �اب� �ن� ب� lim
n→∞

Sn = ۱
۱−x �س پ� . lim

n→∞
xn+۱ = ۰ ۶.١.٩ �ال �ث� م� �ه ب� �ا �ن� ب� ،|x|< ۱ �ون چ�

.
∞∑
n=۰

xn = ۱
۱−x و ه��م��گ��راس��ت

�ی �دس� �ن� ه� �ری س� �ك ی� را
∞∑
n=۰

arn = a + ar + ar۲ + . . . + arn + . . . �ری س� .٧.٣.١۴ �ف �ری� �ع� ت�

از س��ری ای��ن از ج��م��ل��ه ه��ر ك��ه ری��م دا ت��وج��ه م��ی���ن��ام��ی��م. س��ری ن��س��ب��ت ق��در را r و اول ج��م��ل��ه را a آن در ك��ه م��ی���ن��ام��ی��م
اس��ت. ش��ده ح��اص��ل ق��ب��ل��ی درج��م��ل��ه r ن��س��ب��ت ق��در ض��رب

�ان��چ��ه �ن� چ� و �م��گ��را ه� س��ری �اه آن��گ� |x|< ۱ اگ��ر ری��م. � �ی� م��ی���گ� ن��ظ��ر در را
∞∑
n=۰

arn �ن��دس��ی ه� س��ری .٨.٣.١۴ �ی��ه ق��ض�

واگ��راس��ت. س��ری آن��گ��اه |x|≥ ۱

اس��ت. ب��رق��رار ح��ك��م ۶.٣.١۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ل��ذا
∞∑
n=۰

arn = a
∞∑
n=۰

rn ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا اث��ب��ات.

.p > ۱ اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر ه��م��گ��راس��ت
∞∑
n=۱

۱
np س��ری .٩.٣.١۴ ق��ض��ی��ه
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�د �وان� �ی���ت� �م� ن� { ۱
np } �ه �ال� �ب� دن� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� و ۱

np = n−p ≥ ۱ ،n ≥ ۱ �ر ه� �رای ب� �اه �گ� آن� ،p ≤ ۰ �ر اگ� اث��ب��ات.

�د �وان� �ی���ت� �م� ن� ،
∞∑
n=۱

۱
np ،p ≤ ۰ �ر اگ� �ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،٨.١.١۴ �ه �ی� �ض� ق� �ر �اب� �ن� ب� �ذا ل� �د �اش� ب� �را �گ� �م� ه� �ر �ف� ص� �ه ب�

�د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� .p > ۱ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .p > ۰ �ه ك� �م �ی� �ن� ك� �رض ف� �م �ی� �وان� �ی���ت� م� رو �ن ای� از �د، �اش� ب� �را �گ� �م� ه�
�رای ب� �س پ� �ت اس� �ودی �ع� ص� �ر �ی� غ� { ۱

np } �ه �ال� �ب� دن� ،p > ۱ �ون چ� .Sn = ۱ + ۱
۲p + ۱

۳p + . . . + ۱
np

ری��م دا ،m ∈ N

S۲m+۱−۱ = ۱ + (
۱

۲p +
۱

۳p ) + . . .+

(
۱

(۲m)p
+ . . .+

۱

(۲m+۱ − ۱)p

)
≤ ۱ +

۲

۲p +
۴

۴p + . . .+
۲m

(۲m)p

= ۱ + ۲۱−p + ۴۱−p + . . .+ (۲m)۱−p

= ۱ + ۲۱−p + (۲۱−p)۲ + . . .+ (۲۱−p)m

=
۱ − (۲۱−p)m+۱

۱ − ۲۱−p
<

۱

۱ − ۲۱−p

ك��ه ده��ی��م ن��ش��ان م��ی���ت��وان��ی��م اس��ت��ق��را از اس��ت��ف��اده ب��ا دل��خ��واه، ،n ∈ N ب��رای اك��ن��ون
n < n+ ۱ ≤ ۲n < ۲n+۱ − ۱

،n ∈ N ه��ر ب��رای رو ای��ن از (چ��را؟)، اس��ت ن��زول��ی غ��ی��ر {Sn} چ��ون ه��م��چ��ن��ی��ن

Sn < S۲n+۱−۱ <
۱

۱ − ۲۱−p

∞∑
n=۰

۱
np �ری س� �ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ١.٣.١۴ �ه �ی� �ض� ق� �ر �اب� �ن� ب� �ذا ل� �ت اس� �دار �ران� ك� �الا) ب� (از {Sn} �ه �ال� �ب� دن� �س پ�

ه��م��گ��راس��ت.
،n ∈ N �ر ه� �رای ب� �س پ� .np ≤ n ،n ∈ N �ر ه� �رای ب� �ت �ال� ح� �ن ای� در .۰ < p ≤ ۱ �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ال ح�

�ه ك� �ود �ی���ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه �س� �ای� �ق� م� �ون آزم� از �ب �ی� �رت� ت� �ن �دی� ب� (٣.٢.١۴ �ال �ث� �ت(م� �راس� واگ�
∞∑
n=۱

۱
n �ون چ� . ۱n < ۱

np

واگ��راس��ت.
∞∑
n=۱

۱
np

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

√
n

n۳+۵ س��ری رف��ت��ار .١٠.٣.١۴ م��ث��ال

an =
√
n

n۳+۵ ≤
√
n

n۳ = ۱
n۵/۲ ،n ∈ N ه��ر ب��رای ح��ل.

∞∑
n=۱

√
n

n۳+۵ �ه، �س� �ای� �ق� م� �ون آزم� �ر �اب� �ن� ب� �ب �ی� �رت� ت� �ن �دی� ب� ،(٩.٣.١۴ �ه �ی� �ض� (ق� �ت �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

۱
n۵/۲ �ون چ�

ه��م��گ��راس��ت.
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ن��م��ای��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را
∑

an س��ری رف��ت��ار ،an =
۳
√
n۳ + ۱ − n ب��رای .١١.٣.١۴ م��ث��ال

ری��م. دا a۳ − b۳ = (a− b)(a۲ + ab+ b۲) ات��ح��اد ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

an =
n۳ + ۱ − n۳

(n۳ + ۱)۲/۳ + n۲ + n(n۲ + ۱)۱/۳

=
۱

n۲

[
(۱ +

۱

n۳
)۲/۳ + ۱ + (۱ +

۱

n۳
)۱/۳

]
آن��گ��اه bn = ۱

n۲ ری��م ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در اگ��ر ح��ال

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

=
۱

(۱ + ۱
n۳ )۲/۳ + ۱ + (۱ + ۱

n۳ )۱/۳
=

۱

۳

�ی ول� �د. �ن� �ت� �س� ه� �را واگ� دو �ر ه� �ا ی� و �را �گ� �م� ه� دو �ر ه� �ا ی�
∞∑
n=۱

bn و
∞∑
n=۱

an �دی، ح� �ه �س� �ای� �ق� م� �ون آزم� �ر �اب� �ن� ب�

ه��م��گ��راس��ت. ن��ی��ز
∞∑
n=۱

an پ��س ه��م��گ��راس��ت
∞∑
n=۱

bn =
∞∑
n=۱

۱
n۲

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را زی��ر س��ری واگ��رائ��ی ی��ا ه��م��گ��رای��ی .١٢.٣.١۴ م��ث��ال
۱

log ۲
+

۱

log ۳
+

۱

log ۴
+ . . .+

۱

log n
+ . . .

∞∑
n=۲

۱
n �ون چ� . ۱n < ۱

logn ،n ≥ ۲ �ر ه� �رای ب� رو �ن ای� از ،log n < n ،n > ۱ �ر ه� �رای ب� �ون چ� �ل. ح�

واگ��راس��ت.
∞∑
n=۲

۱
logn ك��ه ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ت��ی��ج��ه م��ق��ای��س��ه آزم��ون از اس��ت��ف��اده ب��ا واگ��راس��ت،

ک��ن��ی��د. رات��ع��ی��ی��ن
∑

an رف��ت��ار an = ۱

n۱+ ۱
n
ك��ن��ی��د ف��رض .١٣.٣.١۴ م��ث��ال

�ون چ� .anbn = ۱
n۱/n �م ری� دا �ورت ص� �ن ای� در .bn = ۱

n �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ل. ح�

ه��م��گ��را دو ه��ر ی��ا
∞∑
n=۱

bn و
∞∑
n=۱

an ح��دی، م��ق��ای��س��ه آزم��ون ب��ن��اب��ر . lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

۱
n۱/n = ۱

۱ = ۱

واگ��راس��ت.
∞∑
n=۱

an پ��س واگ��راس��ت.
∞∑
n=۱

۱
n ول��ی ه��س��ت��ن��د. واگ��را دو ه��ر ی��ا و

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را زی��ر س��ری رف��ت��ار .١۴.٣.١۴ م��ث��ال
۱ + a+ b+ a۲ + b۲ + a۳ + b۳ + . . .

۰ < a < b < ۱ آن در ك��ه
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�رای ب� �ون چ� �ت. اس� �ری س� �ن ای� ام n �ه���ی �ل� �م� ج� an �ه ك� an ≤ bn ،n ≥ ۰ ازای �ه ب� �ت �ال� ح� �ن ای� در �ل. ح�

ه��م��گ��راس��ت. ن��ی��ز
∞∑
n=۰

an ك��ه ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ت��ی��ج��ه ه��م��گ��راس��ت، ،
∞∑
n=۰

bn, |b|< ۱

�ب��ر دلام� ب��ه �ن��س��وب م� �ا آن�ه� �ی��ن اول� ک��ه پ��ردازی��م �ام��ی �ه� ری� � �ت��ارس� رف� ب��رای �ه��م م� ازم��ون س��ه �ب��ات واث� �ی��ان ب� �ه ب� �ه درادام�
م��ی�ب��اش��د

و an > ۰ ،n ∈ N ه��ر ب��رای ك��ن��ی��د ف��رض دالام��ب��ر). ن��س��ب��ت (آزم��ون ١۵.٣.١۴ ق��ض��ی��ه
lim
n→∞

an
an+۱

= L

ص��ورت درای��ن

اس��ت، ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

an آن��گ��اه L > ۱ اگ��ر ال��ف)

اس��ت، واگ��را
∑

an آن��گ��اه L < ۱ اگ��ر ب)

ن��دارد. را س��ری رف��ت��ار ت��ع��ی��ی��ن ت��وان��ای��ی آزم��ون ای��ن L = ۱ اگ��ر ج)

اث��ب��ات.

.R = L − ϵ > ۱ �ه ك� �م �ی� �ن� �ی���ك� م� �ار �ی� �ت� اخ� �ه���ای �ون� گ� �ه ب� را ϵ > ۰ �وان �ی�ت� م� ،L > ۱ �ون چ� ال��ف)
،n ≥ m �رای ب� �ه �ك� �وری� �ط� ب� �ت اس� �ود �وج� م� m �ت �ب� �ث� م� و �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� lim

n→∞
an

an+۱
= L �ون چ�

،n > m ب��رای ت��رت��ی��ب، ب��دی��ن .R = L− ϵ < an
an+۱

< L+ ϵ ی��ع��ن��ی، | an
an+۱

− L|< ϵ
an−۱

an
> R, . . . ,

am+۱

am+۲
> R,

am
am+۱

> R

،n > m �ر ه� �رای ب� �ت داش� �م �ی� �واه� خ� �ر، �گ� �دی� �ك� ی� در �وق ف� �ای �ه� �اوی� �س� �ام� ن� �ردن ك� �رب ض� �ا ب�
،۰ < ۱

R < ۱, R > ۱ �ون چ� .an < Rmam
۱
Rn ،n > m �رای ب� �س پ� .aman > Rn−m

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

an م��ق��ای��س��ه آزم��ون ب��ن��اب��ر پ��س ه��م��گ��راس��ت ،
∞∑
n=۱

( ۱
R)

n ،۶.٣.١۴ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ر

چ��ون .L+ ϵ = ۱ ك��ه م��ی���ك��ن��ی��م اخ��ت��ی��ار گ��ون��ه���ای ب��ه را ϵ > ۰ ،L < ۱ اگ��ر ب)

lim
n→∞

an
an+۱

= L

�ی، �ن� �ع� ی� | an
an+۱

− L|< ϵ ،n ≥ m �رای ب� �ه �ك� �وری� �ط� ب� �ت اس� �ود �وج� م� m �ت �ب� �ث� م� و �ح �ی� �ح� ص� �دد ع�
.L− ϵ < an

an+۱
< L+ ϵ

،n ≥ m �ر ه� �رای ب� �ه ك� �ود �ی���ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن �ی� �ن� چ� .an < an+۱ ،n ≥ m �ر ه� �رای ب� �س پ�
�ری س� پ��س �د. �اش� ب� �را �گ� �م� ه� �ر �ف� ص� �ه ب� �د �وان� �ی���ت� �م� ن� {an} �ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ا �ج� �ن� ای� از .۰ < am < an
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واگ��را �اب��رای��ن �ن� ب� اس��ت. �ب��ت �ث� م� �م��لات ج� �ا ب� س��ری ی��ك
∞∑
n=۱

an ول��ی، ب��اش��د. �را �م��گ� ه� �م��ی���ت��وان��د ن�
∞∑
n=۱

an

اس��ت.

و
∞∑
n=۱

۱
n �ری س� دو �ال �ث� م� �وان �ن� �ع� ب� �ت. اس� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ی ب� �ت �ال� ح� �ن ای� در �ون آزم� �ن ای� ،L = ۱ �ر اگ� ج)

�ن �ی� دوم� �رای ب� و ، an
an+۱

= n+۱
n = ۱ + ۱

n �م ری� دا �ری س� �ن �ی� اول� �رای ب� �د ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را
∞∑
n=۱

۱
n۲

ری��م، دا س��ری دو ه��ر ب��رای ، lim
n→∞

(۱ + ۱
n) = ۱ چ��ون . an

an+۱
= (n+۱)۲

n۱ = (۱ + ۱
n)

۲ س��ری
ه��م��گ��راس��ت. دوم س��ری و واگ��را اول س��ری ول��ی ، lim

n→∞
an

an+۱
= ۱

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

nn

n! س��ری رف��ت��ار .١۶.٣.١۴ م��ث��ال

پ��س . an
an+۱

= nn

n!
(n+۱)!

(n+۱)n+۱ = ۱
(۱+ ۱

n
)n

و an = nn
n! ری��م دا ح��ل.

lim
n→∞

an
an+۱

= lim
n→∞

۱

(۱ + ۱
n)

n
=

۱

e
< ۱

واگ��راس��ت.
∞∑
n=۱

an ن��س��ب��ت، آزم��ون ب��ن��اب��رای��ن

ن��م��ای��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را
∞∑
n=۱

xn

n! رف��ت��ار ،x > ۰ ب��رای .١٧.٣.١۴ م��ث��ال

ب��رای ن��س��ب��ت، ب��ن��اب��رآزم��ون lim
n→∞

an
an+۱

= ∞ رو ای��ن از . an
an+۱

= xn

n!
(n+۱)!

(x+۱)n+۱ = n+۱
x چ��ون ح��ل.

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

xn

n! ،x > ۰ ه��ر

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را زی��ر س��ری رف��ت��ار .١٨.٣.١۴ م��ث��ال

۱ + (
۲

۵
)x+ (

۶

۹
)x۲ + (

۱۴

۱۷
)x۳ + . . . , (x > ۰)

an = ۲n+۱−۲
۲n+۱+۱

xn ج��م��لات، م��اب��ق��ی ب��رای ن��خ��س��ت��ی��ن، ج��م��ل��ه از ن��ظ��ر ص��رف ح��ل.
ب��ن��اب��رای��ن

an
an+۱

=
۲n+۱ − ۲

۲n+۱ + ۱
xn

۲n+۲ + ۱

۲n+۲ − ۲
.

۱

xn+۱

=
۱ − ۱

۲n

۱ + ۱
۲n+۱

.
۱ + ۱

۲n+۲

۱ − ۱
۲n+۱

.
۱

x
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و x < ۱ �ر اگ� �ی �ن� �ع� ی� ،۱
x > ۱ �ر اگ� �ت �راس� �گ� �م� ه�

∞∑
n=۱

an �ت، �ب� �س� ن� �ون �رآزم� �اب� �ن� ب� . lim
n→∞

an
an+۱

= ۱
x �س پ�

ای��ن در ب��ن��اب��رای��ن .an = ۲n+۱−۲
۲n+۱+۱

=
۱− ۱

۲n

۱+ ۱
۲n+۱

،x = ۱ اگ��ر .x > ۱ اگ��ر ی��ع��ن��ی ،۱
x < ۱ اگ��ر واگ��راس��ت

�راس��ت �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

an �رای��ن �اب� �ن� ب� �راس��ت. واگ�
∞∑
n=۱

an ،٨.١.١۴ �ی��ه ق��ض� �ر �اب� �ن� ب� و lim
n→∞

an = ۱ �م ری� دا �ال��ت ح�

.x ⩾ ۱ اگ��ر واگ��راس��ت و x < ۱ اگ��ر

و an > ۰ ،n ∈ N ه��ر ب��رای ك��ن��ی��د ف��رض راب��ه). (آزم��ون ١٩.٣.١۴ ق��ض��ی��ه

lim
n→∞

n

(
an

an+۱
− ۱

)
= L

ص��ورت ای��ن در

اس��ت، ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

an س��ری آن��گ��اه L > ۱ اگ��ر ال��ف)

اس��ت، واگ��را
∑

an س��ری آن��گ��اه L < ۱ اگ��ر ب)

ن��دارد. را
∑

an س��ری رف��ت��ار ت��ع��ی��ی��ن ت��وان��ای��ی آزم��ون ای��ن آن��گ��اه L = ۱ اگ��ر ج)

اث��ب��ات.

�ح �ی� �ح� ص� �دد ع� ، lim
n→∞

n( an
an+۱

− ۱) = L �ون چ� و ϵ = L−۱
۲ > ۰ �س پ� ،L > ۱ �ون چ� ال��ف)

�ی، �ن� �ع� ی� ،|n( an
an+۱

− ۱) − L|< ϵ ،n ≥ m �رای ب� �ه �ك� �وری� �ط� ب� �ت اس� �ود �وج� م� m �ت �ب� �ث� م� و
L+۱

۲ < n( an
an+۱

− ۱) ،n ≥ m �رای ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب� .L − ϵ < n( an
an+۱

− ۱) < L + ϵ

ی��ع��ن��ی،
L− ۱

۲
< n(

an
an+۱

− ۱)− ۱ = n
an

an+۱
− (n+ ۱)

�د �ی���آی� �رم� ب� �ن �ی� �ن� چ� �ب �ل� �ط� م� �ن ای� از .ϵan+۱ < nan − (n + ۱)an+۱ ،n ≥ m �ر ه� �رای ب� �س، پ�
،n ≥ m ب��رای ك��ه

ϵam+۱ < mam − (m+ ۱)am+۱

و
ϵam+۲ < (m+ ۱)am+۱ − (m+ ۲)am+۲, . . . , ϵan < (n− ۱)an−۱ − nan

م��ی���ش��ود، ح��اص��ل ، n ≥ m ب��رای ف��وق، ن��ام��س��اوی��ه��ای ك��ردن ج��م��ع ب��ا
ϵ(am+۱ + am+۲ + . . .+ an) < mam − nan < mam

.am+۱ + am+۲ + . . .+ an < (mϵ )am ،n ≥ m ب��رای پ��س .nan > ۰ زی��را
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Sn−Sm < (mϵ )am ،n ≥ m ب��رای ص��ورت ای��ن در ،Sn = a۱+a۲+ . . . an ك��ن��ی��د ف��رض
ب��رای �ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� اس��ت �زول��ی ن� �ر �ی� غ� {Sn} چ��ون �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� Sn < Sm + (mϵ )am �ن��ی، �ع� ی�
�ران ک� دارای ب��الا) (از {Sn} �ه�ی �ال� �ب� دن� �ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ا �ن�ج� ای� از .Sm ≤ Sn ،۱ ≤ m ≤ n

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

an ك��ه ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ت��ی��ج��ه ،١.٣.١۴ ب��ن��اب��رق��ض��ی��ه اس��ت. Sm + (mϵ )am

، lim
n→∞

n( an
an+۱

− ۱) = L چ��ون .L+ ϵ = ۱ ك��ه ك��ن��ی��د اخ��ت��ی��ار گ��ون��ه���ای ب��ه را ϵ > ۰ ،L < ۱ ب)
n( an

an+۱
− ۱) < L+ ϵ = ۱ .n ≥ m ب��رای ط��وری��ك��ه ب��ه اس��ت م��وج��ود m م��ث��ب��ت ص��ح��ی��ح ع��دد

n ≥ m ب��رای پ��س . an
an+۱

< n+۱
n ،n ≥ m ب��رای ك��ه م��ی���آی��د ب��ر چ��ن��ی��ن

am
am+۱

<
m+ ۱

m
,
am+۱

am+۲
<

m+ ۲

m+ ۱
, . . . ,

an−۱

an
<

n

n− ۱

�ا ی� am
an

< n
m �ود، �ی���ش� م� �ل �اص� ح� n ≥ m �رای ب� �م، ه� در �وق ف� �ای �اوی�ه� �س� �ام� ن� �ردن ك� �رب ض� �ا ب�

واگ��راس��ت.
∞∑
n=۱

an م��ق��ای��س��ه آزم��ون ب��ن��اب��ر واگ��راس��ت،
∞∑
n=۱

۱
n چ��ون .an > (mam) ۱

n

ای��ن�ص��ورت در ،an = ۱
n ك��ن��ی��د ف��رض اس��ت. ن��ت��ی��ج��ه ب��ی آزم��ون ای��ن ،L = ۱ ك��ه زم��ان��ی ج)

lim
n→∞

n(
an

an+۱
− ۱) = lim

n→∞
۱ = ۱,

an
an+۱

=
n+ ۱

n

واگ��راس��ت.
∞∑
n=۱

an س��ری و

�د.) �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ١١.۴.١۴ �ال �ث� (م� �ت. �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۲

۱
n(logn)۲

�ری س� �ه ك� داد �م �ی� �واه� خ� �ان �ش� ن� �ا �ده� �ع� ب�

ری��م دا n ≥ ۲ ب��رای . lim
n→∞

n( an
an+۱

− ۱) = ۱ س��ری ای��ن ب��رای ك��ه درح��ال��ی

n(
an

an+۱
− ۱)

= n

[
(n+ ۱)(log(n+ ۱))۲ − n(log n)۲

n(log n)۲

]
=

n[(log(n+ ۱))۲ − (log n)۲] + [log(n+ ۱)]۲

(log n)۲

=
n[(log(n+ ۱)− log n)(log(n+ ۱) + log n)] + [log(n+ ۱)]۲

(log n)۲

=
log(۱ + ۱

n)
n[log n+ log(۱ + ۱

n) + log n]) + [log(n+ ۱)]۲

(log n)۲

= log(۱ +
۱

n
)n

[
۲

log n
+

log(۱ + ۱
n)

(log n)۲

]
+

[
log n+ log(۱ + ۱

n)

(log n)

]۲
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= log(۱ +
۱

n
)n

[
۲

log n
+

log(۱ + ۱
n)

(log n)۲

]
+

[
۱ +

log(۱ + ۱
n)

(log n)

]۲

. lim
n→∞

n( an
an+۱

− ۱) = (log e)[۰ + ۰] + [۱ + ۰]۲ = ۱ ب��ن��اب��رای��ن

اس��ت. م��وث��رت��ر ن��س��ب��ت آزم��ون از راب��ه آزم��ون ك��ه داد خ��واه��ی��م ن��ش��ان ب��ع��د، م��ث��ال در

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را زی��ر س��ری واگ��رائ��ی و ه��م��گ��رائ��ی x > ۰ ب��رای .٢٠.٣.١۴ م��ث��ال
۲.۴

۳.۵
+

۲.۴.۶

۳.۵.۷
x+

۲.۴.۶.۸

۳.۵.۷.۹
x۲ + . . .

آن��گ��اه ب��اش��د، س��ری ای��ن ام n ی ج��م��ل��ه ب��رای ن��م��ادی an اگ��ر ح��ل.

an =
۲.۴.۶.۸ . . . (۲n+ ۲)

۳.۵.۷.۹ . . . (۲n+ ۳)
xn−۱

ل��ذا
an

an+۱
=

(
۲n+ ۵

۲n+ ۴

)
۱

x

پ��س

lim
n→∞

an
an+۱

=
۱

x

آزم��ون ،x = ۱ ك��ه زم��ان��ی .x > ۱ اگ��ر واگ��راس��ت و x < ۱ اگ��ر ه��م��گ��راس��ت
∞∑
n=۱

an ن��س��ب��ت، آزم��ون ب��ن��اب��ر

. an
an+۱

− ۱ = ۱
۲n+۴ ،x = ۱ �ی �ت� وق� �رد. ب� �ار ک� �ه ب� �وان �ی�ت� م� را �ه راب� �ون آزم� �ا ام� �ت اس� �ل �اص� ح� �ی ب� �ت �ب� �س� ن�

ب��ن��اب��رای��ن

lim
n→∞

n(
an

an+۱
− ۱) = lim

n→∞

n

۲n+ ۴
=

۱

۲

�راس��ت واگ� و x < ۱ �ر اگ� �راس��ت �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

an پ��س �راس��ت. واگ�
∞∑
n=۱

an ،x = ۱ �ت��ی وق� �ه، راب� �ون �رآزم� �اب� �ن� ب�

.x ≤ ۱ اگ��ر

و an > ۰ ،n ∈ N ه��ر ب��رای ك��ن��ی��د ف��رض ری��ت��م��ی). ل��گ��ا (آزم��ون ٢١.٣.١۴ ق��ض��ی��ه
lim
n→∞

n log
an

an+۱
= L

ص��ورت درای��ن

اس��ت، ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

an آن��گ��اه L > ۱ اگ��ر ال��ف)
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اس��ت، واگ��را
∑

an آن��گ��اه L < ۱ اگ��ر ب)

ن��دارد. را رف��ت��ارس��ری ت��ع��ی��ی��ن ت��وان��ای��ی آزم��ون ای��ن L = ۱ اگ��ر ج)

اث��ب��ات.

�ون چ� .p = L − ϵ > ۱ �ه ك� �م �ی� �ن� �ی���ك� م� �ار �ی� �ت� اخ� �ه���ای �ون� گ� �ه ب� را ϵ > ۰ .L > ۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ال��ف)
،n ≥ m �رای ب� �ه ك� �وری �ط� ب� �ت اس� �ود �وج� م� m �ت �ب� �ث� م� و �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� lim

n→∞
n log an

an+۱
= L

. pn < log an
an+۱

،n ≥ m ب��رای ك��ه م��ی���ك��ن��د ای��ج��اب م��ط��ل��ب ای��ن .n log an
an+۱

> L− ϵ = p

دن��ب��ال��ه���ای (۱+ ۱
n)

n دن��ب��ال��ه چ��ون .e
p
n < an

an+۱
پ��س، اس��ت ص��ع��ودی اک��ی��دا ت��اب��ع��ی ن��م��ای��ی ت��اب��ع چ��ون

.(۱ + ۱
n)

p ≤ e
p
n ،n ∈ N �ر ه� �رای ب� �ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ت، اس� e �ه ب� �را �گ� �م� ه� و �ی �زول� ن� �ر �ی� غ�

�رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .(۱ + ۱
n)

p ≤ e
p
n ،n �زرگ ب� �ی �اف� ک� �دازه ان� �ه ب� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

�ر ه� �رای ب� �ورت �ن�ص� ای� در ،bn = ۱
np ،n ∈ N �د �ی� �ن� ك� �رض ف� . an

an+۱
> ۱/np

۱/(n+۱)p ،n ≥ m

ری��م دا n ≥ m ب��رای . an
an+۱

> bn
bn+۱

،n ≥ m

bm
bn

=
bm

bm+۱

bm+۱

bm+۲
. . .

bn−۲

bn−۱

bn−۲

bn
<

am
am+۱

am+۱

am+۲
. . .

an−۱

an
=

am
an

ری��م دا n ⩾ m ب��رای ب��ن��اب��رای��ن
bm
bn

<
am
an

�ه �س� �ای� �ق� م� �ون آزم� �ر �اب� �ن� ب� �ت. �راس� �گ� �م� ه� ،
∞∑
n=۱

bn =
∞∑
n=۱

۱
np , p > ۱ �ون چ� ،an < (ambm )bn �ا ی� و

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

an ك��ه ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ت��ی��ج��ه

�ون چ� .L + ϵ = ۱ �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �ار �ی� �ت� اخ� �ه���ای �ون� گ� �ه ب� را ϵ > ۰ ،L < ۱ �ر اگ� ب)
،n ≥ m �رای ب� �ه �ك� �وری� �ط� ب� �ت اس� �ود �وج� م� m �ت �ب� �ث� م� و �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� ، lim

n→∞
n log an

an+۱
= L

�ی ول� . an
an+۱

< e
۱
n ،n ≥ m �رای ب� �ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� . lim

n→∞
n log an

an+۱
< L+ ϵ = ۱

ه��م��چ��ون ح��ال . an
an+۱

< ۱
۱−۱/n = n

n−۱ ،n > m ب��رای ب��ن��اب��رای��ن، ex < ۱
۱−x ،x < ۱ ب��رای

واگ��راس��ت.
∞∑
n=۱

an ك��ه م��ی���ش��ود م��لاح��ظ��ه راب��ه آزم��ون از (ب) ق��س��م��ت

و an
an+۱

= n+۱
n ری��م دا ،an = ۱

n ف��رض �ا ب� �را زی� اس��ت. ح��اص��ل ب��ی آزم��ون ،L = ۱ ك��ه �ام��ی �ن��گ� ه� ج)
ب��ن��اب��رای��ن و n log an

an+۱
= n log(۱ + ۱

n) = log(۱ + ۱
n)

n

lim
n→∞

n log
an

an+۱
= log e = ۱

واگ��راس��ت.
∞∑
n=۱

۱
n س��ری و
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ب��ب��ی��ن��ی��د) را ١١.۴.١۴ (م��ث��ال ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۲

۱
n(logn)۲

س��ری ك��ه داد خ��واه��ی��م ن��ش��ان ب��ع��دا

آن در ك��ه ك��ن��ی��د ب��ررس��ی را
∞∑
n=۲

an س��ری رف��ت��ار .٢٢.٣.١۴ م��ث��ال

an =
(۱ + n)n

n!
xn, (x > ۰).

ح��ل.

an
an+۱

=
(۱ + n)n

n!
xn.

(n+ ۱)!

(n+ ۲)n+۱

۱

xn+۱

=
(۱ + n)n+۱

(n+ ۲)n+۱
.
۱

x

=
۱

(۱ + ۱
n+۱)

n+۱
.
۱

x

پ��س

lim
n→∞

an
an+۱

= lim
n→∞

۱

(۱ + ۱
n+۱)

n+۱
.
۱

x
=

۱

e
.
۱

x

�ه ك� �ی �ام� �گ� �ن� ه� .x > ۱
e �ر اگ� �ت �راس� واگ� و x < ۱

e �ر اگ� �ت �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

an �ری س� �ت، �ب� �س� ن� �ون �رآزم� �اب� �ن� ب�

lim
n→∞

n log an
an+۱

= ۱
۲ �ه ک� �د دی� �وان ت� �ی م� ،x = ۱

e �ی �ت� وق� �ت. �س� �ی� ن� �ش �خ� رب� � �م� ث� �ت �ب� �س� ن� �ون آزم� x = ۱
e

واگ��راس��ت. x = ۱
e ازای ب��ه س��ری ری��ت��م ل��گ��ا آزم��ون ب��ن��اب��ه ب��ن��اب��رای��ن

ان��ت��گ��رال و ان��ق��ب��اض کُ��ش��ی، ری��ش��ه آزم��ون��ه��ای ۴.١۴

و an > ۰ ،n ∈ N ه��ر ب��رای ك��ن��ی��د ف��رض کُ��ش��ی). ام n م��رت��ب��ه ری��ش��ه���ی (آزم��ون ١.۴.١۴ ق��ض��ی��ه
lim
n→∞

(an)
۱
n = L

ای��ن�ص��ورت در

ه��م��گ��راس��ت،
∑

an آن��گ��اه L < ۱ اگ��ر ال��ف)

واگ��راس��ت،
∑

an آن��گ��اه L > ۱ اگ��ر ب)

ن��دارد. را
∑

an رف��ت��ارس��ری ت��ع��ی��ی��ن ت��وان��ای��ی آزم��ون ای��ن L = ۱ اگ��ر ج)
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اث��ب��ات.

، lim
n→∞

(an)
۱
n = L چ��ون .R = L+ϵ < ۱ ك��ه ك��ن��ی��د اخ��ت��ی��ار گ��ون��ه���ای ب��ه را ϵ > ۰ ،L < ۱ اگ��ر ال��ف)

،n ≥ m �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �رای ب� �ه �ك� �وری� �ط� ب� �ت اس� �ود �وج� م� m �ت �ب� �ث� م� و �ح �ی� �ح� ص� �دد ع�

،n ≥ m �رای ب� رو، ای��ن از .L− ϵ < (an)
۱
n < L+ ϵ = R �ن��ی �ع� ی� ،

∣∣∣(an) ۱
n − L

∣∣∣ < ϵ
∞∑
n=۱

an �ی، �اس� اس� �اس �ی� ق� �ون �رآزم� �اب� �ن� ب� �س پ� �ت. �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

Rn ،R < ۱ �ون چ� .an < Rn

ه��م��گ��راس��ت.

�ون چ� .r = L − ϵ > ۱ �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �ار �ی� �ت� اخ� �ه���ای �ون� گ� �ه ب� را ϵ > ۰ ،L > ۱ �ت �ال� ح� در ب)
،n ≥ m �ر ه� �رای ب� �ه �ك� �وری� �ط� ب� �ت اس� �ود �وج� م� m �ت �ب� �ث� م� و �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� ، lim

n→∞
(an)

۱
n = L

،n ≥ m �رای ب� رو، �ن ای� از .r = L − ϵ < (an)
۱
n < L + ϵ �ی �ن� �ع� ی� ،|(an)

۱
n − L|< ϵ

�ز �ی� ن� ،
∞∑
n=۱

an �ی �اس� اس� �اس �ی� ق� �ون �رآزم� ب� �ا �ن� ب� �ت. �راس� واگ�
∞∑
n=۱

rn ،r > ۱ �ون چ� ،rn < an

واگ��راس��ت.

�را �گ� �م� ه� و �را واگ� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب�
∞∑
n=۱

۱
n۲ و

∞∑
n=۱

۱
n �ای �ه� ری� � س� �ه �ک� �ن� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ،L = ۱ �ت �ال� ح� �رای ب� ج)

اس��ت. ش��ده ح��اص��ل ن��ت��ی��ج��ه lim
n→∞

(an)
۱
n = ۱ ری��م دا ح��ال��ت، دو ه��ر در و ه��س��ت��ن��د

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

۱
nn س��ری رف��ت��ار .٢.۴.١۴ م��ث��ال

�اب��ر �ن� ب� . lim
n→∞

(an)
۱
n = lim

n→∞
( ۱
n) = ۰ < ۱ پ��س .(an)

۱
n = ( ۱

nn )
۱
n = ۱

n ،n ≥ ۱ ب��رای ح��ل.

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

۱
nn س��ری ك��ش��ی، ام n م��رت��ب��ه�ی ری��ش��ه�ی آزم��ون

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

(۱ + ۱
n)

−n۲ س��ری رف��ت��ار .٣.۴.١۴ م��ث��ال

lim
n→∞

(an)
۱
n = lim

n→∞
(۱ + ۱

n)
−n = e−۱ = ۱

e < ۱ و an = (۱ + ۱
n)

−n۲ �م ری� دا �ل. ح�

ه��م��گ��راس��ت. س��ری ای��ن ك��ش��ی، ام n م��رت��ب��ه ری��ش��ه ب��ن��اب��رآزم��ون

ك��ن��ی��د. ف��رض .۴.۴.١۴ م��ث��ال

an =

۲−n−
√
n زوج ب��اش��د n اگ��ر

۲−n+
√
n ف��رد ب��اش��د n اگ��ر
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ن��م��ای��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را
∞∑
n=۱

an س��ری رف��ت��ار

ری��م دا ح��ل.
(a۲n)

۱/۲n = (۲−۲n+
√

۲n)۱/۲n = ۲−۱+۱/
√

۲n

پ��س

lim
n→∞

(a۲n)
۱/۲n = lim

n→∞
(۲−۱+۱/

√
۲n) = ۲−۱ =

۱

۲

ه��م��چ��ن��ی��ن
a۲n+۱ = (۲−(۲n+۱+

√
(۲n+۱))۱/(۲n+۱)

= ۲−۱+۱/
√

۲n+۱

پ��س

lim
n→∞

(a۲n+۱)
۱/(۲n+۱) = lim

n→∞
(۲−۱+۱/

√
۲n+۱) = ۲−۱+۰ =

۱

۲

اگ��ر ح��ال �م��گ��راس��ت. ه�
∞∑
n=۱

an ك��ش��ی، ام n �ب��ه �رت� م� �ه ری��ش� آزم��ون �ر �اب� �ن� ب� . lim
n→∞

(an)
۱
n = ۱

۲ ری��م دا �ی��ج��ه �ت� درن�

ری��م. دا ح��ال��ت درای��ن ری��م، ب��ب�� ب��ك��ار م��ث��ال ای��ن درب��اره را ن��س��ب��ت آزم��ون
a۲n

a۲n+۱
=

۲−۲n+
√

۲n

۲−(۲n+۱)−
√

۲n+۱
= ۲۱+

√
۲n+

√
۲n+۱

ه��م��چ��ن��ی��ن lim
n

a۲n
a۲n+۱

= ∞ ب��ن��اب��رای��ن

a۲n−۱

a۲n
=

۲−(۲n+۱)−
√

۲n−۱

۲−۲n+
√

۲n
= ۲−۱−

√
۲n−۱−

√
۲n

ن��ی��س��ت. م��وج��ود lim
n→∞

an
an+۱

رو ای��ن از lim
n→∞

a۲n−۱

a۲n
= ۰ ب��ن��اب��رای��ن

ب��ا ول��ی ن��ی��س��ت م��م��ك��ن ن��س��ب��ت آزم��ون از اس��ت��ف��اده ب��ا آن��ه��ا ه��م��گ��رای��ی ت��ش��خ��ی��ص ك��ه دارن��د وج��ود ری��ه��ای��ی س�� پ��س،
ی��ك رف��ت��ار ه��روق��ت ی��ع��ن��ی، اس��ت، ب��رق��رار ه��م��واره ف��وق م��ط��ل��ب ع��ك��س ول��ی اس��ت. چ��ن��ی��ن ری��ش��ه آزم��ون از اس��ت��ف��اده

اس��ت. ت��ش��خ��ی��ص ق��اب��ل ن��ی��ز ری��ش��ه آزم��ون ب��ا ب��اش��د، ت��ش��خ��ی��ص ق��اب��ل ن��س��ب��ت آزم��ون ب��ا س��ری

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را زی��ر ام n ج��م��ل��ه ب��ا س��ری رف��ت��ار .۵.۴.١۴ م��ث��ال

an = [(
n+ ۱

n
)n+۱ − n+ ۱

n
]−n

ح��ال .an > ۰ ،n ∈ N ه��ر ب��رای ك��ه ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ت��ی��ج��ه ،n+۱
n > ۱ ،n ∈ N ه��ر ب��رای چ��ون ح��ل.

(an)
۱
n =

[(
n+ ۱

n

)n+۱

− n+ ۱

n

]−۱

=

[(
۱ +

۱

n

)n+۱

−
(

۱ +
۱

n

)]−۱
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رو ای��ن از

lim
n→∞

(an)
۱
n = (e− ۱)−۱ =

۱

e− ۱
< ۱

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

an ك��ش��ی، ام n م��رت��ب��ه ری��ش��ه آزم��ون ب��ن��اب��ر پ��س

اس��ت. ث��اب��ت ع��ددی آن در p ك��ه ك��ن��ی��د ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

۱
npn س��ری .۶.۴.١۴ م��ث��ال

ص��ورت ای��ن در ،an = ۱
npn ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.

lim
n→∞

(an)
۱
n =


۰ p > ۰ اگ��ر

۱ p = ۰ اگ��ر

∞ p < ۰ اگ��ر

�ر اگ� واگ��راس��ت و p > ۰ اگ��ر �م��گ��راس��ت ه�
∞∑
n=۱

an پ��س ،an = ۱ �اه آن��گ� p = ۰ اگ��ر �ه ک� ای��ن �ه ب� �ه �ات��وج� ب� ح��ال

.p ≤ ۰

�ا ی� �ی �رای� �گ� �م� ه� �اره درب� �م �ی� �وان� �ی���ت� م� �د، �اش� ب� �ی �ف� �ن� �ام� ن� �لات �م� ج� �ا ب� �ودی �ع� ص� �ر �ی� غ� �ه���ای �ال� �ب� دن� {an} �ه �ال� �ب� دن� �اه �رگ� ه�

�ورت ص� �م، �ی� �ن� ك� �ر �ظ� ن� �ار �ه� اظ� �ری، �ت� �ك� �وچ� ك� �ری س� �ی �رای� واگ� �ا ی� �ی �رای� �گ� �م� ه� �ردن ك� �ص �خ� �ش� م� �ا ب� ،
∞∑
n=۱

an �ی �رای� واگ�

اس��ت. گ��ردی��ده ب��ی��ان زی��ر ق��ض��ی��ه���ی در م��ط��ل��ب ای��ن دق��ی��ق�ت��ر

ری��ه��ای س�� آن��گ��اه ب��اش��د، �ب��ت �ث� م� اع��داد از ص��ع��ودی �ی��ر غ� �ه���ای �ال� �ب� دن� an اگ��ر كُ��ش��ی). ت��راک��م (آزم��ون ٧.۴.١۴ �ی��ه ق��ض�

ه��س��ت��ن��د. واگ��را دو ه��ر ی��ا ه��م��گ��را دو ه��ر
∞∑
n=۱

۲na۲n و
∞∑
n=۱

an

ب��الا) (از
∞∑
n=۱

۲na۲n١.٣.١۴ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ر ص��ورت ای��ن در ه��م��گ��راب��اش��د.
∞∑
n=۱

۲na۲n �ن��ی��د ك� ف��رض اث��ب��ات.

دن��ب��ال��ه���ای {an} چ��ون .
∞∑
n=۱

۲na۲n < l ب��ط��وری��ك��ه اس��ت م��وج��ود l > ۰ ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ی��ع��ن��ی، اس��ت، ك��ران��دار

ری��م دا اس��ت، غ��ی��رص��ع��ودی
a۱ ≤ a۱

a۲ + a۳ ≤ a۲ + a۲ = ۲a۲

ك��ه ری��م، م��ی���گ��ی�� ن��ت��ی��ج��ه ای��ن���ه��ا از ت��رت��ی��ب ه��م��ی��ن ب��ه و
۲m+۱−۱∑

k=۱

ak ≤
∞∑
k=۰

۲ka۲k
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ب��ا دن��ب��ال��ه���ای an چ��ون .۲m+۱ − ۱ > ۲m ≥ m+ ۱ > m ری��م دا ،m م��ث��ب��ت و ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر ب��رای
m ≥ ۱ ه��ر ب��رای ك��ه ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ی��ت��ج��ه اس��ت، م��ث��ب��ت ج��م��لات

m∑
k=۱

ak ≤
۲m+۱−۱∑

k=۱

ak ≤
∞∑
k=۰

(۲ka۲k) < l

�ت. �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۰

an ،١.٣.١۴ �ر �اب� �ن� ب� �ت. اس� �دار �ران� ك� �الا) ب� (از
∞∑
k=۱

ak �ی �زئ� ج� �ای �ه� �وع� �م� �ج� م� �ه �ال� �ب� دن� �س، پ�

از
∞∑
n=۰

an ج��زئ��ی م��ج��م��وع��ه��ای دن��ب��ال��ه ،١.٣.١۴ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ر واگ��راس��ت.
∞∑
n=۰

۲na۲n ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض س��پ��س،

اس��ت. ب��ی��ك��ران ب��الا

ری��م دا دل��خ��واه، G > ۰ ب��رای رو ای��ن از
∞∑
n=۰

۲ka۲k > G

اس��ت م��ث��ب��ت ج��م��لات ب��ا ص��ع��ودی غ��ی��ر دن��ب��ال��ه���ای {an} چ��ون
a۳ + a۴ ≥ ۲a۴

a۵ + a۶ + a۷ + a۸+ ≥ ۴a۸

،n ≥ ۱ ه��ر ب��رای ع��م��وم��ا و
a۲n+۱ + a۲n+۲ + . . .+ a۲n+۱ > ۲na۲n+۱

اس��ت، م��ث��ب��ت ج��م��لات ب��ا دن��ب��ال��ه���ای {an} چ��ون ، n > ۲m+۱ ده��ی��د ق��رار

a۱ + a۲ + . . .+ an ≥ a۱ + a۲ + . . .+ a۲m+۱

≥ a۱ + a۲ + ۲a۴ + . . .+ ۲ma۲m+۱

≥ ۱

۲
a۱ + a۲ + ۲a۴ + . . .+ ۲ma۲m+۱

≥ ۱

۲

m+۱∑
k=۰

۲ka۲k

≥ ۱

۲

∞∑
k=۰

۲ka۲k

> G

واگ��راس��ت.
∞∑
n=۱

an ١.٣.١۴ ب��ن��اب��ر اس��ت. ب��ی��ك��ران ازپ��ای��ی��ن
∞∑
n=۱

an زی��ی ج�� ج��م��ع ح��اص��ل ی دن��ب��ال��ه ب��ن��اب��رای��ن



ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری�ه��ای .١۴ ف��ص��ل ۴٩٣

�ا ت� �د �ن� �ی���ك� م� �اب �ج� ای�
∞∑
n=۱

an �ی) �رای� (واگ� �ی �رای� �گ� �م� ه� �ه ك� �م ری� �ذا �ی���گ� وام� �ر �ی� �راگ� ف� �ه ب� را �ب �ل� �ط� م� �ن ای� �ات �ب� اث� �ا م�

ب��اش��د. (واگ��را) ه��م��گ��را ن��ی��ز
∞∑
n=۰

۲na۲n

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

۱
np س��ری رف��ت��ار .٨.۴.١۴ م��ث��ال

�ودی �ع� ص� �ر �ی� غ� �ه���ای �ال� �ب� دن� ۱
np �ال��ت ح� �ن ای� در P > ۰ �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ت. �راس� واگ� �ری س� �ن ای� ،p ≤ ۰ �ر اگ� �ل. ح�

اس��ت.
.an = ۱

np ك��ن��ی��د ف��رض

�در ق� �ا ب� �ی �دس� �ن� ه� �د �اع� ت��ص� ی��ك
∞∑
n=۰

۲na۲n پ��س .۲na۲n = ۲n ۱
(۲n)p = (۲۱−p)n ،n ≥ ۰ ب��رای

در .۲۱−p < ۱ �ر اگ� �ت �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۰

۲na۲n �ری س� ،٨.٣.١۴ �ه �ی� �ض� ق� �ر �اب� �ن� ب� �ت. اس� r = ۲۱−p �ت �ب� �س� ن�

.p ≤ ۱ اگ��ر واگ��راس��ت و ،p > ۱ اگ��ر ه��م��گ��راس��ت
∞∑
n=۱

an ك��ش��ی، ت��راك��م آزم��ون ب��ن��اب��ر ن��ت��ی��ج��ه

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را
∞∑
n=۲

۱
(logn)p س��ری رف��ت��ار .٩.۴.١۴ م��ث��ال

.p > ۰ ك��ن��ی��د ف��رض واگ��راس��ت. س��ری ای��ن ،p ≤ ۰ ب��رای ح��ل.
�ن��ك ای� .an = ۱

(logn)p �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ت. اس� �ودی �ع� ص� �ر �ی� غ�
{

۱
(logn)p

}
�ه �ال� �ب� دن� ،n > ۱ �ه ك� �ی �ام� �گ� �ن� ه�

،n ≥ ۱ ب��رای

۲na۲n = ۲n(
۱

(log ۲n)p
) = ۲n ۱

np(log ۲)p

ص��ورت ای��ن در ،bn = ۲n

np ك��ن��ی��د ف��رض
bn

bn+۱
=

۲n

np

(n+ ۱)p

۲n+۱ =
۱

۲
(۱ +

۱

n
)p

∞∑
n=۱

bn �ر، �ب� دالام� �ت �ب� �س� ن� �ون آزم� �ر ب� �ا �ن� ب� . lim
n→∞

bn
bn+۱

= lim
n→∞

۱
۲(۱ + ۱

n)
p = ۱

۲ < ۱ رو �ن ای� از

واگ��راس��ت.
∞∑
n=۲

۱
(logn)p ،p ∈ R �ر ه� ازای �ه ب� �ی، �ش� ك� �م �راك� ت� �ون آزم� �ر �اب� �ن� ب� �ت. �راس� واگ�

∞∑
n=۰

۲na۲n �ری س� �س، پ�

واگ��راس��ت.

[۱,∞) �ر ب� و �ی �ف� �ن� �ام� ن� �ی �زول� ن� �ی �ع� �اب� ت� f �ر اگ� �ورن). ل� �ك م� - �ی �ش� كُ� �رال �گ� �ت� ان� �ون (آزم� ١٠.۴.١۴ �ه �ی� �ض� ق�

ه��س��ت��ن��د. واگ��را دو ه��ر ی��ا ه��م��گ��را ه��ردو
∫∞

۱ f(x)dx ان��ت��گ��رال و
∞∑
n=۱

f(n) س��ری آن��گ��اه ب��اش��د، ان��ت��گ��رال���پ��ذی��ر
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ب��رای ری��م دا اس��ت، ن��زول��ی [۱,∞) ب��ازه ب��ر f چ��ون اث��ب��ات.
f(n) ≤ f(x) ≤ f(n− ۱), n ≥ ۲, n− ۱ ≤ x ≤ n

∫ب��ن��اب��رای��ن n

n−۱
f(n)dx ≤

∫ n

n−۱
f(x)dx ≤

∫ n

n−۱
f(n− ۱)dx

،n ≥ ۲ ه��ر ب��رای ی��ا

f(n) ≤
∫ n

n−۱
f(x)dx ≤ f(n− ۱)

،n ≥ ۲ ب��رای پ��س
n∑

k=۲

f(k) ≤
n∑

k=۲

∫ k

k−۱
f(x)dx ≤

n∑
k=۲

f(k − ۱)

ول��ی
n∑

k=۲

f(k − ۱) =
n−۱∑
k=۱

f(k),
n∑

k=۲

∫ k

k−۱
f(x)dx =

∫ n

۱
f(x)dx

،n ≥ ۲ ب��رای ب��ن��اب��رای��ن،
n∑

k=۲

f(k) ≤
∫ n

۱
f(x)dx ≤

n−۱∑
k=۱

f(k) (٣.١۴)

�ه �ال� �ب� دن� �ت، اس� �ی �ف� �ن� �ام� ن� �لات �م� ج� �ل �ام� ش� �ری س� �ك ی�
∞∑
n=۱

f(n) �ون چ� �د. �اش� ب� �را �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

f(n) �د �ی� �ن� ك� �رض ف�

�ه �ك� �وری� ب��ط� اس��ت م��وج��ود M �ب��ت �ث� م� و �ق��ی �ی� �ق� ح� ع��دد رو، ای��ن از اس��ت. �ران��دار ك� �الا) ب� (از آن زی��ی � ج� �ه��ای �م��وع� م��ج�

چ��ن��ی��ن ج��ا ای��ن از اس��ت. ك��ران��دار ب��الا) (از {
∫ n

۱ f(x)dx} دن��ب��ال��ه (٣.١۴) ب��ن��اب��ر پ��س، .
n∑

k=۱
f(k) < M

ه��م��گ��راس��ت.
∫∞

۱ f(x)dx ك��ه ب��رم��ی���آی��د

ب��الا از
n∑

k=۲
f(k) ری��م، دا (٣.١۴) از ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، ه��م��گ��را

∫∞
۱ f(x)dx ك��ن��ی��د ف��رض س��پ��س،

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

f(x) س��ری ،١.٣.١۴ ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ر پ��س اس��ت. ک��ران��دار

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را
∞∑
n=۲

۱
n(logn)p س��ری رف��ت��ار .١١.۴.١۴ م��ث��ال

اس��ت. �ی �زول� ن� [۲,∞) �ر ب� و �ی �ف� �ن� �ام� ن� �ی �ع� �اب� ت� f, p > ۰ �ر اگ� ،f(x) = ۱
x(log x)p �رای ب� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
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ل��ورن، م��ك - ك��ش��ی ق��ض��ی��ه ∫ب��ن��اب��ر ∞

۲

۱

x(log x)p
dx,

∞∑
n=۲

۱

n(log n)p

ری��م دا p > ۰ ب��رای ه��س��ت��ن��د. واگ��را دو ه��ر ی��ا ه��م��گ��را دو ه��ر

∫ x

۲

dx

x(log x)p
=


log(log x)− log(log ۲) p = ۱ اگ��ر

(log x)۱−p−(log ۲)۱−p

۱−p p ̸= ۱ اگ��ر

۰ < p ≤ ۱ �ر اگ� �ت �راس� واگ� و p > ۱ �ر اگ� �ت �راس� �گ� �م� ه�
∫∞

۲ f(x)dx �ه ك� �ود �ی���ش� م� �ل �اص� ح� �ن �ی� �ن� چ� �ذا ل�

.۰ < p ≤ ۱ اگ��ر واگ��راس��ت و p > ۱ اگ��ر ه��م��گ��راس��ت
∞∑
n=۲

۱
n(logn)p س��ری ب��ن��اب��رای��ن

م��ت��ن��اوب س��ری�ه��ای ۵.١۴

م��ی���گ��ردد ظ��اه��ر زی��ر ش��ك��ل دو از ی��ك��ی در م��ت��ن��اوب، س��ری ی��ك ش��دی��م، آش��ن��ا ف��ص��ل اب��ت��دای در ك��ه گ��ون��ه ه��م��ان
a۱ − a۲ + a۳ − a۴ + . . .+ (−۱)k+۱ak + . . .

ی��ا
−a۱ + a۲ − a۳ + a۴ + . . .+ (−۱)kak + . . .

(در �ا ی�
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱an �ورت ص� �ه ب� �اوب �ن� �ت� م� �ری س� �ك ی� �ت اس� �ن �ك� �م� م� �س پ� .ak > ۰ ،k �ر ه� �رای ب� �ه ك�

ش��ود. ن��وش��ت��ه
∞∑
n=۱

(−۱)nan دوم) ح��ال��ت

ب��ه �ت��ن��اوب م� س��ری ی��ك ه��م��گ��رای��ی ب��رای را ك��اف��ی ش��رای��ط اس��ت �ت��ز �ی� ن� لای��ب ت��لاش ح��اص��ل ك��ه زی��ر آورد دس��ت
م��ی���ك��ن��د. م��ع��رف��ی م��ا

ب��ط��وری��ك��ه ب��اش��د م��ث��ب��ت اع��داد از دن��ب��ال��ه���ای {an} اگ��ر (لای��ب�ن��ی��ت��ز). ١.۵.١۴ ق��ض��ی��ه

an ≥ an+۱ ،n ∈ N ه��ر ب��رای ال��ف)

lim
n→∞

an = ۰ ب)

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱an م��ت��ن��اوب س��ری آن��گ��اه

�ه ك� داد �م �ی� �واه� خ� �ان �ش� ن� .Sn = a۱ − a۲ + a۳ − a۴ + . . . + (−۱)n+۱an �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
�ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ا �ج� آن� از و �د �ن� �ت� �س� ه� �را �گ� �م� ه� �ر �راب� ب� �دودی ح� �ه ب� {S۲n−۱} و {S۲n} �ای �ه���ه� �ال� �ب� دن�
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ری��م. دا n ∈ N ه��ر ب��رای ه��م��گ��راس��ت
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱an

S۲n+۲ − S۲n = a۲n+۱ − a۲n+۲ ≥ ۰ ب��ن��اب��ر(ال��ف)

ه��م��چ��ن��ی��ن ی��ك��ن��واس��ت. و ن��زول��ی غ��ی��ر دن��ب��ال��ه���ای {S۲n} ب��ن��اب��رای��ن
S۲n = a۱ − [(a۲ − a۳) + (a۴ − a۵) + . . .+ (a۲n − a۲n−۱)] ≤ a۱

�ن��اب��رای��ن ب� اس��ت. ك��ران��دار ب��الا از و ن��زول��ی �ی��ر غ� �ن��وا، ی��ك� {S۲n} پ��س اس��ت. �ن��ف��ی ن��ام� ک��روش��ه، درون �ب��ارت ع� زی��را
ب��اش��د. ه��م��گ��را م��ی���ب��ای��د

، lim
n→∞

an = ۰ چ��ون و S۲n+۱ = S۲n + a۲n+۱ ای��ن��ك ب��اش��د. ه��م��گ��را L ب��ه {S۲n} ك��ن��ی��د ف��رض
و {S۲n} �ر �اب� �ن� ب� lim

n→∞
S۲n+۱ = lim

n→∞
(S۲n + a۲n+۱) = L + ۰ = L �ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن�

ه��ر ب��رای ب��ط��وری��ك��ه م��وج��ودن��د q و p م��ث��ب��ت و ص��ح��ی��ح اع��داد ،ϵ > ۰ ازای ب��ه ه��م��گ��رای��ن��د. L ب��ه ن��ی��ز {S۲n+۱}
ه��ر ب��رای ك��ه ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ت��ی��ج��ه ای��ن��ج��ا از .|S۲n+۱ −L|< ϵ ،n ≥ q ه��ر ب��رای و |S۲n −L|< ϵ ،n ≥ p

ه��م��گ��راس��ت. L ب��ه
∞∑
n=۱

(−۱)nan س��ری پ��س .|Sn − L|< ϵ ،n ≥ max{۲p,۲q − ۱}

.۰ ≤ L ≤ a۱ �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �را �گ� �م� ه� L �ه ب�
∞∑
n=۱

(−۱)nan �ر اگ� �ه ك� �ردد �ی���گ� م� �ار �ك� آش� �وق ف� �ان �ره� ب� از

�ون �ن� اك� .S۲n+۱ ≤ L �ه ك� داد �ان �ش� ن� �وان �ی���ت� م� �ه �اب� �ش� م� �ق ری� � ط� �ه ب� .S۲n ≤ L �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه�
�ق ری� � ط� �ه ب� .|S۲n − L|≤ a۲n+۱ رو �ن ای� از و ۰ ≤ S۲n+۱ − L ≤ S۲n+۱ − S۲n = a۲n+۱

.|Sn − L|≤ an+۱ ب��اش��د، ف��رد ی��ا زوج n ای��ن��ك��ه از ن��ظ��ر ص��رف پ��س .|S۲n+۱ − L|≤ a۲n+۱ م��ش��اب��ه،
آورده���ای��م. ب��دس��ت ن��ی��ز را زی��ر ن��ی��ت��ج��ه خ��وی��ش ی��اف��ت��ه���ه��ای در

L �ه ب� �رده، ك� �دق ص� ١.۵.١۴ �ه �ی� �ض� ق� �ات �ی� �رض� ف� در
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱an �اوب �ن� �ت� م� �ری س� �ر اگ� .٢.۵.١۴ �ه �ج� �ی� �ت� ن�

آن��گ��اه ب��اش��د، ه��م��گ��را

،۰ ≤ L ≤ a۱ .١

.|Sn − L|≤ an+۱ ،n ∈ N ه��ر ب��رای .٢

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را ۱ − ۱
۲ + ۱

۳ − ۱
۴ + . . . س��ری رف��ت��ار .٣.۵.١۴ م��ث��ال

. lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
۱
n

)
= ۰ و an = ۱

n > ۱
n+۱ = an+۱ �ون چ� ،an = ۱

n �ا �ج� �ن� ای� �ل. ح�

،
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱

n = L �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. �راس� �گ� �م� ه� �ز، �ت� �ی� ن� �ب لای� �ون آزم� �ر �اب� �ن� ب�
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱
(

۱
n

)
�ری س�

در و |۰/۷۴۵۶ − L|≤ ۱
۱۰ �م ری� دا n = ۹ �رای ب� ٢.۵.١۴ �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ا �ن� ب� �ورت ص� �ن ای� در
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�م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن �رای� �اب� �ن� ب� و S۹ ≤ L �ع واق� در .۰/۶۴۵۶ ≤ L ≤ ۰/۸۴۵۶ �ه، �ج� �ی� �ت� ن�
.۰/۶۴۵۶ ≤ L ≤ ۰/۷۴۵۶

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را زی��ر م��ت��ن��اوب س��ری رف��ت��ار .۴.۵.١۴ م��ث��ال
∞∑
n=۱

(−۱)n(n+ ۵)

n(n+ ۱)

ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.

an =
n+ ۵

n(n+ ۱)

n ∈ N ه��ر ب��رای ك��ه م��ی���ب��ی��ن��ی��م ،١.۵.١۴ ق��ض��ی��ه از (ال��ف) ش��رط ب��ررس��ی ب��رای

an+۱

an
=

n+ ۱ + ۵

(n+ ۱)(n+ ۲)
.
n(n+ ۱)

n+ ۵

=
n۲ + ۶n

n۲ + ۷n+ ۱۰

=
n۲ + ۶n

(n۲ + ۶n) + n+ ۱۰
< ۱

.an > an+۱ ،n ∈ N ه��ر ب��رای رو ای��ن از و

�ز، �ت� �ی� �ب�ن� لای� �ون آزم� �ر �اب� �ن� ب� �س، پ� . lim
n→∞

an = lim
n→∞

n+۵
n(n+۱) = lim

n→∞

۱
n
+ ۵

n۲

۱+ ۱
n

= ۰ �ن، �ی� �ن� �چ� �م� ه�

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

(−۱)n n+۵
n(n+۱)

آن در ک��ه ك��ن��ی��د ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱an س��ری رف��ت��ار .۵.۵.١۴ م��ث��ال

an =
۱

۲n− ۱

(
۱ +

۱

۲
+

۱

۳
+ . . .+

۱

n

)
.

n �ر ه� �رای ب� �ت، �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱an �ه ك� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ا ت� �م ری� � �ی���ب� م� �ار �ك� ب� را �ز �ت� �ی� ن� �ب لای� �ون آزم� �ل. ح�

ری��م. دا

(۲n− ۱)an − (۲n+ ۱)an+۱ =
۱

n+ ۱
⇒ (۲n− ۱)(an − an+۱)

= ۲an+۱ +
۱

n+ ۱
> ۰
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. lim
n→∞

an = ۰ ك��ه ده��ی��م ن��ش��ان م��ی���خ��واه��ی��م .an > an+۱ ،n ه��ر ب��رای ك��ه م��ی���ك��ن��د ای��ج��اب م��ط��ل��ب ای��ن

ب��ن��اب��رای��ن ، ۱
m+۱ ≤ ۱

x ≤ ۱
m آن��گ��اه ،m ≤ x < m+ ۱ و m ∈ N اگ��ر

۱

m

∫ m+۱

m
dx ≥

∫ m+۱

m

۱

x
dx ≥ ۱

m+ ۱

∫ m+۱

m
dx

ی��ا
۱

m
≥ log(m+ ۱)− logm ≥ ۱

m+ ۱

ب��ن��اب��رای��ن
n∑

k=۱

۱

k
≥

n∑
k=۱

(log(k + ۱)− log k) >
n∑

k=۱

۱

k + ۱

،n ∈ N ه��ر ب��رای ك��ه ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ت��ی��ج��ه )پ��س
۱ +

۱

۲
+

۱

۳
+ . . .+

۱

n

)
≥ log(n+ ۱) >

(
۱

۲
+

۱

۳
+ . . .+

۱

n+ ۱

)
پ��س

۱

۲n− ۱

(
۱ +

۱

۲
+

۱

۳
+ . . .+

۱

n

)
≥ log(n+ ۱)

۲n− ۱
>

۱

۲n− ۱

(
۱ +

۱

۲
+

۱

۳
+ . . .+

۱

n+ ۱
− ۱

)
ن��ت��ی��ج��ه در

an ≥ log(n+ ۱)

۲n− ۱
> an − n

(n+ ۱)(n+ ۲)

n

(n+ ۱)(n+ ۲)
+

log(n+ ۱)

۲n− ۱
> an ≥ log(n+ ۱)

۲n− ۱

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱an پ��س ، lim
n→∞

an = ۰ ری��م دا دن��ب��ال��ه�ه��ا در ف��ش��ار اص��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ال

ک��ن��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱an س��ری رف��ت��ار ،an = log(n+۱)
(n+۱)۲ ب��رای .۶.۵.١۴ م��ث��ال

.an > an+۱ ،n ه��ر ب��رای ك��ه داد خ��واه��ی��م ن��ش��ان lim
n→∞

an = lim
n→∞

log(n+۱)
(n+۱)۳ = ۰ ری��م دا ح��ل.

اس��ت، �زول��ی ن� �دا �ی� اك� �ی �ع� �اب� ت� ،x ≥ ۲ ازای �ه ب� f(x) = log x
x۳ �ه ك� �م �ی� �ی���ده� م� �ان �ش� ن� �ار، ك� ای��ن �ام �ج� ان� �رای ب�

ری��م دا

f ′(x) =
x۲ − ۳x۲ log x

x۶
=

۱ − ۳ log x

x۴

.(e
۱
۳ < ۲ (چ��ون ،x ≥ ۲ اگ��ر اس��ت ن��زول��ی اك��ی��دا f(x)پ��س .f ′(x) < ۰ ،x > e

۱
۳ ب��رای آش��ك��ارا،

�ز، �ت� �ی� ن� �ب لای� �ون آزم� �ر �اب� �ن� ب� �س پ� .f(n + ۲) < f(n + ۱) ،nر� ه� �رای ب� �ه ك� �د �ن� �ی���ك� م� �اب �ج� ای� �ب �ل� �ط� م� �ن ای�

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱an
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م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای��ی ۶.١۴

�ف��ی �ن� �ام� ن� �م��لات ج� �ام��ل ش� �ای �ه� ری� � س� �اره درب� �ود خ� �ع��ات �ال� �ط� م� از �د �ای� �ی���ب� م� �ه �ون� �گ� چ� �ه ك� �م �ی� �ی���ده� م� �ان �ش� ن� �خ��ش، ب� �ن ای� در
ب��ی��ازم��ای��ی��م. دل��خ��واه ج��م��لات ب��ا را ری��ه��ای��ی س�� ه��م��گ��رای��ی ت��ا ج��وی��ی��م، ب��ه��ره

ب��اش��د. ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

|an| اگ��ر ه��م��گ��راس��ت م��ط��ل��ق��ا
∞∑
n=۱

an ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری گ��وی��ی��م .١.۶.١۴ ت��ع��ری��ف

اس��ت. گ��ردی��ده ب��ی��ان ٢.۶.١۴ ق��ض��ی��ه در ك��ه اس��ت م��ط��ال��ب��ی ب��خ��ش ای��ن ك��ل��ی��دی آورد دس��ت

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

an آن��گ��اه ب��اش��د، ه��م��گ��را م��ط��ل��ق��ا
∞∑
n=۱

an اگ��ر .٢.۶.١۴ ق��ض��ی��ه

�د �ن� �رچ� ه� �ردد. �ی���گ� م� �ل �اص� ح� �ا �ه� ری� � س� �رای ب� �ی �ش� ك� �ی �رای� �گ� �م� ه� �ی �وم� �م� ع� �ل اص� از �ا �م� �ی� �ق� �ت� �س� م� �ان �ره� ب� �ن ای� اث��ب��ات.
∞∑
n=۱

|an| �ف ری� � �ع� ت� �ر �اب� �ن� ب� �ت، �راس� �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م�
∞∑
n=۱

an �ون چ� �م. �ی� �ن� �ی���ك� م� �ه ارائ� �ر �گ� دی� �ی �ان� �ره� ب� �ا �ج� �ن� ای� �ا م�

�ون چ� .۰ ≤ an + |an|≤ ۲|an| �ن �رای� �اب� �ن� ب� ،−|an|≤ |an| ،n ∈ N �ر ه� �رای ب� �ون، �ن� اك� �ت. �راس� �گ� �م� ه�

�ت. �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

(an + |an|) �ی، �اس� اس� �اس �ی� ق� �ون آزم� �ر �اب� �ن� ب� �ت، �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

۲|an|= ۲
∞∑
n=۱

|an|

�ری س� دو �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ری س� �ك ی�
∞∑
n=۱

an �ر اگ� ،an = (an + |an|) − |an| �ون چ�

.pn = an+|an|
۲ ،n ≥ ۱ ه��ر ب��رای م��ی���ك��ن��ی��م. ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه را

∞∑
n=۱

qn و
∞∑
n=۱

pn

.qn = an−|an|
۲ ،n ≥ ۱ ه��ر ب��رای

�اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �را �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م�
∞∑
n=۱

an �ر اگ� .pn − qn = |an| و pn + qn = an �ه ك� �د �ی� �ای� �م� ن� �ه �وج� ت�

�د. �ن� �رای� �گ� �م� ه� دو �ر ه�
∞∑
n=۱

qn و
∞∑
n=۱

pn �ه ك� �م ری� دا �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �را �گ� �م� ه� دو �ر ه� |
∞∑
n=۱

an| و
∞∑
n=۱

|an|
ه��م��چ��ن��ی��ن،

∞∑
n=۱

an =

∞∑
n=۱

pn +

∞∑
n=۱

qn

و
∞∑
n=۱

|an|=
∞∑
n=۱

pn −
∞∑
n=۱

qn

ك��رده���ای��م. اث��ب��ات ن��ی��ز را ق��ض��ی��ه در لازم ش��رط ش��د، گ��ف��ت��ه آن��چ��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا

∞∑
n=۱

an �ه ک� �م آورده�ای� �ت دس� �ه ب� �ع واق� در ٢.۶.١۴ �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� در �ه �ت� رف� �ار �ه�ک� ب� �ای �اده� �م� ن� �ا ب� .٣.۶.١۴ �ر �ذک� ت�
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ری��م دا ه��م��چ��ن��ی��ن ب��اش��ن��د. ه��م��گ��را ه��ردو
∞∑
n=۱

qn و
∞∑
n=۱

pn اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر ه��م��گ��راس��ت م��ط��ل��ق��ا
∞∑
n=۱

pn +

∞∑
n=۱

qn =

∞∑
n=۱

an,

∞∑
n=۱

pn −
∞∑
n=۱

qn =

∞∑
n=۱

|an|

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

cos(nx)
n۲ س��ری رف��ت��ار x ∈ R ب��رای .۴.۶.١۴ م��ث��ال

.|an|=
∣∣∣ cos(nx)n۲

∣∣∣ ≤ ۱
n۲ داش��ت خ��واه��ی��م ،|cos(nx)|≤ ۱ چ��ون ح��ل.

�ا �ق� �ل� �ط� م�
∞∑
n=۱

an �ر �گ� دی� �ان �ی� ب� �ه ب� �راس��ت. �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

|an| �ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �راس��ت، �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

۱
n۲ چ��ون

ه��م��گ��راس��ت.

،x ∈ R �ر ه� �رای ب� �ورت ص� �ن درای� �د. �اش� ب� �را �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م� �ری س� �ك ی�
∞∑
n=۱

an �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .۵.۶.١۴ �ال �ث� م�

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

an cos(nx)

�ا �ق� �ل� �ط� م� �ز �ی� ن�
∞∑
n=۱

an cos(nx) پ��س �راس��ت �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م� ،
∞∑
n=۱

an و |an cos(nx)|≤ |an| چ��ون ح��ل.

ه��م��گ��راس��ت.

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

(−۱)n n+۲
۲n+۵ س��ری رف��ت��ار .۶.۶.١۴ م��ث��ال

ه��م��چ��ن��ی��ن ،|an|= n+۲
۲n+۵ درای��ن��ج��ا ح��ل.

|an|
|an+۱|

=

(
n+ ۲

۲n + ۵

)(
۲n+۱ + ۵

n+ ۳

)
=

(
n+ ۲

n+ ۳

)(
۲n+۱ + ۵

۲n + ۵

)
ب��ن��اب��رای��ن

lim
n→∞

|an|
|an+۱|

= lim
n→∞

(
۱ + ۲/n

۱ + ۳/n

)(
۲ + ۵/۲n

۱ + ۵/۲n

)
= ۲

ه��م��گ��راس��ت. م��ط��ل��ق��ا
∞∑
n=۱

an پ��س ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

|an| ن��س��ب��ت، آزم��ون ب��ن��اب��ر

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

(−۱)n sin
(

۱
n

)
س��ری ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٧.۶.١۴ م��ث��ال

.bn = ۱
nك��ن��ی��د ف��رض .|an|=

∣∣sin ۱
n

∣∣ ری��م دا ح��ل.
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�راس��ت. واگ�
∞∑
n=۱

|an| �دی، ح� �اس �ی� ق� �ون آزم� �ر �اب� �ن� ب� پ��س، ، lim
n→∞

|an|
bn

= lim
n→∞

|sin( ۱
n)|

( ۱
n)

= ۱ �ال ح�

ب��اش��د. ه��م��گ��را م��ط��ل��ق��ا ن��م��ی���ت��وان��د
∞∑
n=۱

(−۱)n sin
(

۱
n

)
ب��ن��اب��رای��ن

ش��ـ��رط��ی ه��م��گ��رای��ی ٧.١۴

ری��م م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در را زی��ر س��ری

۱ − ۱

۲
+

۱

۳
− ۱

۴
+

۱

۵
− ۱

۶
+ . . .

را �ا �ه� آن� �ق �ل� �ط� م� �در ق� �م��لات، ج� �ای ج� �ه ب� �ر اگ� �د، �ن� �رچ� ه� اس��ت. �را �گ� �م� ه� �ری س� ای��ن �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� ٣.۵.١۴ �ال �ث� م�
س��ری ب��ه س��ری ای��ن ده��ی��م، ق��رار

۱ +
۱

۲
+

۱

۳
+

۱

۴
+

۱

۵
+

۱

۶
+ . . .

�روط �ش� م� �ی �رائ� �گ� �م� ه� �ای �ه� ری� � س� �ی، �ای� �ه� ری� � س� �ن �ی� �ن� چ� �ت. �راس� واگ� �ک) �ی� �ون� �ارم� ه� �ری �ری(س� س� �ك ی� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ل �دی� �ب� ت�
م��ی���ش��ون��د. ن��ام��ی��ده

ول��ی ب��اش��د ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

an اگ��ر اس��ت، م��ش��روط ه��م��گ��رای��ی
∞∑
n=۱

an ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری گ��وئ��ی��م، .١.٧.١۴ ت��ع��ری��ف

�اره درب� را �ر زی� �ه �ی� �ض� ق� �را، �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م� �ای �ه� ری� � س� �اره درب� ٢.۶.١۴ �ه �ی� �ض� ق� �ل �اب� �ق� م� در �د. �اش� �ب� ن� �را �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

|an|

م��ی���ك��ن��ی��م. ارائ��ه م��ش��روط ه��م��گ��رای س��ری�ه��ای

�ه �ی� �ض� ق� در �ه �ت� رف� �ار ک� �ه ب� �ای �اده� �م� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �روط �ش� م� �رای �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

an �ر اگ� .٢.٧.١۴ �ه �ی� �ض� ق�

واگ��رای��ن��د. دو ه��ر
∞∑
n=۱

qn و
∞∑
n=۱

pn ،٢.۶.١۴

دو �ر ه� �ر اگ� �را زی� �د، �ن� �اش� ب� �را �گ� �م� ه� �د �ن� �وان� �ی���ت� �م� ن�
∞∑
n=۱

qn و
∞∑
n=۱

pn دو �ر ه� �ه ك� �م �ی� �ن� �ی���ك� م� �ادآوری ی� �س��ت �خ� ن� اث��ب��ات.

�ا ت� �ود �ی���ش� م� �ب �وج� م� |an|= pn − qn ،n ≥ ۱ �رای ب� �ه ك� �وع �وض� م� �ن ای� �اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� �ن �ی� �ن� چ� �ا �ه� ری� � س� �ن ای�

ن��م��ی���ب��اش��د، ه��م��گ��را م��ط��ل��ق��ا
∞∑
n=۱

an آن�ك��ه ب��ر م��ب��ن��ی م��ا ف��رض��ی��ات ب��ا ش��د گ��ف��ت��ه آن��چ��ه ول��ی ب��اش��د. ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

|an|

ه��م��گ��رای��ی از ک��ه ری��م دا qn = an − pn ای��ن�ك��ه از آن��گ��اه ب��اش��د ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

pn اگ��ر ب��ار دی��گ��ر اس��ت. ت��ن��اق��ض در

ب��ط��ور ن��م��ی���ت��وان��ن��د
∞∑
n=۱

qn و
∞∑
n=۱

pn زی��را اس��ت، ن��ام��م��ك��ن ای��ن ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه ن��ی��ز
∞∑
n=۱

qn ه��م��گ��رای��ی
∞∑
n=۱

an

ب��اش��د. واگ��را م��ی���ب��ای��د
∞∑
n=۱

qn م��ش��اب��ه، ری��ق ط�� ب��ه ب��اش��د. واگ��را م��ی���ب��ای��د
∞∑
n=۱

pn ب��اش��ن��د. ه��م��گ��را ه��م��زم��ان
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آن ب��ازآرائ��ی و س��ری ی��ك ج��م��لات دس��ت��ه���ب��ن��دی ٨.١۴

س��ری ی��ك ج��م��لات دس��ت��ه���ب��ن��دی ١.٨.١۴

�دا �ی� اك� �ه���ای �ال� �ب� دن� {mn} �د �ی� �ن� ك� �رض ف� و �د �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ری س� �ك ی�
∞∑
n=۱

an �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١.٨.١۴ �ف �ری� �ع� ت�

ك��ن��ی��د. ف��رض ه��م��چ��ن��ی��ن ب��اش��د. م��ث��ب��ت و ص��ح��ی��ح اع��داد از ص��ع��ودی

b۱ = a۱ + a۲ + . . .+ am۱

b۲ = am۱+۱ + . . .+ am۲

b۳ = am۲+۱ + . . .+ am۳

م��ث��لا اس��ت.
∞∑
n=۱

an ج��م��لات ب��ن��دی دس��ت��ه ی��ك از م��ت��ش��ك��ل
∞∑
n=۱

bn س��ری گ��وی��ی��م

(a۱ + a۲ + a۳) + (a۴ + a۵) + (a۶) + . . .

.
∞∑
n=۱

an س��ری ج��م��لات ب��ن��دی دس��ت��ه از م��ت��ش��ك��ل اس��ت، س��ری ی��ك

و �ت �رش� س� �ری، س� �ك ی� �لات �م� ج� �ردن ك� �دی �ن� ب� �ه �ت� دس� �ا ب� �ا آی� �ه ك� �رد �ی� �ی���گ� م� �ل �ك� ش� �ن ذه� در �وال س� �ن ای� �ا �ت� �ع� �ی� �ب� ط�
�ك ی� �لات �م� ج� �ی �ت� وق� �ال، �ث� م� �رای ب� �ت. اس� �ت �ب� �ث� م� �رس��ش پ� �ن ای� �خ �اس� پ� �ود؟ �ی���ش� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �وش �خ� �ت� دس� آن �ای �ه� �ت� �ل� �ص� خ�
�ورت ص� �ه ب� ،۱ − ۱ + ۱ − ۱ + ۱ − ۱ + . . . �دی �ن� �ه�ب� �ت� دس� �ا ب� �لا �ث� م� �م �ی� �ن� ك� �دی �ن� ب� �ه �ت� دس� را �اوب �ن� �ت� م� �ری س�
ب��خ��ش ای��ن آورد دس��ت ت��ن��ه��ا م��ی���گ��ردد. ح��اص��ل ه��م��گ��را س��ری ی��ك ،(۱− ۱) + (۱− ۱) + (۱− ۱) + . . .

اس��ت. ش��ده ب��ی��ان زی��ر ق��ض��ی��ه در

ج��م��ع ح��اص��ل و ه��م��گ��راس��ت خ��ود ه��م��گ��را، س��ری ی��ك ج��م��لات ب��ن��دی دس��ت��ه از ح��اص��ل س��ری ه��ر .٢.٨.١۴ ق��ض��ی��ه
اس��ت. ب��راب��ر اص��ل��ی س��ری ج��م��ع ح��اص��ل ب��ا آن

�د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب�
∞∑
n=۱

an �ری س� �لات �م� ج� �دی �ن� ب� �ه �ت� دس� از �ل �اص� ح�
∞∑
n=۱

bn �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.

در �د. �اش� ب�
∞∑
n=۱

bn �ی زی� � ج� �ای �ع�ه� �م� �ج� �ل� �اص� ح� �ه �ال� �ب� دن� {Tn} و
∞∑
n=۱

an �ی زی� � ج� �ای �ع�ه� �م� �ج� �ل� �اص� ح� �ه �ال� �ب� دن� {Sn}

�ی��ن �ن� چ� �ز �ی� ن� {Tn} �د، �اش� ب� �را �گ� �م� ه� {Sn} �ر اگ� پ��س، اس��ت. {Sn} �ه �ال� �ب� دن� �ر زی� ی��ك �ارا �ك� آش� {Tn} �ن�ص��ورت ای�
ب��ب��ی��ن��ی��د). را ٢.۵.٩ (ق��ض��ی��ه اس��ت.

آرای��ی ب��از ٢.٨.١۴

�ی��ب �رت� ت� �ق��ی، �ی� �ق� ح� اع��داد در ش��رک��ت�پ��ذی��ری �ی��ت خ��اص� ب��ه �ا �ن� ب� �م �ی� �ن� ك� �م��ع ج� ی��ك��دی��گ��ر �ا ب� را اع��داد از �ن��اه��ی �ت� م� ت��ع��داد �ر اگ�
�ی��ن �ن� چ� دی��گ��ر �ن��د، ب��اش� ب��ح��ث م��ورد �ن��اه��ی �ت� �ام� ن� س��ری�ه��ای ك��ه �ن��گ��ام��ی ه� ول��ی اس��ت. �ی��ت �م� اه� �اق��د ف� ع��م��ل، ای��ن ان��ج��ام
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دخ��ال��ت آن ج��م��ع ح��اص��ل و خ��ص��ل��ت در گ��رف��ت��ه���ان��د، ق��رار ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری در آن ط��ی ج��م��لات ك��ه ت��رت��ی��ب��ی ن��ی��س��ت.
دارد.

�اه �گ� آن� �د، �اش� ب� N �ه ب� N از �ك ی� �ه ب� �ك ی� �ع �اب� ت� �ك ی� σ و �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ری س� �ك ی�
∞∑
n=۱

an �ر اگ� .٣.٨.١۴ �ف �ری� �ع� ت�

ب��ازآرای��ی ی��ك ۱ + ۱
۳ − ۱

۲ + ۱
۵ + ۱

۷ − ۱
۴ + . . . م��ث��لا اس��ت.

∞∑
n=۱

an ب��ازآرای��ی ی��ك
∞∑
n=۱

aσ(n) گ��وی��ی��م،

اس��ت. ،۱ − ۱
۲ + ۱

۳ − ۱
۴ + . . .

ت��وج��ی��ه ن��ام ای��ن ب��ه را م��ش��روط ه��م��گ��رای س��ری�ه��ای ن��ام�گ��ذاری ع��ل��ت اس��ت، ری��م��ان ب��ه م��ن��س��وب ك��ه زی��ر ق��ض��ی��ه
م��ی�ک��ن��ی��م. ص��رف�ن��ظ��ر آن اث��ب��ات از ب��ودن ت��ک��ن��ی��ک��ی ع��ل��ت ب��ه م��ی���ك��ن��د.

�د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �د. �اش� ب� �روط �ش� م� �رای �گ� �م� ه� �ری س� �ك ی�
∞∑
n=۱

an �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .۴.٨.١۴ �ه �ی� �ض� ق�

�ع �م� �ج� �ل� �اص� ح� �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن� �ا ب�
∞∑
n=۱

an �رای ب�
∞∑
n=۱

a′n �ی �ازآرای� ب� �ورت ص� �ن ای� در .−∞ ≤ α ≤ β ≤ ∞

ب��ط��وری��ك��ه اس��ت م��وج��ود S′n زی��ی ج��
lim
n→∞

inf S′
n = α, lim

n→∞
supS′

n = β (۴.١۴)

٣.۵.١۴ �ث��ال (م� ١.۵.١۴ �ت��ز �ی� لای��ب�ن� �ی��ه ق��ض� ب��ه �ا �ن� ب� �م ری� � �ی� م��ی�گ� ن��ظ��ر در را
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱

n س��ری .۵.٨.١۴ �ث��ال م�

داد �ان �ش� ن� �وان �ی�ت� م� �ع واق� (در
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱

n = L �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. �راس� �گ� �م� ه� �ری س� �ن ای� �د) �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را

(L ̸= ۰ پ��س ،L = log ۲

ری��م دا پ��س

۰ ̸= L = ۱ − ۱

۲
+

۱

۳
− ۱

۴
+

۱

۵
− ۱

۶
+

۱

۷
− ۱

۸
+ · · · (۵.١۴)

١٠.١.١۴ ق��ض��ی��ه ب��ر ب��ن��ا پ��س
۱

۲
L =

۱

۲
− ۱

۴
+

۱

۶
− ۱

۸
+

۱

۱۰
− ۱

۱۲
+ · · ·

م��س��ل��م، ط��ور ب��ه ب��ن��اب��رای��ن و
۱

۲
L = ۰ +

۱

۲
− ۰ − ۱

۴
+ ۰ +

۱

۶
− ۰ − ۱

۸
+ · · · (۶.١۴)

داش��ت خ��واه��ی��م ١٠.١.١۴ ب��ر ب��ن��ا م��ج��ددا ک��ن��ی��م، ج��م��ع ۵.١۴ ب��ا را ۶.١۴ اگ��ر پ��س

۳

۲
L = (۱ + ۰) + (−۱

۲
+

۱

۲
) + (

۱

۳
− ۰) + (

−۱

۴
+

−۱

۴
) + (

−۱

۵
+ ۰)

+(−۱

۶
+

۱

۶
) + (

۱

۷
+ ۰) + (

−۱

۸
+

−۱

۸
) + · · ·
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ی��ا
۳

۲
L = ۱ +

۱

۳
− ۱

۲
+

۱

۵
+

۱

۷
− ۱

۴
+

۱

۹
+

۱

۱۱
− ۱

۶
+ · · · (٧.١۴)

دو �ه ب� �ری س� دو �ن ای� �ی ول� �ت اس� ۵.١۴ �ت راس� �ت �م� س� �ری س� �ش آرای� �د �دی� �ج� ت� �ک ی� ٧.١۴ �ت راس� �ت �م� س� �ری س�
ه��م��گ��رای��ن��د. م��ت��ف��اوت م��ق��دار

�ه ب� �ه ک� �ه�ای �ون� گ� �ه ب� �م �ی� �اب� �ی� ب�
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱

n �ری س� �ش آرای� �د �دی� �ج� ت� �ک ی� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ع واق� در .۶.٨.١۴ �ر �ذک� ت�

�ه ک� �م �ی� �ی�دان� م� ٣.٢.١۴ �ال �ث� م� �ر ب� �ا �ن� ب� �د �اش� ب� �را �گ� �م� ه� ۵١٢ �لا �ث� م� �ده ش� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �ل �ب� ق� از �ه ک� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ر ه�
�دا �ی� اک� �ه �ال� �ب� دن� �ک ی� آن �ی زی� � ج� �ای �وع�ه� �م� �ج� م� �ذا ل� �را؟) (چ� �ت اس� �را واگ� �ری س� �ک ی� ۱ + ۱

۳ + ۱
۵ + · · · �ری س�

�در ق� �ه ب� N �رد ف� �دد ع� �ر اگ� ۱ + ۱
۳ + ۱

۵ + · · · + ۱
N �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� �ران �ی�ک� ب� �ه�ای �ال� �ب� دن� �ه ک� �ت اس� �ودی �ع� ص�

�ه ک� �د �اش� ب� �ردی ف� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ن ری� � �ک�ت� �وچ� ک� N۱ �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت. اس� �ر �ت� �زرگ� ب� ۵١٢ از �د �اش� ب� �زرگ ب� �ی �اف� ک�
�رض ف� �ال ح� ۱ + ۱

۳ + ۱
۵ + · · · + ۱

N۱
− ۱

۲ ≤ ۵۱۲ �س پ� ۱ + ۱
۳ + ۱

۵ + · · · + ۱
N۱

> ۵۱۲

و اس��ت ب��زرگ��ت��ر N۱ از ک��ه ب��اش��د ف��ردی ص��ح��ی��ح ع��دد ری��ن ک��وچ��ک�ت�� N۲ ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م

۱ +
۱

۳
+

۱

۵
+ · · ·+ ۱

N۱
− ۱

۲
+

۱

N۱ + ۲
+ · · ·+ ۱

N۲
> ۵۱۲.

ب��ن��اب��رای��ن

۱ +
۱

۳
+

۱

۵
+ · · ·+ ۱

N۱
− ۱

۲
+

۱

N۱ + ۲
+ · · ·+ ۱

N۲
− ۱

۴
≤ ۵۱۲.

�را �گ� �م� ه� ۵١٢ �ه ب� �ه ک� �م �ازی� �س� ب�
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱

n آرای��ش �د �دی� �ج� ت� �ک ی� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �م �ی� ده� �ه ادام� �ب �ی� �رت� ت� �ن �ی� �م� ه� �ه ب� �ر اگ�

ب��اش��د.

از �ی �ازآرای� ب� �ر ه� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �را �گ� �م� ه� A �ه ب� و �ی، �ف� �ن� �ام� ن� �لات �م� ج� �ا ب� �ری س� �ك ی�
∞∑
n=۱

an �ر اگ� .٧.٨.١۴ �ه �ی� �ض� ق�

ه��م��گ��راس��ت. A ب��ه
∞∑
n=۱

an

�ب �ی� �رت� ت� �ه ب� {Tn} و {Sn} �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �د. �اش� ب�
∞∑
n=۱

an از �ی �ازآرای� ب� �ك ی�
∞∑
n=۱

bn �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.

ك��ن��ی��د ف��رض ه��م��چ��ن��ی��ن ب��اش��ن��د.
∞∑
n=۱

bn و
∞∑
n=۱

an زی��ی ج�� م��ج��م��وع��ه��ای دن��ب��ال��ه���ه��ای

b۱ = an۱ , b۲ = an۲ , . . . , bm = anm , M = max{n۱, n۲, . . . , nm}

،١.٣.١۴ �ه �ی� �ض� ق� �ر �اب� �ن� ب� �ت. اس� �دار �ران� ك� �الا ب� از {Tn} �ه �ال� �ب� دن� �ب �ی� �رت� ت� �ن �دی� ب� ،Tm ≤ Sm ≤ A �ارا �ك� آش�

A �ه ب�
∞∑
n=۱

an �ون چ� .B ≤ A �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �را �گ� �م� ه� B �ه ب�
∞∑
n=۱

bn �ر اگ� �ن، �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ت. �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

bn

ه��م��گ��راس��ت.

پ��س ،A ≤ B �م ری� دا ف��وق �د �ن� �رآی� ف� �اره دوب� دادن �ام �ج� ان� �ا ب� اس��ت،
∞∑
n=۱

an از �ازآرای��ی ب� ی��ك �ز �ی� ن�
∞∑
n=۱

an
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.A = B

از ب��ازآرای��ی ه��ر آن��گ��اه ب��اش��د، ه��م��گ��را A ب��ه و ه��م��گ��را م��ط��ل��ق��ا س��ری ی��ك
∞∑
n=۱

an اگ��ر ری��ك��ل��ه). (دی�� ٨.٨.١۴ ق��ض��ی��ه

ه��م��گ��راس��ت. A ب��ه
∞∑
n=۱

an

م��ی���ك��ن��ی��م. ری��ف ت��ع�� ،n ∈ N ه��ر ب��رای اث��ب��ات.

qn =
۱

۲
(an − |an|), pn =

۱

۲
(an + |an|)

Q �ه ب�
∞∑
n=۱

qn و P �ه ب�
∞∑
n=۱

pn �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �د. �ن� �رای� �گ� �م� ه� �ردو ه�
∞∑
n=۱

qn و
∞∑
n=۱

pn ،٣.۶.١۴ �ر �ذک� ت� �ر �اب� �ن� ب�
∞∑
n=۱

|an|= P −Q و
∞∑
n=۱

an = P +Q ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، ه��م��گ��را

ك��ن��ی��د. ف��رض ه��م��چ��ن��ی��ن .
∞∑
n=۱

an از ب��ازآرای��ی ی��ك
∞∑
n=۱

bn ك��ن��ی��د ف��رض

vn =
۱

۲
(−|bn|+bn), un =

۱

۲
(|bn|+bn)

ه��م��چ��ن��ی��ن ه��س��ت��ن��د.
∞∑
n=۱

qn و
∞∑
n=۱

pn ب��رای ب��ازآرای��ی��ه��ای��ی ت��رت��ی��ب ب��ه
∞∑
n=۱

vn و
∞∑
n=۱

un ص��ورت ای��ن در
∞∑
n=۱

bn =

∞∑
n=۱

un +

∞∑
n=۱

vn

و
∞∑
n=۱

|bn|=
∞∑
n=۱

un −
∞∑
n=۱

vn

ك��ه ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ت��ی��ج��ه ،١٠.١.١۴ ق��ض��ی��ه از ه��س��ت��ن��د، ن��ام��ن��ف��ی ج��م��لات ب��ا ری��ه��ای س��
∞∑
n=۱

(−qn) و
∞∑
n=۱

pn چ��ون
∞∑
n=۱

vn =
∞∑
n=۱

qn,
∞∑
n=۱

un =
∞∑
n=۱

pn

پ��س

∞∑
n=۱

an =

∞∑
n=۱

pn +

∞∑
n=۱

qn

=

∞∑
n=۱

un +

∞∑
n=۱

vn =

∞∑
n=۱

bn
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و

∞∑
n=۱

|an| =
∞∑
n=۱

pn −
∞∑
n=۱

qn

=

∞∑
n=۱

un −
∞∑
n=۱

vn =

∞∑
n=۱

|bn|

اس��ت. A آن ج��م��ع ح��اص��ل و ه��م��گ��را م��ط��ل��ق��ا
∞∑
n=۱

an از ب��ازآرای��ی ی��ک ،
∞∑
n=۱

bn پ��س

م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه س��ری�ه��ا ض��رب در زی��ر ص��ورت ب��ه ق��ض��ی��ه ی��ک (ب��ازآرای��ی) آرای��ش ت��ج��دی��د ق��ض��ی��ه از

�اه آن�گ� �د، �ن� �اش� ب� �ق �ل� �ط� م� �رای �گ� �م� ه� B و A �ه ب� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب�
∞∑
n=۱

bn و
∞∑
n=۲

an �ای �ری�ه� س� �ر اگ� .٩.٨.١۴ �ه �ی� �ض� ق�

�ل��ق �ط� م� �رای �گ� �م� ه� C و n = ۰,۱,۲,۳, · · · �رای ب� cn =
n∑

k=۰
akbn−k ،

∞∑
n=۱

cn آن در �ه ک� AB = C

اس��ت.

ری��م دا اث��ب��ات.
|ck|≤ |a۰bk|+|a۱bk−۱|+ · · ·+ |akb۰|, (k = ۰,۱,۲,۳, · · ·)

،n ه��ر ب��رای ل��ذا

|c۰|+|c۱|+ · · ·+ |cn|

≤ |a۰b۰|+(|a۰b۱|+|a۱b۰|) + · · ·+ (|a۰bn|+|a۱bn−۱|+ · · ·+ |a۰bn|)

≤ (|a۰|+ · · ·+ |an|)(|b۰|+ · · ·+ |bn|)

≤ (

∞∑
k=۰

|ak|)(
∞∑
k−۰

|bk|).

∞∑
k=۰

|ck|< ∞ رو �ن ای� از و �ت اس� �دار �ران� ک� �الا ب� از
∞∑
k=۰

|ck| �ری س� �ی زی� � ج� �ای �وع�ه� �م� �ج� م� �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

م��ی�ده��د. ن��ش��ان اس��ت)
∞∑
k=۰

ck م��ج��م��وع��ش (ک��ه را زی��ر س��ری م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای��ی ه��م�چ��ن��ی��ن ف��وق ن��ام��س��اوی

a۰b۰ + a۰b۱ + a۱b۰ + a۰b۲ + a۱b۱ + a۲b۰ + a۰b۳ + · · · (٨.١۴)
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ب��ن��وی��س��ی��م و ک��ن��ی��م آرای��ش ت��ج��دی��د را ٨.١۴ ج��م��لات م��ی�ت��وان��ی��م ٨.٨.١۴ ب��ن��اب��ر
∞∑
k=۰

ck = [a۰b۰]+ [a۰b۱ +a۱b۰ +a۱b۱]+ [a۰b۲ +a۲b۰ +a۱b۲ + a۲b۱ +a۲b۲]+ · · ·

(٩.١۴)
ک��ه ajbk ح��اص��ل�ض��رب�ه��ای ت��م��ام از ٩.١۴ راس��ت س��م��ت (n = ۰,۱,۲, · · ·) nاُم ک��روش��ه داخ��ل ج��م��ل��ه�ه��ای
ده��ی��م ق��رار اگ��ر ش��ده�ان��د ت��ش��ک��ی��ل ن��ی��س��ت n از ب��زرگ��ت��ر k ی��ا j از ک��دام ه��ی��چ و اس��ت n م��س��اوی k ی��ا j آن�ه��ا در�

Bn = b۰ + b۱ + · · ·+ bn, An = a۰ + a۱ + · · ·+ an

ری��م دا آن�گ��اه
a۰b۰ = A۰B۰,

a۰b۱ + a۱b۰ + a۱b۱ = (a۰ + a۱)(b۰ + b۱)− a۰b۰

= A۱B۱ −A۰B۰,

a۰b۲ + a۲b۰ + a۱b۲ + a۲b۱ + a۲b۲

= (a۰ + a۱ + a۲)(b۰ + b۱ + b۲)− (a۰ + a۱)(b۰ + b۱)

= A۲B۲ −A۱B۱.

�ا ب� �ر �راب� ب� ٩.١۴ �ت راس� �ت �م� س� در nاُم �ه �روش� ک� �ل داخ� �دار �ق� م� n ≥ ۱ �ر ه� �رای ب� �ی، �ل� ک� �ور ط� �ه ب� و
از اس��ت ع��ب��ارت ٩.١۴ راس��ت س��م��ت در اول ک��روش��ه م��ج��م��وع ب��ن��اب��رای��ن، اس��ت. AnBn −An−۱Bn−۱

[A۰B۰] + [A۱B۱ −A۰B۰] + · · ·+ [AnBn −An−۱Bn−۱] = AnBn.

�ام��ل ک� �ان �ره� ب� و اس��ت AB �ر �راب� ب� ٩.١۴ راس��ت �م��ت س� رو ای��ن از .n → ∞ �ت��ی وق� �د �ن� �ی�ک� م� �ی��ل م� AB �ه ب� �ه ک�
م��ی�ش��ود.

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را زی��ر س��ری رف��ت��ار .١٠.٨.١۴ م��ث��ال

۱+
۱

۲
(۵x− ۳x۲) +

۱

۲۲ (۵x− ۳x۲)۲ +
۱

۲۳ (۵x− ۳x۲)۳ + . . . , x ∈ R (١٠.١۴)

ب��ر م��ی���ت��وان��د و ه��م��گ��راس��ت ١٠.١۴ س��ری آن��ه��ا ازای ب��ه ك��ه ك��رد خ��واه��ی��م م��ش��خ��ص x ∈ R از را م��ق��ادی��ری ح��ل.
ش��ود. ب��ازآرای��ی x ص��ع��ودی ق��وای اس��اس

ه��م��گ��راس��ت س��ری ای��ن اس��ت. r = ۱
۲(۵x− ۳x۲) ن��س��ب��ت ق��در ب��ا ه��ن��دس��ی ت��ص��اع��د ی��ك ١٠.١۴ س��ری

ه��م��گ��راس��ت x از م��ق��ادی��ری ب��رای ١٠.١۴ پ��س .−۲ < ۵x−۳x۲ < ۲ اگ��ر ی��ع��ن��ی، ،
∣∣∣۵x−۳x۲

۲

∣∣∣ < ۱ اگ��ر
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و �ر اگ� ۳x۲ − ۵x − ۲ < ۰ �ی ول� ۳x۲ − ۵x + ۲ > ۰ و ۳x۲ − ۵x − ۲ < ۰ �ا �ه� آن� ازای در �ه ك�
س��ری رو ای��ن از .x > ۱ ی��ا x < ۲

۳ اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر ۳x۲ − ۵x+ ۲ > ۰ و −۱
۳ < x < ۲ اگ��ر ف��ق��ط

.x ∈
(
−۱

۳ ,
۲
۳

)
∪ (۱,۲) اگ��ر ه��م��گ��راس��ت ١٠.١۴

ش��ود، ن��وش��ت��ه زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی���ت��وان��د ١٠.١۴ س��ری

۱ +
۱

۲
(۵x− ۳x۲) +

۱

۴
(۲۵x۲ − ۳۰x۳ + ۹x۴) + . . . (١١.١۴)

ش��ود. ب��ازآرای��ی زی��ر ص��ورت ب��ه x ص��ع��ودی ق��وای اس��اس ب��ر م��ی���ت��وان��د ه��م��چ��ن��ی��ن

۱ +
۵

۲
x− ۳

۲
x۲ +

۲۵

۴
x۲ − ۳۰

۴
x۳ +

۹

۴
x۴ + . . .

زی��ر: س��ری اگ��ر ی��ع��ن��ی، ب��اش��د، ه��م��گ��را م��ط��ل��ق��ا س��ری ای��ن اگ��ر

۱ +
۱

۲
(۵|x|+۳|x|۲) + ۱

۴
(۲۵|x|۲+۳۰|x|۳+۹|x|۴+ . . .

اگ��ر ب��ود خ��واه��د ه��م��گ��را س��ری ای��ن ام��ا ب��اش��د. ه��م��گ��را
۵|x|+۳|x|۲

۲
< ۱

�ه ك� �ت اس� آن �اوی �س� �ام� ن� �ن ای� �وع وق� �رای ب� �ی �اف� ك� و لازم �رط ش� �ی ول� .(۳|x|−۱)(|x|+۲) < ۰ �ر اگ� �ی، �ن� �ع� ی�
|x|< ۱

۳

ع��م��وم��ی س��ری�ه��ای ب��ر آزم��ون�ه��ای��ی ٩.١۴

ول��ی اس��ت. ن��ی��ت��ز لای��ب آزم��ون ش��ن��اخ��ت��ه���ای��م، م��ش��روط ه��م��گ��رای س��ری ی��ك ه��م��گ��رای��ی ب��رای ك��ن��ون ت��ا ك��ه آزم��ون��ی ت��ن��ه��ا
�ی��س��ت. ن� �ق��دور م� �ز �ت� �ی� ن� لای��ب آزم��ون �م��ك ك� �ا ب� �ا �ه� آن� �رای��ی �گ� �م� ه� �ب��ات اث� �ه ك� �د دارن� �ود وج� م��ش��روط��ی �رای �گ� �م� ه� �ه��ای ری� � س�

ن��ی��س��ت. م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای
∞∑
n=۱

sin(n)
n س��ری ك��ه ك��رد ت��ح��ق��ی��ق س��ادگ��ی ب��ه م��ی���ت��وان م��ث��ال ب��ع��ن��وان

آزم��ون س��ری ای��ن ب��رای ن��م��ی���ت��وان��ی��م م��ا اس��ت. م��ش��روط ه��م��گ��رای س��ری ای��ن ك��ه داد خ��واه��ی��م ن��ش��ان زودی ب��ه
ک��ه اس��ت دل��ی��ل ای��ن ب��ه م��ی���رس��د ن��ظ��ر ب��ه م��ت��ن��اوب س��ری ی��ك ه��م��چ��ون ن��ظ��ر م��ورد س��ری اگ��ر ری��م ب��ب�� ب��ك��ار را ن��ی��ت��ز لای��ب
�ن ای� در �ری �ؤث� م� �ار �ی� �س� ب� �ك �م� ك� �ر زی� �ه�ی �ی� �ض� ق� �رد. �ذی� �ی���پ� م� �ی �ف� �ن� م� و �ب��ت �ث� م� �ری �ادی� �ق� م� �ار ب� �ر ه� �ای��ت، �ه� ن� �ی ب� �ا ت� sin(n)

ب��ود. خ��واه��د ب��خ��ش

�ت��ی �ب� �ث� م� و �ی��ح ص��ح� �اب��ت، ث� ع��دد m و �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد از �ال��ه �ب� دن� دو {bn} ،{an} �ی��د �ن� ك� ف��رض .١.٩.١۴ �ی��ه ق��ض�
،n ≥ m ب��رای ص��ورت، ای��ن در .Sn = am+۱ + . . .+ an ك��ن��ی��د ف��رض n ≥ m ب��رای ه��م��چ��ن��ی��ن ب��اش��د.

n∑
k=m

akbk = Snbn+۱ −
n∑

k=m

Sk(bk+۱ − bk)

�رای ب� .ak = Sk − Sk−۱ ،k ≥ m �ر ه� ازای �ه ب� �ورت ص� ای��ن در Sm−۱ = ۰ �م �ی� �ن� �ی���ك� م� ری��ف � �ع� ت� اث��ب��ات.
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ری��م. دا n ≥ m

n∑
k=m

akbk =
n∑

k=m

(Sk − Sk−۱)bk

= (Sm − Sm−۱)bm + (Sm+۱ − Sm)bm+۱ + . . .+ (Sn − Sn−۱)bn

= Sm(bm − bm+۱) + Sm+۱(bm+۱ − bm+۲) + . . .+ Sn−۱(bn−۱ − bn)

+Snbn

= Sm(bm − bm+۱) + Sm+۱(bm+۱ − bm+۲) + . . .+ Sn−۱(bn−۱ − bn)

+Sn(bn − bn+۱) + Snbn+۱

= Snbn+۱ +
n∑

k=m

Sk(bk − bk+۱)

= Snbn+۱ −
n∑

k=m

Sk(bk+۱ − bk)

م��ی���ش��ود، ن��وش��ت��ه زی��ر ص��ورت ب��ه ف��وق ف��رم��ول ،m = ۱ ب��رای
n∑

k=۱

akbk = Snbn+۱ −
n∑

k=۱

Sk(bk+۱ − bk) (١٢.١۴)

.Sn = b۱ + b۲ + . . .+ bn ك��ه

رس��ان��ی��م. اث��ب��ات ب��ه را اس��ت م��ع��روف آب��ل ل��م ب��ه ك��ه زی��ر ن��ت��ی��ج��ه���ی ت��ا ك��رد خ��واه��د ی��اری را م��ا ف��وق ف��رم��ول

�ه�ی �ال� �ب� دن� ،{Sn} �ه ك� �د �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از �ری س� �ك ی�
∞∑
n=۱

an �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل). آب� �م (ل� ٢.٩.١۴ �ه �ی� �ض� ق�

م��ی���ك��ن��د، ص��دق زی��ر ی ن��ام��ع��ادل��ه در آن ج��زئ��ی م��ج��م��وع��ه��ای
m ≤ Sn ≤ M, (n ∈ N)

n ∈ N ب��رای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، ن��ام��ن��ف��ی ح��ق��ی��ق��ی اع��داد از غ��ی��رص��ع��ودی دن��ب��ال��ه���ای {bn} ك��ن��ی��د ف��رض و

mb۱ ≤
n∑

k=۱

akbk ≤ Mb۱

آن��گ��اه .|Sn|≤ M ، n ∈ N ه��ر ب��رای اگ��ر وی��ژه، ∣∣∣∣∣ب��ه
n∑

k=۱

akbk

∣∣∣∣∣ ≤ Mb۱



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۵١٠

ری��م دا پ��ی��ش��ی��ن ق��ض��ی��ه�ی از اث��ب��ات.
n∑

k=۱

akbk =
n∑

k=۱

Sk(bk − bk+۱) + Snbn+۱

k ∈ N ه��ر ب��رای ف��وق، ف��رض��ی��ات ب��ن��اب��ر
m ≤ Sk ≤ M, bk ≥ ۰, bk − bk+۱ ≥ ۰

ب��ن��اب��رای��ن

m

n∑
k=۱

(bk − bk+۱) +mbn+۱ ≤
n∑

k=۱

akbk ≤ M

n∑
k=۱

(bk − bk+۱) +Mbn+۱

⇒ m[(b۱ − b۲) + (b۲ − b۳) + . . .+ (bn − bn+۱) + bn+۱] ≤
n∑

k=۱

akbk

≤ M [(b۱ − b۲) + (b۲ − b۳) + . . .+ (bn − bn+۱) + bn+۱]

⇒ mb۱ ≤
n∑

k=۱

akbk ≤ Mb۱

م��ی���ك��ن��ی��م. اث��ب��ات را زی��ر ق��ض��ی��ه ،١.٩.١۴ ق��ض��ی��ه از ج��م��ع��ب��ن��دی ف��رم��ول و ف��وق آورد دس��ت از اس��ت��ف��اده ب��ا ای��ن��ك

�وع�ه��ای �م� �ج� م� ی �ه �ال� �ب� دن� ،{Sn} �ه ك� �د �اش� ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از س��ری ی��ك
∞∑
n=۱

an �ی��د �ن� ك� ف��رض .٣.٩.١۴ �ی��ه ق��ض�

ب��اش��د. ه��م��گ��را �ف��ر ص� ب��ه و �ی��ق��ی �ق� ح� اع��داد از ص��ع��ودی �ی��ر غ� �ه���ای �ال� �ب� دن� {bn} �ی��د �ن� ك� ف��رض ب��اش��د، ك��ران��دار آن ج��زئ��ی

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

anbn ص��ورت ای��ن در

�ان �ش� ن� �ی، �ن� �ع� ی� �ت. �س� ج� �م �ی� �واه� خ� �ره �ه� ب� (١.٢.١۴ �ه �ی� �ض� (ق� �ا �ری�ه� س� �ر ب� �ی �ش� ك� �ی �رای� �گ� �م� ه� �ی �وم� �م� ع� �ل اص� از اث��ب��ات.
ب��ط��وری��ك��ه اس��ت م��وج��ود m م��ث��ب��ت و ص��ح��ی��ح ع��دد دل��خ��واه ϵ > ۰ ب��رای ك��ه داد ∣∣∣∣∣خ��واه��ی��م

n+p∑
k=n

akbk

∣∣∣∣∣ < ϵ, (n ≥ m, p ≥ ۱)

n ∈ N �ر ه� �رای ب� �ه �ك� �وری� �ط� ب� اس��ت �ود �وج� م� M > ۰ �داراس��ت. �ران� ك� {Sn} زی��ی � ج� �ع �م� ج� �اص��ل ح� �ه �ال� �ب� دن� �ون چ�
،r > n ≥ m ب��رای آن��گ��اه ب��اش��د، ث��اب��ت و ص��ح��ی��ح ع��ددی m اگ��ر پ��س، .|Sn|< M ،∣∣∣∣∣

r∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣ = |Sr − Sn−۱|≤ |Sr|+|Sn−۱|≤ M +M = ۲M
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،p ≥ ۱ ب��رای داش��ت خ��واه��ی��م ،٢.٩.١۴ ق��ض��ی��ه از اس��ت��ف��اده ∣∣∣∣∣ب��ا
n+p∑
k=n

akbk

∣∣∣∣∣ ≤ ۲Mbn

�ر ه� �رای ب� �ه �ك� �وری� �ط� ب� �ت اس� �ود �وج� م� m �ت �ب� �ث� م� و �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �واه �خ� دل� ϵ > ۰ �رای ب� lim
n→∞

bn = ۰ �ون چ�
.bn < ϵ/۲M ،n ≥ m

∞∑
n=۱

anbn �س پ� .
∣∣∣∣n+k∑
k=n

akbk

∣∣∣∣ ≤ ۲Mbn < ϵ
۲ ، p ≥ ۱ و n ≥ m �ر ه� �رای ب� رو �ن ای� از

ه��م��گ��راس��ت.

م��ی���ب��خ��ش��ی��م. ت��ح��ق��ق
∞∑
n=۱

sin(n)
n ه��م��گ��رای��ی دادن ن��ش��ان درب��اره���ی را خ��ود وع��ده���ی ای��ن��ك

ك��ن��ی��د. ب��ررس��ی را زی��ر س��ری رف��ت��ار x ∈ R ب��رای .۴.٩.١۴ م��ث��ال
∞∑
n=۱

sin(nx)

n

ش��ده ح��ل (م��س��ای��ل x ̸= ۲mπ اگ��ر ب��اش��د، ص��ح��ی��ح ع��ددی m وق��ت��ی ك��ه م��ی���دان��ی��م �ل��ث��ات، �ث� م� ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.
آن��گ��اه ب��ب��ی��ن��ی��د)، را م��خ��ت��ل��ط اع��داد

Sn = sinx+ sin(۲x) + . . .+ sin(nx) =
cos x

۲ − cos ۲n+۱
۲ x

۲ sin x
۲

ك��ه ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ی��ت��ج��ه ای��ن��ج��ا از

|Sn|≤
۱

|sin x
۲ |

�ه���ای �ال� �ب� دن� { ۱
n} �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ت. اس� �دار �ران� ك�

∞∑
n=۱

sin(nx) �ری س� �ی زی� � ج� �ای �ه� �وع� �م� �ج� م� �ه���ی �ال� �ب� دن� ،{Sn} �ی �ن� �ع� ی�

ك��ه ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ت��ی��ج��ه ٣.٩.١۴ ق��ض��ی��ه ری��ك��ل��ه دی�� آزم��ون ب��ن��اب��ر ه��م��گ��راس��ت. ص��ف��ر ب��ه و ب��وده ن��زول��ی و ی��ك��ن��وا اك��ی��دا
∞∑
n=۱

sin(nx)

n

ه��م��گ��راس��ت. x ∈ R ه��ر ب��رای

.(x ∈ R) ك��ن��ی��د ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

sin(nx)
logn س��ری رف��ت��ار .۵.٩.١۴ م��ث��ال

ازای �ه ب� Sn = sinx+ . . .+ sin(nx) �ت��ی وق� {Sn} ی �ال��ه �ب� دن� �ه ك� �م داده���ای� ن��ش��ان �ب��ل ق� �ال �ث� م� در ح��ل.
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�ر �ف� ص� �ه ب� �وده ب� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از �ی �زول� ن� �دا �ی� اك� �ه�ی �ال� �ب� دن� ،{ ۱
logn} �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ت. اس� �دار �ران� ك� x ̸= ۲mπ

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۲

sin(nx)
logn ، x ∈ R ه��ر ازای ب��ه ،٣.٩.١۴ ق��ض��ی��ه ری��ك��ل��ه دی�� آزم��ون ب��ن��اب��ر پ��س ه��م��گ��راس��ت.

م��ی���رس��ان��ی��م. اث��ب��ات ب��ه اس��ت آب��ل ب��ه م��ن��س��وب ك��ه را زی��ر م��ط��ل��ب س��ران��ج��ام

ه��م��گ��را و �ن��وا ی��ك� {bn} �ال��ه�ی �ب� دن� اگ��ر و ب��اش��د �ق��ی �ی� �ق� ح� اع��داد از �م��گ��رای��ی ه� س��ری
∞∑
n=۱

an اگ��ر .۶.٩.١۴ �ی��ه ق��ض�

ه��م��گ��راس��ت. ن��ی��ز
∞∑
n=۱

anbn آن��گ��اه ب��اش��د،

�رض ف� �د. �اش� ب� �ی �زول� ن� {bn} �ه ك� �رد ك� �ور �ص� ت� �وان �ی���ت� م� �ود ش� وارد �ه���ای �م� �ط� ل� �ان �ره� ب� �ت �ی� �ل� ك� �ه ب� �ه �ك� آن� �دون ب� اث��ب��ات.
cn ≥ ۰ ص��ورت ای��ن در .cn = bn − b، n ∈ N ب��رای �ه ك� �ی��د �ن� ك� ف��رض �ی��ن �ن� �م��چ� ه� . lim

n→∞
bn = b �ی��د �ن� ك�

ی �ه �ال� �ب� دن� ،{Sn} �ت، �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

an �ون چ� �ت. اس� �ودی �ع� ص� �ر �ی� {cn}غ� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� . lim
n→∞

cn = ۰ و

�ر �اب� �ن� ب� �ن، �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ت. �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

ancn ،٣.٩.١۴ �ه �ی� �ض� ق� �ر �اب� �ن� ب� �ت. اس� �دار �ران� ك� آن �ی زی� � ج� �ای �وع�ه� �م� �ج� م�

�ه ك� �م ری� � �ی� �ی���گ� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ،١٠.١.١۴ �ه�ی �ی� �ض� ق� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ار ب� �ر �گ� دی� �ت. �راس� �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

anb ،١٠.١.١۴ �ه �ی� �ض� ق�

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

anbn ن��ت��ی��ج��ه در و ه��م��گ��راس��ت
∞∑
n=۱

(ancn + anb)

ش��ده ح��ل ن��م��ون��ه م��س��ای��ل ١٠.١۴

م��ان��ن��د م��ث��ب��ت اع��داد از دن��ب��ال��ه�ای آن�گ��اه ب��اش��د م��ث��ب��ت اع��داد از واگ��را س��ری ی��ک
∞∑
n=۱

an اگ��ر .١.١٠.١۴ م��س��ال��ه

ب��اش��د. واگ��را ه��م ب��از
∞∑
n=۱

εnan ول��ی lim
n→∞

εn = ۰ ک��ه دارد وج��ود {εn}∞n=۱

اس��ت. واگ��را
∞∑
k=۱

sk+۱−sk
sk+۱

ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اب��ت��دا .Sn = a۱ + a۲ + . . .+ an ک��ن��ی��د ف��رض ح��ل.

ام��ر sn+۱(ای��ن > ۲sm ک��ه �م �ی� �ن� م��ی�ک� �ت��خ��اب ان� �ن��ان چ� را n ∈ N ع��دد ،m ∈ N ه��ر ب��رای �ور �ن��ظ� م� ای��ن ب��رای
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رو ای��ن از اس��ت. ن��زول��ی غ��ی��ر دن��ب��ال��ه�ای {Sk}∞k=۱ ام��ا ( lim
n→∞

Sn = ∞ زی��را اس��ت ام��ک��ان�پ��ذی��ر

n∑
k=m

Sk+۱ − Sk

Sk+۱
≥

n∑
k=m

Sk+۱ − Sk

Sn+۱

=
Sn+۱ − Sm

Sn+۱

>
Sn+۱ − ۱

۲Sn+۱

Sn+۱

=
۱

۲

ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود n ∈ N ع��دد �،m ∈ N ه��ر ب��رای ب��ن��اب��رای��ن
n∑

k=m

Sk+۱ − Sk

Sk+۱
≥ ۱

۲

�ه �ج� �ی� �ت� ن� در �د. �ن� �ی�ده� �م� ن� �ل �ی� �ک� �ش� ت� �ی �ش� ک� �ه�ای �ال� �ب� دن�
n∑

k=۱

Sk+۱−Sk

Sk+۱
�ری س� �ی �زئ� ج� �ای �وع�ه� �م� �ج� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

�ر اگ� .
∞∑
k=۱

ak+۱

sk+۱
=

∞∑
k=۲

ak
sk

= ∞ �ن �رای� �اب� �ن� ب� Sk+۱ − Sk = ak+۱ �ی ول� .
∞∑
k=۱

Sk+۱−Sk

Sk+۱
= ∞

∞∑
k=۲

εkak = ∞. و lim
k→∞

εk = ۰ آن��گ��اه ϵk = ۱
Sk

.٢.١٠.١۴ م��س��ال��ه

�ل��ق م��ط� �م��گ��رای ه�
∞∑
n=۱

an آن�گ��اه ب��اش��د م��وج��ود lim
n→∞

|an|
|bn| اگ��ر و ب��اش��د �ل��ق م��ط� �م��گ��رای ه�

∞∑
n=۱

bn اگ��ر ال��ف)

اس��ت.

.
∞∑
n=۱

|bn|= ∞ آن�گ��اه ب��اش��د م��وج��ود lim
n→∞

|an|
|bn| اگ��ر و

∞∑
n=۱

|an|= ∞ اگ��ر ب)

ح��ل.

�ت��ی �ب� �ث� م� �دد ع� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� �ی�ب� م� �ز �ی� �دارن� �ران� ک� پ��س �راس��ت �گ� �م� ه� { |an|
|bn|}

∞
n=۱ �ه �ال� �ب� دن� ف��رض �ه ب� �ا �ن� ب� �ون چ� ال��ف)

.
∞∑
n=۱

|an|≤
∞∑
n=۱

|bn| �ی��ج��ه �ت� ن� در ،n ∈ N ه��ر ب��رای |an|≤ M |bn| ک��ه اس��ت م��وج��ود M �ن��د �ان� م�

اس��ت. م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای
∞∑
n=۱

an ٣.٣.١۴ ن��ت��ی��ج��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س

٣.٣.١۴ ن��ت��ی��ج��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا دوب��اره پ��س ، ۱
M |an|≤ |bn| ی��ا و |an|≤ M |bn| ری��م دا ال��ف) ه��م��ان��ن��د ب)
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.
∞∑
n=۱

|bn|= ∞ ری��م دا

ب��اش��د، ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

an اگ��ر و ب��اش��د م��ث��ب��ت اع��داد از غ��ی��رص��ع��ودی دن��ب��ال��ه�ای {an}∞n=۱ اگ��ر .٣.١٠.١۴ م��س��ال��ه

. lim
n→∞

nan = ۰ آن�گ��اه

�اه آن�گ� ،
∞∑
n=۱

an = A �ر اگ� .Sn = a۱ + a۲ + . . . + an �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ل. ح�

�ون �ن� اک� . lim
n→∞

(S۲n − Sn) = ۰ �ن، �رای� �اب� �ن� ب� . lim
n→∞

Sn = A = lim
n→∞

S۲n

ای��ن�رو از .S۲n − Sn = an+۱ + an+۲ + . . .+ a۲n ≥ na۲n ≥ ۰

lim
n→∞

na۲n = ۰. (١٣.١۴)

پ��س .a۲n+۱ ≤ a۲n ول��ی

(۲n+ ۱)a۲n+۱ ≤
(

۲n+ ۱

۲n

)
(۲na۲n)

ری��م دا ، lim
n→∞

na۲n = ۰ ای��ن��ک��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در
lim
n→∞

(۲n+ ۱)a۲n+۱ = ۰ (١۴.١۴)

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل ١۴.١۴ و ١٣.١۴ از ح��ک��م ح��ال

را {an}∞n=۱ �ه �ال� �ب� دن� �ودن ب� �ودی �ع� �رص� �ی� غ� �رض ف� ٣.١٠.١۴ �ه �ل� �ئ� �س� م� در �ر اگ� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۴.١٠.١۴ �ه �ال� �س� م�
ب��ود. ن��خ��واه��د ب��رق��رار دی��گ��ر ح��ک��م ک��ن��ی��م، ح��ذف

.

 ۱
n ب��اش��د ک��ام��ل رب��ع م�� n اگ��ر
۱
n۲ ن��ب��اش��د ک��ام��ل رب��ع م�� n اگ��ر

�م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ر زی� �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� را
∞∑
n=۱

an �ری س� �ل. ح�

�ن ای� از .
∞∑
n=۱

an = ۱ + ۱
۲۲ + ۱

۳۲ + ۱
۴ + ۱

۵۲ + . . . + ۱
۸۲ + ۱

۹ + . . . �م ری� دا �ورت �ن�ص� ای� در

از �ی �زئ� ج� �ای �وع�ه� �م� �ج� م� �ن ای� �را زی� �ت اس� �دار �ران� ک� �الا ب� از
∞∑
n=۱

an �ری س� �ی �زئ� ج� �ای �وع�ه� �م� �ج� م� رو

اس��ت ک��وچ��ک��ت��ر ۲
∞∑
n=۱

۱
n۲ از م��ق��دار ای��ن و ک��وچ��ک��ت��ر ( ۱

۲۲ + ۱
۳۲ + ۱

۵۲ + . . .) + (۱ + ۱
۴ + ۱

۹ + . . .)

رب��ع م�� ه��ای��ی n ب��رای زی��را ن��م��ی�ک��ن��د، �ی��ل م� ص��ف��ر ب��ه n → ∞ وق��ت��ی nan ول��ی اس��ت ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

an �ن��اب��رای��ن ب�

.nan = ۱ ری��م دا ه��س��ت��ن��د ک��ام��ل

ن��ی��س��ت. ب��رق��رار ن��ی��ز ٢.١٠.١۴ م��س��ال��ه ع��ک��س ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵.١٠.١۴ م��س��ال��ه
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ح��ال��ی�ک��ه در اس��ت واگ��را ١١.۴.١۴ م��ث��ال ط��ب��ق ک��ه ری��م ب��گ��ی�� ن��ظ��ر در را
∞∑
n=۲

۱
n logn س��ری اس��ت ک��اف��ی ح��ل.

lim
n→∞

nan = lim
n→∞

۱

log n
= ۰.

.
∞∑
n=۱

۲n+n۲+n
۲n+۱n.(n+۱)

= ۱ ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۶.١٠.١۴ م��س��ال��ه

ک��ه: دی��د م��ی�ت��وان س��ادگ��ی ب��ه ح��ل.
۲n + n۲ + n

n.(n+ ۱)۲n+۱ =
۱

۲
[(

۱

n
− ۱

n+ ۱
) +

۱

۲n ]

رو ای��ن از
∞∑
n=۱

n۲ + n+ ۲n

n(n+ ۱)۲n+۱ =
۱

۲

∞∑
n=۱

(
۱

n
− ۱

n+ ۱
) +

۱

۲

∞∑
n=۱

۱

۲n = ۱

ب��ب��ی��ن��ی��د). را ۶.٣.١۴ ق��ض��ی��ه و ۴.١.١۴ (م��ث��ال

اس��ت. ه��م��گ��را زی��ر س��ری ده��ی��د ن��ش��ان .ab < ۱ و ۰ < a < ۱ < b ک��ن��ی��م ف��رض .٧.١٠.١۴ ∑م��س��ال��ه
an = a+ ab+ a۲b+ a۲b۲ + . . .+ anbn−۱ + anbn + . . .

را �ت �ب� �س� ن� �ون آزم� �ری س� �ن ای� �ی �ررس� ب� �رای ب� a۲n+۱ = an+۱bn و a۲n = anbn �م ری� دا �ون چ� �ل. ح�
lim
k→∞

ak+۱

ak
ن��ت��ی��ج��ه در a۲n+۱و

a۲n
= an+۱bn

anbn = a و a۲n+۲

a۲n+۱
= an+۱bn+۱

an+۱bn
= b زی��را ب��رد ک��ار ب��ه ن��م��ی�ت��وان

ری��م: دا ای��ن�ص��ورت در ری��م م��ی�ب�� ب��ک��ار را (١.۴.١۴ (ق��ض��ی��ه ک��ش��ی ام −n ری��ش��ه آزم��ون اگ��ر ح��ال ن��ی��س��ت. م��وج��ود

۲n
√
a۲n = (anbn)

۱
۲n =

√
ab →

√
ab

۲n+۱
√
a۲n+۱ = (an+۱bn)

۱
۲n+۱ = a

n+۱
۲n+۱ b

n
۲n+۱ →

√
ab

اس��ت. ه��م��گ��را ب��ح��ث م��ورد س��ری پ��س ،ab < ۱ چ��ون و lim
n→∞

n
√
an =

√
ab ب��ن��اب��رای��ن

ن��م��ای��ی��د. ب��ررس��ی را
∞∑
n=۱

۲n

(۵+(−۱)n)n س��ری رف��ت��ار .٨.١٠.١۴ م��س��ال��ه

ح��ال و اس��ت ه��م��گ��را س��ری ای��ن �ق��ای��س��ه) م� ٢.٣.١۴(آزم��ون �ی��ه ق��ض� �ن��اب��ه ب� ۲n

(۵+(−۱)n)n ≤ (۱
۲)

n چ��ون ح��ل.
م��ورد در (١.۴.١۴ ق��ض��ی��ه ک��ش��ی( n−ام ری��ش��ه آزم��ون و (١۵.٣.١۴ ق��ض��ی��ه ن��س��ب��ت( آزم��ون دو از ه��ی��چ�ی��ک آن��ک��ه

ب��رد. ب��ه�ک��ار م��ی�ت��وان ن��ی��ز را (١٩.٣.١۴ ق��ض��ی��ه ب��ه( را آزم��ون ام��ا ن��ی��س��ت ک��ارس��از آن



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۵١۶

،α ع��دد ه��ر ب��رای آن��گ��اه ن��ب��اش��د ه��م��گ��را م��ط��ل��ق �ط��ور ب��ه ام��ا ب��اش��د ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

an س��ری اگ��ر .٩.١٠.١۴ م��س��ال��ه

.
∞∑
n=۱

bn = α ک��ه اس��ت م��وج��ود {an} از {bn} م��ان��ن��د ب��ازارآرای��ی ی��ک

�ل �اص� ح� �ری س� �ر �گ� �ان� �ای� �م� ن�
∞∑
n=۱

qn و {an} �ت �ب� �ث� م� �لات �م� ج� از �ل �اص� ح� �ری س�
∞∑
n=۱

pn �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ل. ح�

�ه ک� �د �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ٨.٨.١۴ �ه �ی� �ض� ق� �د) �ی� �ن� �ی� �ب� ب� را ٨.٨.١۴ �ه �ی� �ض� ق� �ات �ب� اث� �د( �اش� ب� �ری س� �ن ای� �ی �ف� �ن� م� �لات �م� ج� از

�رای ب� �د �اش� ب� �واه �خ� دل� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� ی��ک α �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ال ح� �د �ن� �ت� �س� �ی� ن� �را �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

qn و
∞∑
n=۱

pn �ای �ه� ری� � س�

�را �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

pn �ون چ� اس��ت). α > ۰ از �اده س� �ازی �ازس� ب� ی��ک α < ۰ �ال��ت α(ح� > ۰ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ی �ادگ� س�

�ن ای� �ا ب� N �ن ری� � �ت� �ک� �وچ� N۱ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .
N∑

n=۱
pn > α �ت اس� �ود �وج� م� �ان �ن� چ� N �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ت، �س� �ی� ن�

�ر اگ� �ال ح� ،(۲)
N۱∑
n=۱

pn > α �ه �ک� آن� �ال ح� و (۱)
N۱−۱∑
n=۱

pn ≤ α �م ری� دا �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �اش� ب� �ت �ی� �اص� خ�

�ال S۱.ح� − α ≤ S۱ −
N۱−۱∑
n=۱

pn = pN۱ �را زی� S۱ − α ≤ pN۱ �اه �گ� آن� S۱ =
N۱∑
n=۱

pn �م �ی� ده� �رار ق�

�م ری� دا �ل �ب� ق� �د �ن� �ان� م� .T۱ = s۱ +
M۱∑
n=۱

qn < α �ه ک� �د �اش� ب� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ن ری� � �ت� �ک� �وچ� ک� M۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

،Mk �ا ی� Nk �ن �ک� �م� م� �داد اع� �ن ری� � �ت� �ک� �وچ� ک� �اب �خ� �ت� ان� �ا ب� �م �ی� ده� �ه ادام� را �د رون� �ن ای� �ر اگ� .α − T۱ ≤ −qM۱

دن��ب��ال��ه ه��س��ت��ن��د. α از ک��وچ��ک��ت��ر و ب��زرگ��ت��ر م��ت��ن��اوب��ا ک��ه م��ی�آوری��م ب��دس��ت ح��اص��ل�ج��م��ع�ه��ای��ی
P۱, . . . , PN۱ , q۱, . . . , qM۱ , PN۱+۱, . . . , PN۲ , . . .

ب��ه |Tk − α| و |Sk − α| ری��م دا ف��وق م��ط��ال��ب ب��ه ت��وج��ه ب��ا ک��ه ن��م��ای��ی��د ت��وج��ه اس��ت. {an} از ب��ازارآرای��ی ی��ک
ه��س��ت��ن��د {an} اص��ل��ی دن��ب��ال��ه از اع��ض��ای��ی ای��ن�ه��ا چ��ون و ه��س��ت��ن��د −qMk

ی��ا و PNk
م��س��اوی ی��ا ک��وچ��ک��ت��ر ت��رت��ی��ب

اس��ت. ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

an چ��ون ب��اش��د ه��م��گ��را ۰ ب��ه ن��زول��ی ط��ور ب��ه ت��رت��ی��ب ب��ه ب��ای��د

ن��م��ای��ی��د. ب��رس��ی را
∞∑
k=۱

(۱
۲ + ۱

k )
k س��ری رف��ت��ار .١٠.١٠.١۴ م��س��ال��ه

ری��م دا (١.۴.١۴ ق��ض��ی��ه ک��ش��ی( n−ام ری��ش��ه آزم��ون ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

lim
n→∞

(
(
۱

۲
+

۱

n
)n
) ۱

n
=

۱

۲
< ۱

اس��ت. ه��م��گ��را س��ری ای��ن پ��س



ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری�ه��ای .١۴ ف��ص��ل ۵١٧

م��س��ای��ل ١١.١۴

ن��م��ای��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را س��ری م��ق��دار زی��ر ری��ن��ات ت��م�� از ی��ک ه��ر در .١

.٨
∞∑
n=۱

tan−۱ ۱

n۲ + n+ ۱
,

.٩
∞∑
n=۱

n− ۱

۲n+۱ ,

.١٠
∞∑
n=۱

n

۲n ,

.١١
∞∑
n=۱

an+ b

n(n+ ۱)(n+ ۲)
, (a, b ∈ R),

.١٢
∞∑
n=۲

ln
(
۱ − ۱

n۲
),

.١٣
∞∑
n=۱

(n− ۱)!

(n+ ۲)!
, (p ∈ N),

.١۴
∞∑
n=۱

۱

(k + x)(k + x+ ۱)(k + x+ ۲)
, (x > ۰).

.١
∞∑
n=۰

(
۱

۲k
+

۱

۵k

)
,

.٢
∞∑
n=۱

(
۱

k(k + ۱)
+

۱

(k + ۱)(k + ۲)

)
,

.٣
∞∑
n=۲

۱

۱ − n۲
,

.۴
∞∑
n=۲

(
۱۲.۲k+۱

۳k−۲
− ۱۵.۳k+۱

۴k+۲

)
,

.۵
∞∑
n=۲

۱

n(n+ ۱)(n+ ۲)
,

.۶
۱+

۱

۲
− ۱

۴
− ۱

۸
+

۱

۱۶
+

۱

۳۲
−· · · ,

.٧
۱ − ۱

۲
− ۱

۴
− ۱

۸
− · · · ,

آن اُم n زی��ی ج�� م��ج��م��وع ک��ه ب��ن��وی��س��ی��د ری��ی س�� .٢

ال��ف)

Sn =
n+ ۱

n

ب)

Sn =
−۱ + ۲n

۲n



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۵١٨

ج)

Sn =
(−۱)n

n

ب��ی��اب��ی��د. ن��ی��ز را زی��ر س��ری م��ق��دار و ب��اش��د

ه��س��ت��ن��د. واگ��را زی��ر س��ری�ه��ای ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٣

.٣
۱√

۲ − ۱
− ۱√

۲ + ۱
+

۱√
۳ − ۱

− ۱√
۳ + ۱

+· · · ,

.۴
∞∑
n=۰

۲n∑
i=۰

۲−n.

.١
∞∑
n=۱

۱√
n
,

.٢
∞∑
n=۱

ln

(
۱ +

۱

n

)
,

ن��م��ای��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را زی��ر س��ری�ه��ای رف��ت��ار .۴

.۶
∞∑
k=۴

۱

k ln ln k
,

.٧
∞∑
k=۱

tan−۱ k

۱ + k۲
,

.٨
∞∑
k=۱

sechk,

.٩
∞∑
k=۱

۱

cosh۲ k
,

.١٠
∞∑
n=۱

sin
π

۲n ,

.١
∞∑
k=۴

۱

k۲
√
ln k

,

.٢
∞∑
k=۰

kek,

.٣
∞∑
k=۱

ln k

k۳
,

.۴
∞∑
k=۱

(
k

k + ۱

) ۱
k

,

.۵
∞∑
k=۳

ke−k۴
,



ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری�ه��ای .١۴ ف��ص��ل ۵١٩

.١٨
∞∑
n=۱

(
nn

n!

)n

,

.١٩
∞∑
n=۳

۱

(lnn)x
, (x ∈ R),

.٢٠
∞∑
n=۱

(۱ + ۱
n)

۲n

en
,

.٢١
∞∑
n=۱

۱

n
۱+ ۱

n
+ ۱

n۲ +···+ ۱
nk

, (k ∈ N),

.٢٢
∞∑
n=۱

e
m(n−۱)!
(n+m)!

, (m∈N)
,

.٢٣
∞∑
n=۲

۱

(lnn)n
,

.٢۴
∞∑
n=۱

۱

(۲n+ ۱)۳۲n+۱ .

.١١
∞∑
n=۱

n۲

n!
,

.١٢
∞∑
n=۱

(
tan−۱ ۱

n

)n

,

.١٣
∞∑
n=۱

n!

nn
,

.١۴
∞∑
n=۱

۲n

n۴
,

.١۵
∞∑

m=۰

m+ ۱

(m+ ۲)۲m ,

.١۶
∞∑
n=۰

۱√
n۳ + ۱

,

.١٧
∞∑
k=۳

۱

(ln k)ln ln k
,

p > ۱ ب��رای ده��ی��د ن��ش��ان .۵
۱

(p− ۱)(n+ ۱)p−۱
<

∞∑
k=۱

۱

kp
−

n∑
k=۱

۱

kp
<

۱

(p− ۱)(n+ ۱)p−۱
+

۱

(n+ ۱)p
.

ده��ی��د ن��ش��ان .۶(
n

e

)n

< n!< n

(
n

e

)n

e.

ه��م��گ��راس��ت. ن��ی��ز
∞∑
n=۱

a۲
n آن�گ��اه ب��اش��د، ه��م��گ��را م��ث��ب��ت، ج��م��لات ب��ا

∞∑
n=۱

an س��ری اگ��ر ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٧

ه��م��گ��راس��ت. ن��ی��ز
∞∑
n=۱

an
n آن�گ��اه ب��اش��د، ه��م��گ��را

∞∑
n=۱

a۲
n و an ≥ ۰ اگ��ر .٨



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۵٢٠

�ا ی� �روط �ش� م� �رای �گ� �م� ه� �ق، �ل� �ط� م� �رای �گ� �م� ه� �ده ش� داده �ری س� �ا آی� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �ر زی� �ات �ن� ری� � �م� ت� از �ک ی� �ر ه� در .٩
اس��ت. م��ت��ب��اع��د

.۶
∞∑
n=۱

(−۱)n cot−۱ n,

.٧
∞∑
n=۱

(−۱)n
۱.۳.۵. · · · .(۲n− ۱)

۲.۴.۶ · · · .(۲n)
,

.٨
∞∑
n=۱

(−۱)n tan
۱

n
,

.٩
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱

(
۱.۳.۵. · · · .(۲n− ۱)

۲.۴.۶ · · · .(۲n)

)p

, (p > ۰),

.١٠
∞∑
n=۱

n۱۰۰۰۰xn, (|x|< ۱).

.١
∞∑
n=۱

(−۳)n

n!
,

.٢
∞∑
n=۱

(−۱)nnn

n!
,

.٣
∞∑
n=۱

(−۱)n
(

۱ +
۱

n

)n

,

.۴
∞∑
n=۱

√
n(−۱)n−۱

۲n+ ۱
,

.۵
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱n tan−۱ ۱

n۲
,

.|
∞∑
n=۱

an|≤
∞∑
n=۱

|an| ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان آن�گ��اه
∞∑
n=۱

|an|< ∞ اگ��ر .١٠

ک��ن��ی��د ث��اب��ت .١١

ال��ف)
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱

n
= ۱ −

∞∑
n=۱

۱

۲n(۲n+ ۱)
=

∞∑
n=۱

۱

(۲n− ۱)۲n

ب)
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱

n۲
=

∞∑
n=۱

۴n− ۱

۴(۲n۲ − n)۲
= ۱ −

∞∑
n=۱

۴n+ ۱

۴(n۲ + n)۲

ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١٢

lim
n→∞

(
۱

n+ ۱
+

۱

n+ ۲
+ · · ·+ ۱

n+ bn

)
= ln(۱ + b)



ن��ام��ت��ن��اه��ی س��ری�ه��ای .١۴ ف��ص��ل ۵٢١

�ان �رای�ش� ب� �ه ک� �ی �وع� �م� �ج� م� �ه ب� �ر زی� �ای �ری�ه� س� از ی��ک �ر ه� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �اه آن�گ�
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱

n = A �ر اگ� .١٣

ه��م��گ��رای��ن��د. ش��ده م��ش��خ��ص

ال��ف)

۱ − ۱

۲
− ۱

۴
+

۱

۳
− ۱

۶
− ۱

۸
+ · · ·+ ۱

۲n− ۱
− ۱

۴n− ۲
− ۱

۴n
+ · · · = A

۲

ب)

۱ +
۱

۳
+

۱

۵
− ۱

۲
− ۱

۴
− ۱

۶
+

۱

۷
+

۱

۹
+

۱

۱۱
− · · · = A

ج)

۱ +
۱

۳
− ۱

۲
+

۱

۵
+

۱

۷
− ۱

۴
+ · · ·+ ۱

۴n− ۳
+

۱

۴n− ۱
− ۱

۲n
+ · · · = ۳

۲
A

�ری س� �ه ک� �ی �ال� ح� در �ت �راس� �گ� �م� ه� �ری س� �ن ای� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �م. ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱
√
n

�ری س� .١۴

ص��ورت ب��ه آن ت��رت��ی��ب ت��غ��ی��ی��ر از ح��اص��ل

۱ +
۱√
۳
− ۱√

۲
+

۱√
۵
+

۱√
۷
− ۱√

۴
+ · · ·

واگ��راس��ت. ب��ی��ای��د) م��ث��ب��ت ج��م��ل��ه دو دن��ب��ال ب��ه م��ن��ف��ی ج��م��ل��ه (ی��ک

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

cos(۲n−۱)x
۲n−۱ آن�گ��اه ن��ب��اش��د، π از رب��ی م��ض�� x اگ��ر ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١۵

ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١۶

۰ < lim
n→∞

(
۱ +

۱

۲
+

۱

۳
+ · · ·+ ۱

n
− log n

)
< ۱

ب��اش��د. ه��م��گ��را −۱ ب��ه ک��ه ن��دارد وج��ود
∞∑
n=۱

(−۱)n

n۲ س��ری از ب��ازآرای��ی ه��ی��چ ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١٧

اس��ت. واگ��را
∞∑
n=۱

۱
|an| آن�گ��اه ب��اش��د ه��م��گ��را

∞∑
n=۱

an و an > ۰ اگ��ر ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١٨

ک��ه ن��م��ای��ی��د ارائ��ه {an} دن��ب��ال��ه از م��ث��ال��ی .١٩

ب��اش��د. واگ��را
∞∑
n=۱

an ام��ا ب��اش��د ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

a۲
n ال��ف)

ب��اش��د. واگ��را
∞∑
n=۱

a۳
n و ب��اش��د ه��م��گ��را

∞∑
n=۱

an ب)
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∞∑
k=۱

apk ،p ≥ ۱ �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �را �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م�
∞∑
n=۱

an �ر اگ� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .٢٠

اس��ت. ه��م��گ��را

زی��ر س��ری ک��ه ب��ی��اب��ی��د چ��ن��ان را b و a ح��ق��ی��ق��ی اع��داد .٢١

ه��م��گ��را ال��ف)

ب��اش��د. ه��م��گ��را م��ط��ل��ق��ا ب)

a

۱
− b

۲
+

a

۳
− b

۴
+ · · ·+ a

۲n− ۱
− b

۲n
+ · · ·

اس��ت. ه��م��گ��را م��ط��ل��ق��ا ن��ی��ز
∞∑
n=۱

n+۱
n an آن�گ��اه ب��اش��د، ه��م��گ��را م��ط��ل��ق��ا

∞∑
n=۱

an اگ��ر ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٢٢

�را �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م� �ز �ی� ن�
∞∑
n=۱

anbn �اه آن�گ� �د، �ن� �اش� ب� �را �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م�
∞∑
n=۱

b۲
n و

∞∑
n=۱

a۲
n �ر اگ� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .٢٣

اس��ت.

�را �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

an
(۱+a۱)(۱+a۲)···(۱+an)

�اه آن�گ� �د �اش� ب� �را واگ�
∞∑
n=۱

an و an > ۰ �ر اگ� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .٢۴

ن��م��ای��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن ن��ی��ز را س��ری م��ق��دار و اس��ت

ن��م��ای��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را زی��ر س��ری�ه��ای رف��ت��ار .٢۵

ال��ف)
∞∑
n=۲

sinnθ

lnn

ب)

۱

۲.۱
+

۲

۳.۳
− ۳

۴.۲
+

۴

۵.۵
+

۵

۶.۷
− ۶

۷.۴
+ · · ·+ ۳n− ۲

(۳n− ۱)(۴n− ۳)

+
۳n− ۱

۳n(۴n− ۱)
− ۳n

(۳n+ ۱)(۲n)
+ · · · .

آن�گ��اه Sn = a۱ + a۲ + . . .+ an و ب��اش��د ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

an اگ��ر .٢۶

lim
n→∞

S۱ + S۲ + . . .+ Sn

n
=

∞∑
k=۱

ak

ب��ی��اب��ی��د. را lim
n→∞

۱
۲
+ ۲

۳
+ ۳

۴
+···+ n

n+۱

n م��ق��دار آن ک��م��ک ب��ه و
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∞∑
n=۱

εnan �اه آن�گ� εn = ±۱ ،n �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� �ر اگ� و �د �اش� ب� �ق �ل� �ط� م� �رای �گ� �م� ه�
∞∑
n=۱

an �ر اگ� .٢٧

اس��ت. ه��م��گ��را

س��ری آن�گ��اه ب��اش��د ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

anεn ،(n ∈ N) ب��رای εn = ±۱ ب��ا {εn}∞n=۱ دن��ب��ال��ه ه��ر ب��رای اگ��ر .٢٨

اس��ت. م��ط��ل��ق ه��م��گ��رای
∞∑
n=۱

an

ده��ی��د. ن��ش��ان را
∞∑
k=۰

۲k

k! =

( ∞∑
k=۰

۱
k!

)۲

ت��س��اوی درس��ت��ی .٢٩

�د �ی� ده� �ان �ش� ن� lim
n→∞

bn+۱
bn

= l < ۱ و �د �اش� ب� �ت �ب� �ث� م� �لات �م� ج� �ا ب� �ه �ال� �ب� دن� ی��ک {bn}∞n=۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣٠

ب��ی��اب��ی��د. را lim
n→∞

an cosπn
n! دی��گ��ری) روش ه��ر ب��ه (ی��ا آن ک��م��ک ب��ه و lim

n→∞
bn = ۰

ه��م��رف��ت��ارن��د.
∞∑
n=۱

an
c+an

و
∞∑
n=۱

an س��ری دو آن�گ��اه c > ۰ و an > ۰ اگ��ر .٣١

∞∑
n=۱

an
۱۰n �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۰ ≤ an ≤ ۹ �ه ک� �د �اش� ب� �داد اع� از �ه�ای �ال� �ب� دن� {an}∞n=۱ �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣٢

م��ی�ده��ی��م) ن��ش��ان ۰.a۱a۲a۳a۴ · · · ن��م��اد ب��ا م��ع��م��ولا را ع��دد ای��ن اس��ت( ۱ و ۰ ب��ی��ن آن م��ق��دار و ه��م��گ��راس��ت

�ه ک� دارد �ود وج� �ح �ی� �ح� ص� �داد اع� از {an}∞n=۱ �ه �ال� �ب� دن� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .x ∈ [۰,۱] �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣٣

.x =
∞∑
n=۱

an
۱۰n و ۰ ≤ an ≤ ۹

�ورت ص� �ه ب� �ه �ال� �ب� دن� �ن ای� �ه ک� �ی �ن� �ع� م� �ن �دی� ب� �د �اش� ب� �راری �ک� ت� �ه �ال� �ب� دن� �ک ی� {an}∞n=۱ �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .٣۴

ن��م��ود. خ��واه��ی��د ت��ع��ی��ی��ن آن�ار ک��ه اس��ت گ��وی��ا ع��ددی
∞∑
n=۱

an
۱۰n آن�گ��اه ب��اش��د a۱, a۲, . . . , ak, a۱, a۲, · · ·

اس��ت. ت��ک��راری ب��ع��د ب��ه م��رت��ب��ه�ای از {an}∞n=۱ آن�گ��اه ب��اش��د گ��وی��ا ع��دد x =
∞∑
n=۱

an
۱۰n اگ��ر .٣۵

�ر اگ� �ت �راس� �گ� �م� ه� �د �اش� ب� an = (a+۱)(۲a+۱)···(na+۱)
(b+۱)(۲b+۱)···(nb+۱) آن �ی �وم� �م� ع� �ه �ل� �م� ج� �ه ک� �ری س� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .٣۶

.a ≥ b > ۰ اگ��ر واگ��راس��ت و b > a > ۰

ن��م��ای��ی��د. ب��ررس��ی را a+ b+ a۲ + b۲ + a۳ + b۳ + · · · س��ری رف��ت��ار ،۰ < a < b < ۱ ف��رض ب��ا .٣٧

ت��ع��م��ی��م را ح��ک��م ای��ن ه��م��گ��راس��ت. س��ری ای��ن آن�گ��اه an+۳

an
= r < ۱ ب��اش��ی��م داش��ت��ه

∞∑
n=۱

an س��ری در اگ��ر .٣٨
ده��ی��د.

ه��م��گ��راس��ت.
∞∑
n=۱

√
anan+۱ ده��ی��د ن��ش��ان ب��اش��د. ه��م��گ��را

∞∑
n=۱

an و an ≥ ۰ ک��ن��ی��د ف��رض .٣٩
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ط��ب��ی��ع��ی اع��داد دن��ب��ال��ه از دل��خ��واه��ی زی��ردن��ب��ال��ه {ni}∞i=۱ ک��ن��ی��د ف��رض و ب��اش��د ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

an ک��ن��ی��د ف��رض .۴٠

ک��ن��ی��د ف��رض س��ران��ج��ام و ب��اش��د

b۱ = a۱ + a۲ + . . .+ an, b۲ = an۱+۱ + an۱+۲ + . . .+ an۲ ,

· · · , bk = ank−۱+۱ + ank−۱+۲ + . . .+ ank
, (k ∈ N).

اس��ت. ب��راب��ر
∞∑
n=۱

an م��ج��م��وع ب��ا م��ج��م��وع��ش و ه��م��گ��راس��ت
∞∑
k=۱

bn ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان

ب��اش��د ه��م��گ��را (a۱ + a۲) + (a۳ + a۴) + · · · ک��ه گ��ون��ه�ای ب��ه ب��ی��اوری��د
∞∑
k=۱

ak س��ری ی��ک از م��ث��ال��ی .۴١

اس��ت �ن �ک� �م� م� �ا �زه� �ت� �ران� پ� �ن �ت� �رداش� ب� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ن (ای� �د �اش� ب� �را واگ� a۱ + a۲ + a۳ + a۴ + · · · �ی ول�
ک��ن��ن��د). ای��ج��اد اش��ک��الات��ی

در �ه ک�
∞∑
n=۰

cn �اه آن�گ� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� B و A آن در �ه ک�
∞∑
n=۰

bn = B و
∞∑
n=۰

|an|= A �ر اگ� .۴٢

اس��ت. ه��م��گ��را C = AB ب��ه (n = ۰,۱,۲, · · ·) و cn =
n∑

k=۰
akbn−k آن



١۵ ف��ص��ل

ت��وان��ی س��ری�ه��ای

م��ق��دم��ه ١.١۵

۱+x+x۲+ . . .+xn+ . . . ه��ن��دس��ی س��ری ،|x|< ۱ اگ��ر ،x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه م��ی���ك��ن��ی��م ی��ادآوری
.(۶.٣.١۴ (ق��ض��ی��ه اس��ت واگ��را س��ری ای��ن |x|≥ ۱ اگ��ر و اس��ت ۱

۱−x از ع��ب��ارت آن م��ج��م��وع و اس��ت ه��م��گ��را
س��ری ،x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه م��ی���ش��ود م��لاح��ظ��ه (١۵.٣.١۴ (ق��ض��ی��ه ن��س��ب��ت آزم��ون ب��ه ت��وج��ه ب��ا ه��م��چ��ن��ی��ن

۱ + x+
x۲

۲!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

�ه��ای ری� � س� �م��ك ك� �ه ب� �اض��ی ری� در �واب��ع ت� ری��ن � �ت� �م� �ه� م� از �رخ��ی ب� اس��ت. R �ر ب� �ع��ی �اب� ت� س��ری ای��ن �ه �ج� �ی� �ت� ن� در اس��ت �را �گ� �م� ه�
�ث��ات��ی، �ل� �ث� م� م��ع��ك��وس ت��واب��ع �ث��ات��ی، �ل� �ث� م� ت��واب��ع م��ی���ت��وان �ل��ه �م� ج� آن از ك��ه �ن��د �ت� ه��س� ری��ف ت��ع�� �اب��ل ق� ه��م �ن��اس��ب م� �ن��اه��ی �ت� ن��ام�
لازم اب��ت��دا م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای ب��رد. ن��ام · · · و ه��ذل��ول��ی م��ع��ك��وس ت��واب��ع و ه��ذل��ول��ی ت��واب��ع ری��ت��م، ل��گ��ا ت��اب��ع ن��م��ائ��ی، ت��اب��ع

ن��م��ائ��ی��م. ری��ف ت��ع�� را ت��وان��ی ری��ه��ای س�� ك��ه اس��ت

ش��ك��ل ب��ه س��ری ی��ك از ع��ب��ارت ت��وان��ی س��ری ی��ك .١.١.١۵ ت��ع��ری��ف
∞∑
n=۰

anx
n = a۰ + a۱.x+ a۲x

۲ + · · ·+ anx
n + · · · (١.١۵)

x �ر ه� �رای ب� �د. �ون� �ی���ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ری س� �ب �رائ� ض� an �ای �ت���ه� �اب� ث� �ت. اس� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ك ی� x آن در �ه ک� �ت اس�
�م��ود. ن� آزم��ون �رائ��ی واگ� و �رائ��ی �گ� �م� ه� ب��رای �را آن� �ی���ت��وان م� �ه ك� اس��ت �ول��ی �م� �ع� م� ع��ددی س��ری ی��ك ١.١۵ س��ری �اب��ت، ث�
م��ج��م��وع و ب��اش��د واگ��را x م��ق��ادی��ر ب��ع��ض��ی ب��رای و ه��م��گ��را x م��ق��ادی��ر از ب��ع��ض��ی ب��رای اس��ت م��م��ك��ن ت��وان��ی س��ری ی��ك

ت��اب��ع از اس��ت ع��ب��ارت س��ری ای��ن
f(x) = a۰ + a۱x+ a۲x

۲ + · · ·+ anx
n + · · ·

�اب��ه م��ش� f ك��ه �ی��د �ائ� �م� ن� ت��وج��ه اس��ت ه��م��گ��را �ه��ا آن� ب��رای س��ری ك��ه اس��ت ه��ای��ی x ت��م��ام م��ج��م��وع��ه آن ری��ف ت��ع�� ح��وزه ك��ه

۵٢۵
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an = ۱ �ر اگ� �ال �ث� م� �رای ب� اس��ت. �ه �ل� �م� ج� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �داد �ع� ت� دارای f �ه ك� �اوت �ف� ت� �ن ای� �ا ب� �ت اس� �ه���ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� ی��ك
ی��ع��ن��ی اس��ت ه��ن��دس��ی س��ری ه��م��ان ت��وان��ی س��ری آن��گ��اه

∞∑
n=۰

xn = ۱ + x+ x۲ + . . .+ xn + . . . =
۱

۱ − x

ش��ك��ل ب��ه س��ری ه��ر ك��ل��ی، ب��ط��ور .|x|< ۱ اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت ه��م��گ��را ك��ه
∞∑
n=۰

an(x− c)n = a۰ + a۱(x− c) + . . .+ an(x− c)n + . . .

�ر �ف� ص� اول �ه �ل� �م� ج� �ز �ج� ب� �لات �م� ج� �ام �م� ت� x = c �ت��ی وق� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت� �م. �ی� �ام� ن� c �ه �ط� �ق� ن� �ول ح� �ی �وان� ت� �ری س� �ك ی� را
اس��ت. ه��م��گ��را س��ری ه��م��واره x = c ب��رای و ه��س��ت��ن��د

اس��ت. ه��م��گ��را
∞∑
n=۰

n!xn س��ری ،x م��ق��ادی��ر چ��ه ب��رای .٢.١.١۵ م��ث��ال

ری��م دا ن��س��ب��ت آزم��ون ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

lim
n→∞

∣∣∣∣(n+ ۱)!xn+۱

n!xn

∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

(n+ ۱) = ∞

اس��ت. ه��م��گ��را x = ۰ ب��رای ف��ق��ط ب��ح��ث م��ورد س��ری ب��ن��اب��رای��ن x ̸= ۰ اگ��ر اس��ت واگ��را س��ری ای��ن ب��ن��اب��رای��ن،

اس��ت. ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

(x−۳)n

n س��ری x از م��ق��ادی��ری چ��ه ب��رای .٣.١.١۵ م��ث��ال

چ��ون ح��ل.

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
(x−۳)n+۱

n+۱
(x−۳)n

n

∣∣∣∣∣∣ = |x− ۳| lim
n→∞

n

n+ ۱
= |x− ۳|

�را �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م� ب��ح��ث م��ورد س��ری �اه �گ� آن� |x− ۳|< ۱ اگ��ر �ه ك� �م ری� دا (١۵.٣.١۴ �ی��ه (ق��ض� �ب��ت ن��س� آزم��ون �ه ب� �ا �ن� ب�
ام��ا ش��د. خ��واه��د

|x− ۳|< ۱ ⇔ −۱ < x− ۳ < ۱ ⇔ ۲ < x < ۴

x �رای ب� .x < ۲ �ا ی� و x > ۴ �ر اگ� �ت اس� �را واگ� ۲و < x < �ر۴ اگ� �ت اس� �را �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م� �ری س� �ن ای� �س پ�
س��ری واگ��رائ��ی و ه��م��گ��رائ��ی ب��ه راج��ع اط��لاع��ی ن��س��ب��ت آزم��ون ،x = ۴ و x = ۲ ی��ا و |x− ۳|= ۱ ك��ه ه��ای��ی

لای��ب��ن��ی��ت��ز ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ك��ه م��ی���ش��ود
∞∑
n=۱

(−۱)n

n م��ت��ن��اوب س��ری ب��ه ت��ب��دی��ل س��ری آن��گ��اه x = ۲ اگ��ر ام��ا ن��م��ی���ده��د.

م��ی���ش��ود
∞∑
n=۰

۱
n (٣.٢.١۴ (م��ث��ال ه��م��س��از س��ری ب��ه ت��ب��دی��ل س��ری x = ۴ اگ��ر و اس��ت ه��م��گ��را (١.۵.١۴ (ق��ض��ی��ه

ك��ه روش��ی ارائ��ه در ت��وان��ی ری��ه��ای س�� اس��اس��ی رب��رده��ای ك��ا از ی��ك��ی ش��د اش��اره �ی��ز ن� ب��لا� ق� �ن��ان��ك��ه ه��م��چ� اس��ت. واگ��را ك��ه
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ای��ن از ی��ك��ی م��ی���ب��اش��د. م��ی���ش��ون��د ای��ج��اد ش��ی��م��ی و زی��ك ف��ی�� ری��اض��ی��ات، در ك��ه م��ه��م��ی ت��واب��ع ن��م��ای��ش ب��رای ری��ه��ا س�� ای��ن
اس��ت. ب��س��ل ت��اب��ع ت��واب��ع، ن��وع

ص��ف��ر م��رت��ب��ه ب��س��ل ت��اب��ع ری��ف ت��ع�� ح��وزه .۴.١.١۵ م��ث��ال

J۰(x) =
∞∑
n=۰

(−۱)nx۲n

۲۲n(n! )۲

ب��ی��اب��ی��د. را

ح��ل.

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
(−۱)n+۱x۲n+۲

۲۲n+۲((n+۱)!)۲

(−۱)nx۲n

۲۲n(n!)۱

∣∣∣∣∣∣ = x۲ lim
n→∞

۱

۴(n+ ۱)۲
= ۰

ه��م��گ��را ه��ا x ت��م��ام ب��رای س��ری ای��ن پ��س ۰ < ۱ ه��م��واره چ��ون (١۵.٣.١۴ (ق��ض��ی��ه ن��س��ب��ت آزم��ون ب��ه ت��وج��ه ب��ا ك��ه
ب��الا م��ث��ال��ه��ای در ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه اس��ت. R ت��م��ام ص��ف��ر م��رت��ب��ه ب��س��ل ت��اب��ع ری��ف ت��ع�� ح��وزه دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ی��ا اس��ت
�ی �ن� �ع� ی� �ه���ای �ط� �ق� ن� �ك ت� �از ب� �ك ی� از �م اع� �ازه ب� �ك ی� �ت اس� �را �گ� �م� ه� �ی �وان� ت� �ری س� �ا �ه� آن� �رای ب� �ه ك� �ی �ای� ه� x �ام �م� ت� �ه �وع� �م� �ج� م�
�ام �م� ت� �رای ب� �واره �م� ه� �ل��ب �ط� م� �ن ای� اس��ت (−∞,∞) �اه��ی �ن� �ت� �ام� ن� �ازه ب� �ك ی� �ا ی� و (۲,۴) �دار �ران� ك� �ازه ب� �ك ی� ،[۰, ۰]

م��ی���ده��ی��م. ن��ش��ان آن��را ق��ض��ی��ه چ��ن��د ت��ح��ت زی��ر در ك��ه اس��ت درس��ت ت��وان��ی س��ری�ه��ای

م��ط��ل��ق��ا |x|< |x۰| ك��ه x ه��ر ب��رای آن��گ��اه ب��اش��د ه��م��گ��را x۰ ب��رای
∞∑
n=۰

anx
n ت��وان��ی س��ری اگ��ر .۵.١.١۵ ق��ض��ی��ه

اس��ت. واگ��را |x|≥ |x۰| ك��ه x ه��ر ب��رای آن��گ��اه ب��اش��د واگ��را x۰ ب��رای اگ��ر و اس��ت ه��م��گ��را

�رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� ، lim
n→∞

anx
n
۰ = ۰ ٨.١.١۴ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� �ت اس� �را �گ� �م� ه�

∞∑
n=۰

anx
n
۰ �ون چ� اث��ب��ات.

ری��م دا n > N ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ϵ = ۱

|anxn۰ |< ۱

چ��ون ،n > N ه��ر ب��رای �ت��ی��ج��ه ن� در ،
∣∣∣∣ xx۰

∣∣∣∣ < ۱ آن��گ��اه |x|< |x۰| ك��ه ب��اش��د چ��ن��ان x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد اگ��ر ح��ال

پ��س ،
∣∣∣∣ xx۰

∣∣∣∣n < ۱

|anxn|=
∣∣∣∣an.( xx۰

)n.xn۰

∣∣∣∣ = |anxn۰ |
∣∣∣∣( xx۰

)n
∣∣∣∣ = |anxn۰ |

∣∣∣∣ xx۰

∣∣∣∣n < |anxn۰ |

�ت. اس� �را �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م�
∑

anx
n �ا ی� و �را �گ� �م� ه�

∑
|anxn| ،٢.٣.١۴ �ه �ی� �ض� ق� �ه �س� �ای� �ق� م� �ون آزم� �ه ب� �ا �ن� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در خ��ل��ف) (ف��رض ب��اش��د ه��م��گ��را |x۰|< |x۱| ك��ه x۱ ب��رای
∑

anx
n ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض اك��ن��ون

اس��ت. ت��ن��اق��ض ی��ك ك��ه ب��ود خ��واه��د ه��م��گ��را ن��ی��ز x۰ ب��رای ش��د ث��اب��ت ب��الا در ك��ه آن��چ��ه ب��ه
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اس��ت ب��رق��رار زی��ر ح��الات از ی��ك��ی ف��ق��ط
∞∑
n=۰

anx
n ت��وان س��ری ه��ر ب��رای .۶.١.١۵ ق��ض��ی��ه

اس��ت ه��م��گ��را x = ۰ ب��رای ف��ق��ط س��ری (ال��ف)

اس��ت ه��م��گ��را x م��ق��ادی��ر ت��م��ام ب��رای س��ری (ب)

|x|> r اگ��ر اس��ت واگ��را و |x|< r اگ��ر اس��ت ه��م��گ��را س��ری ك��ه اس��ت م��وج��ود r م��ث��ب��ت ح��ق��ی��ق��ی ع��دد (ج)

�ود وج� d و b �ر �ف� �رص� �ی� غ� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ورت ص� ای��ن در �د �ن� �اش� �ب� ن� �رار �رق� ب� (ب) و (ال��ف) �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.

م��ج��م��وع��ه ب��ن��اب��رای��ن ب��اش��د. واگ��را x = d ب��رای و ه��م��گ��را x = b ب��رای
∞∑
n=۰

anx
n ك��ه دارن��د

A =

{
x : اس��ت ه��م��گ��را

∞∑
n=۰

anx
n

}

،x �ر ه� �رای ب�
∞∑
n=۰

anx
n س��ری �ب��ل ق� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� و اس��ت �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از �ره س� و �ال��ی �رخ� �ی� غ� �ه���ای �وع� �م� �ج� �رم� زی�

پ��س اس��ت A ب��الای ك��ران ی��ك d دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه .|x|≤ d ،x ∈ A ه��ر ب��رای پ��س اس��ت واگ��را |x|> |d|
�ری س� �اه آن�گ� x ̸∈ A �ر اگ� �ال ح� supA = r �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ت. اس� �ود �وج� م� A �م �رم� �وپ� س� �ت �ی� �ام� �م� ت� �ل اص� �ه ب� �ا �ن� ب�
A در x۰ �و �ض� ع� �م �رم� �وپ� س� �ه �ص� �خ� �ش� م� �ی��ت �اص� خ� �ه ب� �ا �ن� ب� �ورت ص� ای��ن در ،|x|< r �ر اگ� و اس��ت �را واگ�

∑
anx

n

اس��ت. ه��م��گ��را
∑

anx
n س��ری ق��ب��ل، ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در ك��ه |x|< x۰ ≤ r ك��ه اس��ت م��وج��ود

اس��ت. ب��رق��رار زی��ر ح��الات از ی��ك��ی ف��ق��ط
∞∑
n=۰

an(x− c)n س��ری ب��رای .٧.١.١۵ ن��ت��ی��ج��ه

اس��ت ه��م��گ��را x = c ب��رای ف��ق��ط س��ری (ال��ف)

اس��ت ه��م��گ��را x م��ق��ادی��ر ت��م��ام ب��رای س��ری (ب)

و ه��م��گ��را �ق��ا �ل� م��ط� س��ری آن��گ��اه ،|x− c|< r اگ��ر ،x ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود r �ث��ب��ت م� �ق��ی �ی� �ق� ح� ع��دد (ج)
اس��ت. واگ��را س��ری آن��گ��اه |x− c|> r اگ��ر

�ه �ج� �ی� �ت� ن� �ل �ب� ق� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �ه ك� �ده �ردی� گ�
∞∑
n=۰

anu
n �ری س� �ه ب� �ل �دی� �ب� ت� �ری س� ،u = x− c �اب �خ� �ت� ان� �ا ب� اث��ب��ات.

اس��ت. ش��ده ح��اص��ل

م��ی���ك��ن��ی��م. ب��ی��ان را زی��ر ری��ف ت��ع�� ب��الا ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا

∞∑
n=۰

an(x− c)nس��ری ه��م��گ��رائ��ی ش��ع��اع را ق��ب��ل ق��ض��ی��ه در (ج) ح��ال��ت در r ع��دد ری��ف: ت��ع�� .٨.١.١۵ ت��ع��ری��ف

ن��ام��ی��م.
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ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه م��ی���ك��ن��ی��م. ری��ف ت��ع�� ب��ی��ن��ه��ای��ت آن��را (ب) ح��ال��ت در و ص��ف��ر را ه��م��گ��رائ��ی ش��ع��اع (ال��ف) ح��ال��ت در
ری��م دا ن��ب��اش��د ه��م��گ��را ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ت��م��ام ب��رای س��ری ك��ه ح��ال��ت��ی در ق��ب��ل ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ك��ه

r = sup

{
|x|: اس��ت ه��م��گ��را

∞∑
n=۰

an(x− c)n

}

�ه ك� x �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ام �م� ت� �ل �ام� ش� �ازه�ای ب� از �ت اس� �ارت �ب� ع�
∞∑
n=۰

an(x − c)n �ری س� �ی �رائ� �گ� �م� ه� �ازه ب�

{c} �ه���ای �ط� �ق� �ك���ن� ت� �ازه ب� �ی �رائ� �گ� �م� ه� �ازه ب� �اه �گ� آن� r = ۰ �ر اگ� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت� �ت. اس� �را �گ� �م� ه�
∞∑
n=۰

an(x− c)n

�ی �ق� �ی� �ق� ح� �دد ع� �ك ی� r �ه ك� �ی �ت� �ال� ح� در و �ت اس� R = (−∞,∞) �ی �رائ� �گ� �م� ه� �ازه ب� �اه �گ� آن� r = ∞ �ر اگ� و �ت اس�
�ا ی� و (c− r, c+ r] ،[c− r, c+ r) ،(c− r, c+ r) �ای �ازه���ه� ب� از �ی �ك� ی� �ی �رائ� �گ� �م� ه� �ازه ب� �ت اس� �ت �ب� �ث� م�

و x = c− r ن��ق��اط از ی��ك ه��ر در
∞∑
n=۰

an(x− c)n س��ری ت��رت��ی��ب ب��ه آن�ك��ه ب��ه ب��س��ت��ه اس��ت [c− r, c+ r]

در و �م��گ��را ه� x = c− r در �م��گ��را، ه� x = c− r در و واگ��را x = c+ r �ق��ط��ه ن� در واگ��را، x = c+ r

ج��دول در �ون �ن� اک� �د. �اش� ب� �را �گ� �م� ه� x = c+ r و x = c− r �ق��اط ن� از ی��ك �ر ه� در �ا ی� و �را، واگ� x = c+ r

م��ی�ن��م��ای��ی��م. م��ش��خ��ص را ه��م��گ��رای��ی ب��ازه�ی و ش��ع��اع زی��ر

ه��م��گ��رای��ی ب��ازه ه��م��گ��رای��ی ش��ع��اع ت��وان��ی س��ری

(−۱,۱) r = ۱
∞∑
n=۰

xn

{۰} r = ۰
∞∑
n=۰

n!xn

[۲,۴) r = ۱
∞∑
n=۱

(x−۳)n

n

(−∞,∞) r = ∞
∑ (−۱)nx۲n

۲۲n(n!)۲

ش��ام��ل ه��م��واره ه��م��گ��رائ��ی ب��ازه آن��گ��اه ب��اش��د r م��ث��ب��ت ح��ق��ی��ق��ی ع��دد س��ری ه��م��گ��رائ��ی ش��ع��اع گ��اه ه��ر ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه
�اع �ع� ش� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �رای ب� �ه �ش� ری� �ون آزم� �ات اوق� �ی �ض� �ع� ب� و �ت �ب� �س� ن� �ون آزم� �ا �وم� �م� ع� �د. �اش� �ی���ب� م� (c − r, c + r) �ازه ب�
ب��رای س��ری �رائ��ی واگ� �ا ی� �رائ��ی �م��گ� ه� �ی��ن �ی� �ع� ت� ب��رای �م��ی���ت��وان ن� را �ا �ه� �ون� آزم� ای��ن �اه �ی��چ��گ� ه� �ا �ام م��ی���رون��د �ار ب��ك� �رائ��ی �م��گ� ه�
ت��ع��ی��ی��ن دی��گ��ر آزم��ون��ه��ای ت��وس��ط ب��ای��د را ن��ق��اط ای��ن ب��رای س��ری رف��ت��ار ب��ن��اب��رای��ن ب��رد ب��ك��ار ه��م��گ��رائ��ی ب��ازه م��رزی ن��ق��اط

ن��م��ود.

آوری��د. ب��دس��ت را
∞∑
n=۰

(−۳)nxn√
n+ ۱

ه��م��گ��رائ��ی ب��ازه و ش��ع��اع .٩.١.١۵ م��ث��ال

چ��ون ح��ل.

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
(−۳)n+۱xn+۱

√
n+۲

(−۳)nxn
√
n+۱

∣∣∣∣∣∣ = ۳|x| lim
n→∞

√
n+ ۱

n+ ۲
= ۳|x|
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�ا ی� و ۳|x|< ۱ �ر اگ� �ت اس� �را �گ� �م� ه� �ری س� ،(١۵.٣.١۴ �ه �ی� �ض� (ق� �ت �ب� �س� ن� �ون آزم� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �س پ�
�ی �رائ� �گ� �م� ه� �ازه ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در .r = ۱

۳ �ن �رای� �اب� �ن� ب� .|x|> ۱
۳ �ر اگ� �ت اس� �را واگ� �ری س� و |x|< ۱

۳

ری��م: دا x = ۱
۳ ,−

۱
۳ م��رزی ن��ق��اط در س��ری رف��ت��ار ت��ع��ی��ی��ن ب��رای اس��ت. (−۱

۳ ,
۱
۳) ب��ازه ش��ام��ل

،x = −۱
۳ ب��رای

∞∑
n=۰

(−۳)n(−۱
۳ )n

√
n+ ۱

=

∞∑
n=۰

۱√
n+ ۱

اس��ت. واگ��را س��ری ی��ك (١٠.۴.١۴ (ق��ض��ی��ه ان��ت��گ��رال آزم��ون ب��ه ب��ن��ا م��ث��لا ك��ه
،a = ۱

۳ ب��رای و

∞∑
n=۰

(−۳)n.(۱
۳
n
)

√
n+ ۱

=

∞∑
n=۰

(−۱)n√
n+ ۱

�ری، س� �ی �رائ� �گ� �م� ه� �ازه ب� �س پ� �ت اس� �را �گ� �م� ه� �اوب �ن� �ت� م� �ری س� �ك ی� (١.۵.١۴ �ه �ی� �ض� (ق� �ز �ت� �ی� �ب�ن� لای� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �ه ك�
م��ی���ب��اش��د. (−۱

۳ ,
۱
۳ ]

ن��م��ائ��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را
∞∑
n=۰

n(x+ ۲)n

۳n+۱ س��ری ه��م��گ��رائ��ی ب��ازه و ش��ع��اع .١٠.١.١۵ م��ث��ال

چ��ون ح��ل.

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
(n+۱)(x+۲)n+۱

۳n+۲

n(x+۲)n

۳n+۱

∣∣∣∣∣∣ = |x+ ۲|
۳

lim
n→∞

n+ ۱

n
=

|x+ ۲|
۳

در .
|x+ ۲|

۳
> ۱ �ر اگ� �ت اس� �را واگ� و

|x+ ۲|
۳

< ۱ �ر اگ� �ت اس� �را �گ� �م� ه� �ری س� �ب��ت �س� ن� �ون آزم� �ه ب� �ا �ن� ب� پ��س
�رای ب� �ت. اس� (−۵ و ۱) �ازه ب� �ل �ام� ش� �ی �رائ� �گ� �م� ه� �ازه ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت اس� r = ۳ �ری س� �ی �رائ� �گ� �م� ه� �اع �ع� ش� �ه �ج� �ی� �ت� ن�

،x = ۱ ب��رای ری��م: دا x = −۵ و x = ۱ م��رزی ن��ق��اط در س��ری رف��ت��ار ت��ع��ی��ی��ن
∞∑
n=۰

n۳n

۳n+۱ =
۱

۳

∞∑
n=۰

n

،x = −۵ ب��رای و ن��دارد. را ه��م��گ��رائ��ی لازم ش��رط چ��ون اس��ت واگ��را س��ری ی��ك ك��ه
∞∑
n=۰

n(−۳)n

۳n+۱ =
۱

۳

∞∑
n=۰

(−۱)nn

از ع��ب��ارت س��ری ه��م��گ��رائ��ی ب��ازه ب��ن��اب��رای��ن ن��دارد. را ه��م��گ��رائ��ی لازم ش��رط چ��ون اس��ت واگ��را س��ری ی��ك ه��م ب��از ك��ه
ج��م��ل��ه ض��رب ب��ا س��ری ی��ك رف��ت��ار چ��ون اس��ت ش��ده اش��اره ن��ی��ز ق��ب��لا ه��م��چ��ن��ان��ك��ه ك��ه ن��م��ائ��ی��د ت��وج��ه اس��ت. (−۵ و ۱)
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و
∞∑
k=۰

akx
k+۱ ،

∞∑
k=۱

akx
k س��ری���ه��ای ش��ع��اع پ��س �ن��د ن��م��ی���ك� �ی��ر �ی� ت��غ� �ی��رص��ف��ر غ� ث��اب��ت ع��دد ی��ك در آن �ل��ه ج��م� ب��ه

اس��ت. ی��ك��س��ان
∞∑
k=۰

akx
k−۱

ك��ه داد �ی��ر �ی� �غ� ت� �ن��ان چ� م��ی���ت��وان را ت��وان��ی س��ری ی��ك ض��رائ��ب آن ك��م��ك ب��ه �ه ك� �ی��م �ن� م��ی���ك� �ی��ان ب� را �ه���ای �ی� ق��ض� �ن��ون اك�
ن��ن��م��ای��د. ت��غ��ی��ی��ر ه��م��گ��رائ��ی ب��ازه و ش��ع��اع

�ن ای� در lim
n→∞

n
√
cn = ۱ �ه ك� �د �اش� ب� �ت �ب� �ث� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� از �ه���ای �ال� �ب� دن� cn �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١١.١.١۵ �ه �ی� �ض� ق�

ه��س��ت��ن��د. ی��ك��س��ان��ی ه��م��گ��رائ��ی ش��ع��اع�ه��ای دارای
∞∑
k=۰

ckakx
k و

∞∑
k=۰

akx
k س��ری�ه��ای ص��ورت

اب��ت��دا و ب��اش��ن��د
∞∑
k=۰

akx
k و

∞∑
k=۰

ckakx
k س��ری�ه��ای ه��م��گ��رای��ی ش��ع��اع ت��رت��ی��ب ب��ه r′ و r ك��ن��ی��د ف��رض اث��ب��ات.

ف��رض م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای ،r ≥ r′ و r ≤ r′ ك��ه م��ی���ده��ی��م ن��ش��ان r = r′ اث��ب��ات ب��رای .r > ۰ ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض

ای��ن در ك��ه ۰ < ϵ <
r − |x|
|x|

ری��م م��ی���گ��ی�� ن��ظ��ر در
(r − |x|)

|x|
> ۰ ص��ورت ای��ن در .۰ < |x|< r ك��ه ك��ن��ی��د

ب��الا در ش��ده ف��رض ϵ > ۰ ب��رای پ��س lim
n→∞

n
√
cn = ۱ ای��ن��ك��ه از ۰ح��ال < (۱ + ϵ)|x|< r ری��م دا ص��ورت

ری��م دا n ≥ N ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ك��ه اس��ت م��وج��ود چ��ن��ان N ط��ب��ی��ع��ی ع��دد
۱ − ϵ < n

√
cn < ۱ + ϵ

ی��ا و
| n
√
cn − ۱|< ϵ

ری��م دا n ≥ N ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ن��ت��ی��ج��ه در
|cnxn|= ( n

√
cn|x|)n < ((۱ + ϵ)|x|)n

�ا ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت اس� �را �گ� �م� ه�
∞∑

n=N

|an|(۱ + ϵ)n|x|n �ری س� �س پ� (۱ + ϵ)|x|< r �ون چ� �ا �ام

�ون چ� �ون �ن� اك� r′ ≥ r �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت اس� �را �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م�
∞∑
n=۰

cnanx
n �ه �س� �ای� �ق� م� �ون آزم� �ه ب� �ه �وج� ت�

�م ری� دا �وق ف� �دلال �ت� اس� �ه ب� �ا �ن� ب�
∞∑
k=۰

akx
k =

∞∑
k=۰

۱
ck
(ckakx

k) و lim
n→∞

n

√
۱

cn
= lim

n→∞

۱
n
√
cn

= ۱

.r = ۰ آن�گ��اه ،r′ = ۰ اگ��ر ك��ه ری��م دا ب��الا اس��ت��دلال ب��ه ت��وج��ه ب��ا r′ ≤ r

م��ی���ك��ن��ی��م. واگ��ذار خ��وان��ن��ده ب��ه آن��را اث��ب��ات ك��ه ك��رد اث��ب��ات م��ی���ت��وان م��ش��اب��ه ری��ق ط�� ب��ه ن��ی��ز را r = ∞ ح��ال��ت

ی��ك��س��ان ت��ق��ارب ش��ع��اع دارای و
∞∑
k=۰

akx
k ،

∞∑
k=۱

kakx
k−۱ ،

∞∑
k=۰

ak
k+۱x

k+۱ری��ه��ای س�� .١٢.١.١۵ ن��ت��ی��ج��ه
ه��س��ت��ن��د.

�ح واض� �ل �ب� ق� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ات �ب� اث� �ورت ص� �ن ای� در ، lim
n→∞

n
√
n = �ه۱ �ك� �ن� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� اث��ب��ات.

اس��ت.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۵٣٢

ت��وان��ی س��ری�ه��ای ان��ت��گ��رال و م��ش��ت��ق ٢.١۵

�ع �اب� ت� �ورت ص� �ه ب� �وان �ی���ت� م� را
∞∑
k=۰

akx
k �ی �وان� ت� �ری س� �ر ه� �م، �ده���ای� ش� �ر �ذك� �ت� م� �ز �ی� ن� لا� �ب� ق� �ه �ك� �ان� �ن� �چ� �م� ه�

ك��ه گ��ف��ت��ی��م ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی���ب��اش��د. س��ری ه��م��گ��رائ��ی ب��ازه ه��م��ان آن ری��ف ت��ع�� دام��ن��ه ك��ه ك��رد ت��ص��ور f(x) =
∞∑
k=۰

akx
k

ك��ه ده��ی��م ن��ش��ان م��ی���خ��واه��ی��م اك��ن��ون ك��رد. ت��ص��ور ج��م��ل��ه ن��ام��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد ب��ا چ��ن��دج��م��ل��ه���ای ی��ك م��ی���ت��وان را ی f چ��ن��ی��ن
م��ش��ت��ق ك��ه م��ی���دارد ب��ی��ان زی��ر ق��ض��ی��ه راب��ط��ه، ای��ن در ك��ه اس��ت. چ��ن��دج��م��ل��ه���ای��ه��ا م��ان��ن��د ن��ی��ز f ت��اب��ع ان��ت��گ��رال و م��ش��ت��ق

ه��س��ت��ن��د. ی��ك��س��ان��ی ه��م��گ��رائ��ی ش��ع��اع دارای س��ری خ��ود ب��ا ت��وان��ی ری��ه��ای س�� ج��م��ل��ه ب��ه ج��م��ل��ه ان��ت��گ��رال و

ب��ا f ت��اب��ع ص��ورت ای��ن در .r > ۰ ه��م��گ��رائ��ی ش��ع��اع دارای
∞∑
n=۰

anx
n س��ری ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض .١.٢.١۵ ق��ض��ی��ه

ری��م دا و ب��وده پ��ی��وس��ت��ه) ن��ت��ی��ج��ه (در م��ش��ت��ق���پ��ذی��ر (−r, r) ب��ازه روی f(x) =
∞∑
n=۰

anx
n ض��اب��ط��ه

(ال��ف)
d

dx
(

∞∑
n=۰

anx
n) =

∞∑
n=۰

d

dx
(anx

n) وی��ا f ′(x) =

∞∑
n=۱

ranx
n−۱

∫(ب) x

۰

∞∑
n=۰

ant
ndt =

∞∑
n=۰

an(

∫ x

۰
tndt) ی��ا

∫ x

۰

∞∑
n=۰

ant
ndt =

∞∑
n=۰

an
n+ ۱

xn+۱

�ور �ل� �ی� ت� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �ورت ص� �ن ای� در �د. �ن� �اش� ب� �واه �خ� دل� (−r, r) �ازه ب� در c و x �د �ی� �ن� ك� �رض ف� (ال��ف) اث��ب��ات.
ری��م دا م��ش��ت��ق ف��ص��ل در ب��ب��ی��ن��ی��د). را ١.٣.٧ (ق��ض��ی��ه

xn = cn + ncn−۱(x− c) +
n(n− ۱)

۲
(x− c)۲(zn)

n−۲ (٢.١۵)



ت��وان��ی س��ری�ه��ای .١۵ ف��ص��ل ۵٣٣

ری��م دا ٢.١۵ و c ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع م��ش��ت��ق ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ال اس��ت. c و x ب��ی��ن ن��ق��ط��ه���ای zn ك��ه

f(x)− f(c)

x− c
=

۱

x− c
(
∞∑
n=۰

anx
n −

∞∑
n=۰

anc
n)

=
۱

x− c
(
∞∑
n=۰

an(x
n − cn))

=
۱

x− c
(

∞∑
n=۰

an(nc
n−۱(x− c) +

n(n− ۱)

۲
(zn)

n−۲(x− c)۲))

= (

∞∑
n=۰

an(nc
n−۱ +

n(n− ۱)

۲
(zn)

n−۲(x− c)))

=

∞∑
n=۱

nanc
n−۱ +

∞∑
n=۲

n(n− ۱)

۲
anz

n−۲
n (x− c)

�ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
∞∑
n=۲

n(n− ۱)

۲
anz

n−۲
n و

∞∑
n=۱

nanc
n−۱ �ای �ری�ه� س� از �ك ی� �ر ه� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�

(−r, r) ه��م��گ��رائ��ی ب��ازه در c و zn ای��ن��ك��ه

lim
n→∞

n

√
n(n− ۱)

۲
= lim

n→∞
n
√
n = ۱

�ه �ج� �ی� �ت� ن� در lim
x→c

∞∑
n=۲

n(n−۱)
۲ anz

n−۲
n (x − c) = ۰ �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د �ن� �ت� �س� ه� �را �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م�

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل (ال��ف) اث��ب��ات ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و lim
x→c

f(x)−f(c)
x−c =

∞∑
n−۱

nanc
n−۱

و g ،١٢.١.١۵ �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ا �ن� ب� �ورت ص� �ن ای� در g(x) =
∞∑
n=۰

an
n+۱x

n+۱ �م ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در �ر اگ� (ب)

�ف) ال� �ت �م� �س� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� و g(۰) = ۰ �ون چ� و �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ان� �س� �ك� ی� �ی �رائ� �گ� �م� ه� �ای �اع���ه� �ع� ش� دارای f
ان��ت��گ��رال و دی��ف��ران��س��ی��ل ح��س��اب اس��اس��ی ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س g′(x) = f(x)∫ x

o
f(t)dt = g(x)

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ن��ی��ز ق��ض��ی��ه (ب) ق��س��م��ت اث��ب��ات ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و

،|x|< ۱ ك��ه x ه��ر ب��رای ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٢.٢.١۵ م��ث��ال

tan−۱ x = x
−x۳

۳
+

x۵

۵
− x۷

۷
+ . . .



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۵٣۴

ن��م��ائ��ی��د. ری��ب ت��ق�� اع��ش��ار رق��م س��ه ت��ا را tan−۱ ۱

۲
آن ك��م��ك ب��ه

ه��ن��دس��ی س��ری چ��ون ح��ل.

۱ − x۲ + x۴ − x۶ + . . . =
۱

۱ + x۲

ری��م دا ب) ١.٢.١۵ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س اس��ت ۱ ه��م��گ��رائ��ی ش��ع��اع ∫دارای x

۰

dt

۱ + t۲
= tan−۱ x = x− x۳

۳
+

x۵

۵
− x۷

۷
+ . . .

ب��ن��اب��رای��ن و |x|< ۱ ه��رگ��اه

tan−۱ ۱

۲
=

۱

۲
− ۱

۳
(
۱

۲
)۳ +

۱

۵
(
۱

۲
)۵ − ۱

۷
(
۱

۲
)۷ + . . .

�ار �ش� اع� �م رق� �ه س� �ا ت� tan−۱ ۱

۲
�ی �ب� ری� � �ق� ت� �دار �ق� م� �س پ�

۱

۹
(
۱

۲
)۹ <

۳

۱۰۴
�ون چ� و �ت اس� �اوب �ن� �ت� م� �ری س� �ك ی�

از اس��ت ع��ب��ارت
۱

۲
− ۱

۳
(
۱

۲
)۳ +

۱

۵
(
۱

۲
)۵ − ۱

۷
(
۱

۲
)۷ = ۰/۴۶۳

س��ری م��ق��دار .٣.٢.١۵ م��ث��ال

s(x) =
x۲

۱ × ۲
+

x۳

۲ × ۳
+ . . .+

xn

(n− ۱)n
+ . . .

ب��ی��اب��ی��د. را

ری��م دا ال��ف) ١.٢.١۵ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

s′(x) = x+
x۲

۲
+ · · ·+ xn−۱

n− ۱
· · ·

s′′(x) = ۱ + x+ x۲ + · · ·+ xn + · · ·

ری��م دا و اس��ت ه��ن��دس��ی س��ری ی��ك s′′(x) ك��ه

s′(۰) = ۰, s′′(x) =
۱

۱ − x

چ��ون ح��ال

s′(x) =

∫ x

۰
s′′(x)dx =

∫ x

۰

dt

۱ − t
= − ln(۱ − x)

ب��ن��اب��رای��ن

s(x) =

∫ x

۰
ln(۱ − t)dt = (۱ − x) ln(۱ − x) + x



ت��وان��ی س��ری�ه��ای .١۵ ف��ص��ل ۵٣۵

�دار �ق� م� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� |x|< ۱ �رای ب� ln(۱+x
۱−x) = ۲(x+ x۳

۳ + x۵

۵ + · · ·) �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۴.٢.١۵ �ال �ث� م�
ن��م��ائ��ی��د. ری��ب ت��ق�� اع��ش��ار رق��م س��ه ت��ا را ln۳

ه��ن��دس��ی س��ری�ه��ای چ��ون ح��ل.

۱

۱ − x
= ۱ + x+ x۲ + x۳ · · · =

∞∑
n=۰

xn,

۱

۱ + x
= ۱ − x+ x۲ − x۳ · · · =

∞∑
n=۰

(−x)n

ری��م دا ١.٢.١۵ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا پ��س ه��س��ت��ن��د ی��ک ه��م��گ��رای��ی ش��ع��اع دارای

ln(۱ − x) = −
∫ x

۰

∞∑
n=۰

tndt = −
(
x+

x۲

۲
+

x۳

۳
+

x۴

۴
+ · · ·

)
,

ln(۱ + x) =

∫ x

۰

∞∑
n=۰

(−t)ndt = x− x۲

۲
+

x۳

۳
− x۴

۴
+ · · ·

ن��ت��ی��ج��ه در

ln
۱ + x

۱ − x
= ln(۱ + x)− ln(۱ − x)

=

(
x− x۲

۲
+

x۳

۳
− x۴

۴
+ · · ·

)
+

(
x+

x۲

۲
+

x۳

۳
+

x۴

۴
+ · · ·

)
= ۲

(
x+

x۳

۳
+

x۵

۵
+ · · ·

)
ری��م دا x = ۱

۲ ب��رای اع��ش��ار رق��م س��ه ت��ا ln۳ ری��ب��ی ت��ق�� م��ق��دار آوردن دس��ت ب��ه ب��رای .|x|< ۱ ک��ه وق��ت��ی

ln
۱ + ۱

۲

۱ − ۱
۲

= ln۳

.
= ۲

(
۱

۲
+

۱

۳
(
۱

۲
)۳

۱

۵
(
۱

۲
)۵ +

۱

۷
(
۱

۲
)۷
)

= ۱/۰۹۹.



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۵٣۶

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .۵.٢.١۵ م��ث��ال
۱

(۱ − x)۲
= ۱ + ۲x+ ۳x۲ + · · · =

∞∑
n=۱

nxn−۱

.|x|< ۱ آن در ک��ه

ب��ن��ا ب��ن��اب��رای��ن .|x|< ۱ ك��ه وق��ت��ی ۱
۱−x = ۱ + x+ x۲ + x۳ · · · دی��دی��م ق��ب��ل م��ث��ال در ه��م��چ��ن��ان��ك��ه ح��ل.

ری��م دا ف��وق ت��س��اوی ط��رف��ی��ن از م��ش��ت��ق���گ��ی��ری ب��ا ال��ف) ١.٢.١۵ ب��ه
۱

(۱ − x)۲
= ۱ + ۲x+ ۳x۲ + · · · =

∞∑
n=۱

nxn−۱

.|x|< ۱ ك��ه وق��ت��ی

م��ك��ل��ورن و ت��ی��ل��ور س��ری ٣.١۵

و اس��ت �ر �ذی� �ق���پ� �ت� م��ش� �ار ب� �ای��ت �ه� �ن� �ی� ب� �وان��ی ت� س��ری ی��ك �ه �ل� �ی� وس� ب��ه �ده ش� ری��ف � �ع� ت� �ع �اب� ت� �ر ه� ١.٢.١۵ �ی��ه ق��ض� �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب�
�رح �ط� م� �ا �ج� �ن� ای� �ه ك� �ی �ؤال� س� �د. �ن� �ی���آی� م� �ت �دس� ب� �ری س� �لات �م� ج� از �ه �ل� �م� ج� �ه ب� �ه �ل� �م� ج� �ری �ی� �ق���گ� �ت� �ش� م� �ا ب� �ز �ی� ن� آن �ات �ق� �ت� �ش� م�
ن��م��ای��ش ت��وان��ی س��ری ی��ك ب��ا آن��را م��ی���ت��وان آی��ا ب��اش��د م��ش��ت��ق���پ��ذی��ر ب��ار ب��ی��ن��ه��ای��ت ت��اب��ع��ی اگ��ر آی��ا ك��ه اس��ت ای��ن م��ی���ش��ود
در �ه ك� �ی �ول� �م� �ع� م� �ع �واب� ت� �رای ب� �ا �ام �ت �س� �ی� ن� �ت درس� �ی �ل� ك� �ت �ال� ح� در �ب �ل� �ط� م� �ن ای� �ه ك� �ت اس� �ن ای� �ر ام� �ت �ق� �ی� �ق� ح� داد.

اس��ت. درس��ت م��ط��ل��ب ای��ن ری��م دا ك��ار و س��ر آن��ه��ا ب��ا ع��م��وم��ی ری��اض��ی
ک��ن��ی��د ف��رض ی��ع��ن��ی ب��اش��د ن��م��ای��ش ق��اب��ل ت��وان��ی س��ری ی��ك ب��ا ك��ه ب��اش��د ت��اب��ع��ی f ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض ح��ال

f(x) = a۰ + a۱(x− c) + a۲(x− c)۲ + · · ·+ an(x− c)n + · · ·

=

∞∑
n=۰

an(x− c)n (٣.١۵)

�ه �ت� �اخ� س� آن �ات �ق� �ت� �ش� م� و f �ع �اب� ت� روی از �ر زی� �ورت ص� �ه ب� an �ب �رائ� ض� ١.٢.١۵ �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ورت ص� �ن ای� در
م��ی���ش��ون��د

a۰ =
f(c)

۰!
f ′(x) = a۱ + ۲a۲(x− c) + · · ·+ nan(x− c)n−۱ + · · ·

چ��ون و a۱ = f ′(c)
۱! ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن

f ′′(x) = ۲a۲ + ۳.۲a۳(x− c) + · · ·+ n(n− ۱)an(x− c)n−۲ + · · ·



ت��وان��ی س��ری�ه��ای .١۵ ف��ص��ل ۵٣٧

ری��م دا اس��ت��ق��راء ب��ا و a۲ = f ′′(c)
۲! ب��ن��اب��رای��ن

f (n)(x) =

∞∑
k=n

k(k − ۱) · · · (k − n+ ۱)ak(x− c)k−n

٣.١۵ در ج��ای��گ��ذاری ب��ا ح��ال .an = f (n)(c)
n! ب��ن��اب��رای��ن

f(x) =

∞∑
n=۰

f (n)(c)

n!
(x− c)n

= f(c) + f ′(c)(x− c) +
f ′′(c)

۲!
(x− c)۲ + · · ·+ f (n)(c)

n!
(x− c)n + · · ·

ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ن��ام��ن��د، c ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع ت��ی��ل��ورر س��ری آن�را ک��ه

ت��اب��ع ت��ی��ل��ور ب��س��ط آن�گ��اه ب��اش��د م��ش��ت��ق���پ��ذی��ر ب��ار ب��ی��ن��ه��ای��ت c ن��ق��ط��ه از ه��م��س��ای��گ��ی در f ت��اب��ع اگ��ر .١.٣.١۵ ت��ع��ری��ف
از اس��ت ع��ب��ارت c ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع ت��ی��ل��ور س��ری ی��ا c ن��ق��ط��ه در f

∞∑
n=۰

f (n)(c)

n!
(x−c)n = f(c)+f ′(c)(x−c)+

f ′′(c)

۲!
(x−c)۲+· · ·+f (n)(c)

n!
(x−c)n+· · ·

از اس��ت ع��ب��ارت f ت��اب��ع م��ك��ل��ورن س��ری ی��ع��ن��ی ن��ام��ن��د f ت��اب��ع م��ك��ل��ورن ب��س��ط آن�را c = ۰ ك��ه ح��ال��ت��ی در و
∞∑
n=۰

f (n)(۰)

n!
xn = f(۰) + f ′(۰)x+

f ′′(۰)

۲!
x۲ + · · ·+ f (n)(۰)

n!
xn + · · ·

�د �اش� ب� c �ه �ط� �ق� ن� �ول ح� �ی �وان� ت� �ری س� ی��ك �ورت ص� �ه ب� �ای��ش �م� ن� �ل �اب� ق� �ی �ع� �اب� ت� �ر اگ� �الا ب� �ث �ح� ب� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت�
اس��ت. ب��راب��ر c ن��ق��ط��ه در خ��ود ت��ی��ل��ور س��ری ب��ا ت��اب��ع آن آن��گ��اه

خ��ود ب��ا ت��واب��ع آن ت��ی��ل��ور س��ری ام��ا ه��س��ت��ن��د م��ش��ت��ق���پ��ذی��ر ب��ار ب��ی��ن��ه��ای��ت ن��ق��ط��ه ی��ك در ك��ه دارن��د وج��ود ت��واب��ع��ی ام��ا
ت��اب��ع م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه ن��ی��س��ت ب��راب��ر ت��اب��ع

f(x) =

e−
۱
x۲ x ̸= ۰

۰ x = ۰

ن��ی��س��ت. ب��راب��ر f ب��ا f ت��اب��ع م��ك��ل��ورن س��ری و اس��ت م��ش��ت��ق���پ��ذی��ر ب��ار ب��ی��ن��ه��ای��ت ۰ در

آوری��د. ب��دس��ت ن��ی��ز را س��ری ه��م��گ��رائ��ی ش��ع��اع و ن��وش��ت��ه را f(x) = ex ت��اب��ع م��ك��ل��ورن س��ری .٢.٣.١۵ م��ث��ال

از �ت اس� �ارت �ب� ع� �ی �ائ� �م� ن� �ع �اب� ت� �ورن �ل� �ك� �م �ری س� �ن �رای� �اب� �ن� ب� f (n)(۰) = ۱ پ��س f (n)(x) = ex �ون چ� �ل. ح�
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چ��ون و
∞∑
n=۰

xn

n!

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣
xn+۲

(n+۱)!

xn

n!

∣∣∣∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

۱

n+ ۱
= ۰ < ۱

اس��ت. ب��ی��ن��ه��ای��ت س��ری ای��ن ه��م��گ��رائ��ی ش��ع��اع ن��س��ب��ت، آزم��ون ب��ه ب��ن��ا پ��س

�دد ع� �ر ه� �رای ب� �س پ� �ت اس� �را �گ� �م� ه� x �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ام �م� ت� �رای ب�
∞∑
n=۰

xn

n! �ه ك� �م ری� دا �وق ف� �ال �ث� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�

ی��ع��ن��ی، دارد را ه��م��گ��رائ��ی لازم ش��رط س��ری ای��ن ،x ح��ق��ی��ق��ی

. lim
n→∞

xn

n!
= ۰ ،x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای .٣.٣.١۵ ن��ت��ی��ج��ه

ب��ی��اب��ی��د. آن��را ه��م��گ��رائ��ی ب��ازه و س��ی��ن��وس ت��اب��ع م��ك��ل��ورن س��ری .۴.٣.١۵ م��ث��ال

و f(۰) = ۰ ری��م دا f(x) = sin(x) ب��رای ح��ل.

f ′(x) = cos(x) =⇒ f ′(۰) = ۱

f ′′(x) = − sin(x) =⇒ f ′′(۰) = ۰

f ′′(x) = − cos(x) =⇒ f ′′(۰) = −۱

f (۴)(x) = sin(x) =⇒ f (۴)(۰) = ۰

�ر زی� ص��ورت ب��ه �ن��وس �ی� س� �اب��ع ت� �ل��ورن �ك� م� س��ری �رای��ن �اب� �ن� ب� �د �ون� �ی���ش� م� �رار �ك� ت� �ار �ه� چ� �ن��اوب ت� دوره �ا ب� �ق��ات �ت� م��ش� چ��ون و
اس��ت

f(۰) + f ′(۰)x+ . . .+
f (n)(x)

n!
xn + . . . = x− x۳

۳!
+

x۵

۵!
− x۷

۷!
+ . . .

=

∞∑
n=۰

(−۱)n
x۲n+۱

(۲n+ ۱)!

چ��ون و

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
(−۱)n+۱x۲n+۳

(۲n+ ۳)!

(−۱)nx۲n+۱

(۲n+ ۱)!

∣∣∣∣∣∣∣∣ = |x۲| lim
n→∞

۱

(۲n+ ۲)(۲n+ ۳)
= ۰ < ۱
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اس��ت. ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ت��م��ام س��ری ای��ن ه��م��گ��رائ��ی ب��ازه ن��س��ب��ت آزم��ون ب��ه ب��ن��ا پ��س

ب��ی��اب��ی��د. آن��را ه��م��گ��رائ��ی ب��ازه و ن��وش��ت��ه c = ۱ در را f(x) = lnx ت��اب��ع ت��ی��ل��ور س��ری .۵.٣.١۵ م��ث��ال

ن��م��ائ��ی��م م��ح��اس��ب��ه ن��ام��ن��ف��ی ص��ح��ی��ح ع��دد ه��ر ب��رای را f (n)(۱) اس��ت ك��اف��ی ت��ی��ل��ور س��ری ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.
ری��م دا ك��ه

f(x) = lnx =⇒ f(۱) = ln۱ = ۰

f ′(x) =
۱

x
=⇒ f ′(۱) = ۱

f ′′(x) =
−۱

x۲
=⇒ f ′′(۱) = −۱

f ′′′(x) =
−۲

x۳
=⇒ f ′′′(۱) = −۲

f (n)(x) = (−۱)n−۱ (n− ۱)!

xn
=⇒ f (n)(۱) = (−۱)n−۱(n− ۱)!

از اس��ت ع��ب��ارت c = ۱ ن��ق��ط��ه ح��ول lnx ت��اب��ع ت��ی��ل��ور س��ری ب��ن��اب��رای��ن

∞∑
n=۰

f (n)(۱)

n!
(x− ۱)n = (x− ۱)− ۱

۲!
(x− ۱)۲ +

۲

۳!
(x− ۱)۳ · · ·

+(−۱)n−۱ (n− ۱)!

n!
(x− ۱)n + · · ·

=

∞∑
n=۱

(−۱)n−۱(x− ۱)n

n

چ��ون و

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
(−۱)n(x− ۱)n+۱

(n+ ۱)

(−۱)n−۱(x− ۱)n

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ = |x− ۱| lim
n→∞

n

n+ ۱
= |x− ۱|

�اه �گ� آن� |x − ۱|> ۱ �ر اگ� و �را �گ� �م� ه� �ا �ق� �ل� �ط� م� �ری س� �اه �گ� آن� |x − ۱|< ۱ �ر اگ� �ه ك� �م ری� دا �ت �ب� �س� ن� �ون آزم� �ه ب� �ا �ن� ب�

�دی��ل �ب� ت�
∞∑
n=۱

−۱
n �ه ب� �ری س� ،x = ۰ ب��رای ۰ < x < ۲ �ر اگ� اس��ت �را �گ� �م� ه� س��ری �رای��ن �اب� �ن� ب� اس��ت. �را واگ� س��ری

�ز �ت� �ی� �ن� �ب� لای� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �ه ك� �ود �ی���ش� م�
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱

n �ه ب� �ل �دی� �ب� ت� �ری س� x = ۲ �رای ب� و �ت اس� �را واگ� �ه ك� �ود �ی���ش� م�
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اس��ت. (۰,۲] ب��راب��ر س��ری ه��م��گ��رائ��ی ب��ازه پ��س اس��ت ه��م��گ��را
�م. �ردازی� �ی���پ� م� �ع �اب� ت� �ود خ� و �ه �ط� �ق� ن� �ك ی� در �ع �اب� ت� �ك ی� �ور �ل� �ی� ت� �ری س� �ری �راب� ب� �رای ب� �ی �اف� ك� �ی �رط� ش� �ان �ی� ب� �ه ب� �ون �ن� اك�
�ب��ارت ع� ب��ه اس��ت �اب��ع ت� ب��ودن �ت��ق���پ��ذی��ر م��ش� ب��ار �ای��ت �ه� �ن� �ی� ب� �ل��ور، �ی� ت� س��ری وج��ود ب��رای لازم ش��رط ك��ه �ی��م �ن� م��ی���ك� ی��ادآوری
ب��ن��ا ص��ورت ای��ن در ك��ه اس��ت م��وج��ود آن ت��ی��ل��ور س��ری گ��اه آن ب��اش��د م��ش��ت��ق دارای م��رت��ب��ه���ای ه��ر از ت��اب��ع��ی اگ��ر دی��گ��ر

ری��م دا n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای (١.٣.٧ ت��ی��ل��ور (ق��ض��ی��ه ت��ی��ل��ور ف��رم��ول ب��ه
f(x) = Pn(x) +Rn(x)

ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع ت��ی��ل��ور س��ری ج��زئ��ی ج��م��ع ح��اص��ل دن��ب��ال��ه (ی��ع��ن��ی Pn(x) =
n∑

k=۰

f (k)(c)
k! (x− c)kآن در ك��ه

ص��ورت ای��ن در اس��ت. c و x ب��ی��ن zn ك��ه Rn(x) =
fn+۱(zn)

(n+ ۱)!
(x− c)n+۱ و (c

�ن ای� در x �ر ه� �رای ب� �ر اگ� و �د �اش� ب� �ر �ذی� �ق���پ� �ت� �ش� م� �ار ب� �ت �ای� �ه� �ن� �ی� ب� c از �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� در f �ع �اب� ت� �ر اگ� .۶.٣.١۵ �ه �ی� �ض� ق�
ب��راب��رن��د ه��م ب��ا c در رب��وط��ه م�� ت��ی��ل��ور س��ری ب��ا f ت��اب��ع ه��م��س��ای��گ��ی ای��ن در آن��گ��اه lim

n→∞
Rn(x) = ۰ ه��م��س��ای��گ��ی

ری��م دا n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای دی��دی��م ب��الا در ك��ه آن��چ��ه ب��ه ب��ن��ا اث��ب��ات.
Pn(x) = f(x)−Rn(x)

ب��ن��اب��رای��ن
lim
n→∞

Pn(x) = f(x)− lim
n→∞

Rn(x) = f(x)

اس��ت ش��ده ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٧.٣.١۵ م��ث��ال

ex = ۱ + x+
x۲

۲!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

از اس��ت ع��ب��ارت ن��م��ائ��ی ت��اب��ع م��ك��ل��ورن س��ری دی��دی��م ٢.٣.١۵ م��ث��ال در ه��م��چ��ن��ان��ك��ه ح��ل.

۱ + x+
x۲

۲!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

�ه ك� Rn(x) =
eznxn+۱

(n+ ۱)!
و Pn(x) = ۱ +

x

۱!
+ · · · + xn

n!
�ه exك� = Pn(x) + Rn(x) پ��س

ن��ت��ی��ج��ه در ezn < ex پ��س اس��ت ص��ع��ودی اك��ی��دا ن��م��ائ��ی ت��اب��ع چ��ون x > ۰ اگ��ر ح��ال اس��ت. ۰ و x ب��ی��ن zn درآن

ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا پ��س ، lim
n→∞

xn

n!
= ۰ ری��م دا ٣.٣.١۵ ن��ت��ی��ج��ه ب��ه ب��ن��ا ط��رف��ی از ام��ا ۰ < Rn(x) <

exxn+۱

(n+ ۱)!
�رای��ن �اب� �ن� ب� ezn < e۰ = ۱ ص��ورت ای��ن در x < ۰ �ر اگ� و lim

n→∞
Rn(x) = ۰ �م ری� دا �ا �ه���ه� �ال� �ب� دن� در �ردگ��ی �ش� ف�

lim
n→∞

|x|n+۱

(n+ ۱)!
= ۰ ای��ن��ك��ه و دن��ب��ال��ه���ه��ا در ف��ش��ردگ��ی ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا دوب��اره ك��ه ۰ < Rn(x) <

|x|n+۱

(n+ ۱)!
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اس��ت. ش��ده اث��ب��ات ح��ك��م ،۶.٣.١۵ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ب��ن��اب��رای��ن lim
n→∞

Rn(x) = ۰ ری��م دا

�رای ب� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت� ex > ۱ + x+
x۲

۲!
+ · · ·+ xn

n!
،x > ۰ �دد ع� �ر ه� �رای ب� .٨.٣.١۵ �ر �ذک� ت�

�ه ك� �م �دی� دی� �ا �ه���ه� �ال� �ب� دن� �ل �ص� ف� در لا� �ب� ق� e = ۱ + ۱ +
۱

۲!
+

۱

۳!
+ · · ·+ ۱

n!
+ · · · �م ری� دا x = ۱

م��ی���ن��م��ائ��ی��م. اث��ب��ات را ادع��ا ای��ن اك��ن��ون اس��ت. گ��ن��گ ع��ددی e ك��ه ن��م��ودی��م ذك��ر آن��ج��ا در و ۲ < e < ۳

اس��ت. گ��ن��گ ع��ددی e .٩.٣.١۵ ن��ت��ی��ج��ه

n ≥ ۲ �ه ك� n و m �ع��ی �ی� �ب� ط� �داد اع� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ل��ف) خ� (ف��رض �د �اش� ب� �وده ب� �ا �وی� گ� �دد ع� e �ه ك� �د �ی� �ن� ك� �رض ف� اث��ب��ات.
دی��دی��م (٧.٣.١۵ (م��ث��ال ق��ب��ل م��ث��ال در ه��م��چ��ن��ان��ك��ه ری��م دا ت��ی��ل��ور ف��رم��ول ب��ه ب��ن��ا ط��رف��ی از .e =

m

n
ك��ه م��وج��ودن��د

ex = ۱ + x+
x۲

۲!
+ · · ·+ xn

n!
+

eznxn+۱

(n+ ۱)!

ری��م دا x = ۱ ب��رای پ��س اس��ت. ۰ و x ب��ی��ن zn ك��ه

e = ۱ + ۱ +
۱

۲!
+ · · ·+ ۱

n!
+

ezn

(n+ ۱)!

۱ب��ن��اب��رای��ن < ezn < e < پ��س۳ اس��ت ص��ع��ودی اك��ی��دا ن��م��ائ��ی ت��اب��ع چ��ون ۰ < zn < ۱ ك��ه

n! e = n! (۱ + ۱ +
۱

۲!
+ · · ·+ ۱

n!
) +

ezn

n+ ۱

ezn

n+ ۱
= n! e− n! (۱ + ۱ +

۱

۲!
+ · · ·+ ۱

n!
)

�ددی ع� ezn
n+۱ �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� دو �ر ه� n!

(
۱ + ۱ +

۱

۲!
+ · · ·+ ۱

n!

)
و n! e �ا �ام

�س پ� n ≥ ۲ �ون چ� �ا ام�
۱

n+ ۱
<

ezn

n+ ۱
<

۳

n+ ۱
�س پ� ۱ < ezn < ۳ �ون چ� �ه ك� �ت اس� �ح �ی� �ح� ص�

خ��ل��ف ف��رض �ن��اب��رای��ن ب� اس��ت.
ezn

n+ ۱
ب��ودن ص��ح��ی��ح ب��ا �ن��اق��ض �ت� م� ك��ه ۰ < ezn

n+۱ < ۱ �ن��اب��رای��ن ب� n+ ۱ ≥ ۳

اس��ت. گ��ن��گ e ی��ع��ن��ی اس��ت ب��اط��ل

�ه ك� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� و �د �ی� �س� �وی� �ن� ب� را �ول��ی �ذل� ه� �ن��وس �ی� �س� ك� و �ول��ی �ذل� ه� �ن��وس �ی� س� �ع �واب� ت� �ورن �ل� �ك� م� س��ری .١٠.٣.١۵ �ال �ث� م�
ب��راب��رن��د. زب��ور م�� ت��واب��ع ب��ا ری��ه��ا س�� ای��ن

دی��دی��م ٧.٣.١۵ م��ث��ال ب��ه ب��ن��ا چ��ون ح��ل.

ex = ۱ + x+
x۲

۲!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·
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ری��م دا پ��س ،x ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ت��م��ام ب��رای

e−x = ۱ + (−x) +
(−x)۲

۲!
+ · · ·+ (−x)n

n!
+ · · ·

ن��ت��ی��ج��ه در

ex + e(−x) = ۲

(
۱ +

x۲

۲!
+

x۴

۴!
+ · · ·+ x۲n

(۲n)!
+ · · ·

)
ب��ن��اب��رای��ن

cosh(x) =
ex + e−x

۲
= ۱ +

x۲

۲!
+

x۴

۴!
+ · · ·+ x۲n

(۲n)!
+ · · ·

١.٢.١۵ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا و

sinh(x) = (coshx)′ =
۲x

۲!
+

۴x۳

۴!
+ · · ·+ ۲nx۲n−۱

(۲n)!
+ · · ·

= x+
x۳

۳!
+ · · ·+ x۲n−۱

(۲n− ۱)!
+ · · ·

ك��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١١.٣.١۵ م��ث��ال

sinx = x− x۳

۳!
+

x۵

۵!
− x۷

۷!
+ · · · =

∞∑
n=۰

(−۱)n
x۲n+۱

(۲n+ ۱)!
,

cosx = ۱ − x۲

۲!
+

x۴

۴!
− x۶

۶!
+ · · · =

∞∑
n=۰

(−۱)n
x۲n

(۲n)!
.

ری��م دا ،n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ت��ی��ل��ور ف��رم��ول ب��ه ب��ن��ا و ۴.٣.١۵ م��ث��ال ب��ه ب��ن��ا
f(x) = sinx = Pn(x) +Rn(x)

۰ و x �ن �ی� ب� zn �ه ک� Rn(x) =
f (n+۱)(zn)x

۲n+۱

(n+ ۱)!
و Pn(x) =

n∑
k=۰

(−۱)k x۲k+۱

(۲k+۱)! آن در �ه ك�

ب��ن��اب��رای��ن ± cos zn ی��ا ± sin zn ب��راب��ر f (n+۱)(zn) پ��س f(x) = sinx چ��ون اس��ت.
|f (n+۱)(zn)|≤ ۱

ن��ت��ی��ج��ه در

۰ ≤ |Rn(x)|=
|f (n+۱)(zn)||xn+۱|

(n+ ۱)!
≤ |x|n+۱

(n+ ۱)!

�ه ب� �ا �ن� ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� lim
n→∞

Rn(x) = ۰ �م ری� دا �ا �ه���ه� �ال� �ب� دن� در �ی �ردگ� �ش� ف� �ه �ی� �ض� ق� و ٣.٣.١۵ �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه ك�
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ری��م دا ۶.٣.١۵ ق��ض��ی��ه

sinx =
∞∑
n=۰

(−۱)n
x۲n+۱

(۲n+ ۱)!

ری��م دا ١.٢.١۵ (ال��ف) ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا اك��ن��ون

cosx = (sinx)′ =

∞∑
n=۰

(−۱)n
x۲n

(۲n)!

،x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای آن�گ��اه (i۲ = −۱ (ی��ع��ن��ی ب��اش��د م��وه��وم��ی واح��د i اگ��ر .١٢.٣.١۵ ن��ت��ی��ج��ه

(ال��ف)
cosx+ i sinx = eix,

(ب)

cosx =
eix + e−ix

۲
,

(ج)

sinx =
eix − e−ix

۲i
.

ری��م دا ١١.٣.١۵ م��ث��ال ب��ه ت��وج��ه ب��ا اث��ب��ات.

cosx+ i sinx = (۱ − x۲

۲!
+

x۴

۴!
− x۶

۶!
+ · · ·) + i(x− x۳

۳!
+

x۵

۵!
− x۷

۷!
+ · · ·)

= ۱ + (ix) +
(ix)۲

۲!
+

(ix)۳

۳!
+

(ix)۴

۴!
+

(ix)۵

۵!
+ · · ·

= eix

ری��م دا −x ب��ه x ت��ب��دی��ل ب��ا اك��ن��ون
cosx− i sinx = cos(−x) + i sin(−x) = e−ix

م��ی���ش��ون��د. ن��ت��ی��ج��ه ن��ی��ز (ج) و (ب) ت��رت��ی��ب ب��دی��ن ك��ه

ب��ن��وی��س��ی��د. س��ری ی��ك ص��ورت ب��ه را f(x) = cos۲ x ت��اب��ع .١٣.٣.١۵ م��ث��ال

ری��م دا ١١.٣.١۵ م��ث��ال ب��ه ت��وج��ه ب��ا پ��س cos۲ x =
۱ + cos۲x

۲
چ��ون ح��ل.

cos۲x =

∞∑
n=۰

(−۱)n
(۲x)۲n

(۲n)!
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ب��ن��اب��رای��ن

cos۲ x =
۱ + cos۲x

۲
=

∞∑
n=۰

(−۱)n
۲۲n−۱x۲n

(۲n)!

ری��ق ت��ف�� و ج��م��ع ه��م ب��ا م��ی���ت��وان چ��ن��دج��م��ل��ه���ای��ه��ا م��ان��ن��د را ت��وان��ی س��ری�ه��ای دی��دی��م ن��ی��ز ١٠.٣.١۵ م��ث��ال در ك��ه ه��م��ان��ط��ور
�ت �ل� ع� �ه ب� �ا �ام �رد. ك� �م �ی� �س� �ق� ت� و �رب ض� �وان �ی���ت� م� �ا �ه� �ه���ای� �ل� �م� �دج� �ن� چ� �د �ن� �ان� م� را �ی �وان� ت� �ای �ه� ری� � س� �ب �ی� �رت� ت� �ن �ی� �م� ه� �ه ب� �رد ك�

ه��س��ت��ن��د. س��ری ج��م��لات ری��ن م��ه��م�ت�� از ال��ب��ت��ه ك��ه ن��وش��ت م��ی���ت��وان آن��را اول ج��م��ل��ه چ��ن��د ف��ق��ط پ��ی��چ��ی��دگ��ی

ب��ن��وی��س��ی��د. را زی��ر ت��واب��ع م��ك��ل��ورن س��ری از غ��ی��رص��ف��ر ج��م��ل��ه س��ه .١۴.٣.١۵ م��ث��ال

ex sinx (ال��ف)

tanx (ب)

ری��م دا دی��دی��م، ١١.٣.١۵ و ١٠.٣.١۵ م��ث��ال��ه��ای در ه��م��چ��ن��ان��ك��ه ح��ل.

(ال��ف)

sinx = x− x۳

۳!
+

x۵

۵!
− x۷

۷!
+ · · · و ex = ۱ + x+

x۲

۲!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

پ��س

ex sinx = (۱ + x+
x۲

۲!
+

x۳

۳!
+ · · ·)(x− x۳

۳!
+ · · ·)

= (x+ x۲ +
x۳

۲!
+

x۴

۳!
+ · · · − x۳

۳!
− x۴

۳!
− · · ·)

= x+ x۲ +
۱

۳
x۳ + · · ·

(ب)

tanx =
sinx

cosx

=
x− x۳

۳!
+

x۵

۵!
− · · ·

۱ − x۲

۲!
+

x۴

۴!
− · · ·

= x+
x۳

۳
+

۲

۱۵
x۵ + · · ·
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�رت��ب م� ب��زرگ �ه ب� ك��وچ��ك از �ه درج� ح��س��ب ب��ر �ه ك� �ا �ه���ای�ه� �ل� �م� �ن��دج� چ� �ی��م �ق��س� ت� �د �ن� �ان� م� �ا �ه� ری� � س� �ی��م �ق��س� ت� در ك��ه �ی��د �ائ� �م� ن� �ه ت��وج�
م��ی���ك��ن��ی��م. ع��م��ل ش��ده���ان��د

[a, b] �ازه ب� روی ام (n+ ۱) �ه �ب� �رت� م� �ا ت� f �ع �اب� ت� �ر اگ� �ه ك� �م ری� دا �ور �ل� �ی� ت� �ول �رم� ف� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� .١۵.٣.١۵ �ره �ص� �ب� ت�
cو x ب��ی��ن z ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ب��ازه، ای��ن در ،x ه��ر ب��رای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د م��ش��ت��ق���پ��ذی��ر c ن��ق��ط��ه ش��ام��ل

ك��ه اس��ت م��وج��ود
f(x) = Pn(x) +Rn(x)

Rn(x) =
f (n+۱)(z)

(n+ ۱)!
(x− c)n+۱و c ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع ت��ی��ل��ور n−اُم م��رت��ب��ه چ��ن��دج��م��ل��ه���ای Pn آن در ك��ه

ب��ا را f اگ��ر ص��ورت ای��ن در م��ی���ب��اش��د. لاگ��ران��ژ م��ان��ده ج��م��ل��ه ب��ه م��ع��روف c ن��ق��ط��ه در f ت��اب��ع ت��ی��ل��ور م��ان��ده ج��م��ل��ه
از اس��ت ع��ب��ارت ری��ب ت��ق�� خ��ط��ای ك��ن��ی��م ری��ب ت��ق�� Pn

|Rn(x)|= |f(x)− Pn(x)|

n = ۱ خ��اص �ال��ت ح� �ه ك� �د �ی� �ائ� �م� ن� �ه �وج� ت� �ود. �ی���ش� م� زده �ن �ی� �م� �خ� ت�
f (n+۱)(z)

(n+ ۱)!
(x− c)n−۱ �وس��ط ت� �اً �ب� �ال� غ� �ه ک�

|R۱(x)|ورت� ص� �ه ب� �ا �ط� خ� �رای ب� �ی �ارت� �ب� ع� �ون �ن� اك� �م ه� �ه ك� اس��ت �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ك �م� ك� �ه ب� �ب ری� � �ق� ت� �ان �م� ه� ری��ب � �ق� ت� �ن ای�
ری��م. دا

.١۶.٣.١۵ م��ث��ال

ب��ن��وی��س��ی��د. n = ۵ f(x)ب��رای = ln(۱ + x)ت��اب��ع م��ك��ل��ورن ف��رم��ول (ال��ف)

در م��وج��ود خ��ط��ای م��ق��دار از ب��رآوردی و �ب��ه م��ح��اس� را ln(۱٫ ۲) ری��ب��ی ت��ق�� م��ق��دار (ال��ف) ق��س��م��ت ك��م��ك ب��ه (ب)
آوری��د. ب��دس��ت ری��ب ت��ق�� ای��ن

ح��ل.

ه��م��چ��ن��ی��ن و f(۰) = ۰ ری��م دا f(x) = ln(۱ + x) ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا (ال��ف)

f ′(x) =
۱

۱ + x
=⇒ f ′(۰) = ۱

f ′′(x) =
−۱

(۱ + x)۲
=⇒ f ′′(۰) = −۱

f ′′′(x) =
۲

(۱ + x)۳
=⇒ f ′′′(۰) = ۲

f (۴)(x) =
−۶

(۱ + x)۴
=⇒ f (۴)(۰) = −۶

f (۵)(x) =
۲۴

(۱ + x)۵
=⇒ f (۵)(۰) = ۲۴
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f (۶)(x) =
−۱۲۰

(۱ + x)۶

ری��م دا ت��ی��ل��ور ف��رم��ول ب��ه ب��ن��ا ب��ن��اب��رای��ن

ln(۱ + x) = x− x۲

۲!
+

۲x۳

۳!
− ۶x۴

۴!
+

۲۴x۵

۵!
+R۵(x)

= x− x۲

۲
+

x۳

۳
− x۴

۴
+

x۵

۵
+R۵(x)

آن در ك��ه

R۵(x) =
f (۶)(z)

۶!
x۶ =

−۱۲۰

(۱ + z)۶۶!
x۶ = − x۶

۶(۱ + z)۶

اس��ت. ۰ و x ب��ی��ن ع��ددی z ك��ه وق��ت��ی

ری��م دا (ال��ف) ق��س��م��ت ب��ه ب��ن��ا (ب)

ln(۱ + x)
.
= P۵(x) = x− x۲

۲
+

x۳

۳
− x۴

۴
+

x۵

۵

آن��گ��اه ب��اش��د x = ۰٫ ۲ اگ��ر ب��خ��ص��وص

ln(۱٫ ۲)
.
= ۰٫ ۲ − (۰٫ ۲)۲

۲
+

(۰٫ ۲)۳

۳
− (۰٫ ۲)۴

۴
+

(۰٫ ۲)۵

۵
.
= ۰٫ ۱۸۲۳۳۰۶۷

ب��ا اس��ت ب��راب��ر ری��ب ت��ق�� ای��ن در خ��ط��ا م��ق��دار و

|R۵(۰٫ ۲)|=
(۰٫ ۲)۶

۶(۱ + z)۶

و ۱
(۱+z)۶

< ۱ پ��س ،۰ < ۱
۱+z < ۱ پ��س z > ۰ چ��ون .۰ < z < ۰/۲ ك��ه

|R۵(۰٫ ۲)|=
(۰٫ ۲)۶

۶(۱ + z)۶
<

(۰٫ ۲)۶

۶
=

۰٫ ۰۰۰۰۶۴

۶
< ۰٫ ۰۰۰۰۱۱

اس��ت. ۰٫ ۰۰۰۰۱۱ از ك��م��ت��ر ری��ب ت��ق�� ای��ن در خ��ط��ا م��ق��دار ب��ن��اب��رای��ن

ب��ی��اب��ی��د. ۰٫ ۰۰۰۱ از ك��م��ت��ر ری��ب ت��ق�� ب��ا را ۴
√
e ری��ب��ی ت��ق�� م��ق��دار .١٧.٣.١۵ م��ث��ال

،x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای ای��ن��ك��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ح��ل.

ex = ۱ + x+
x۲

۲!
+ · · ·+ xn

n!
+Rn(x)
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آن در ك��ه
Rn(x) =

ez

(n+ ۱)!
xn+۱

ری��م دا e < ۳ و ص��ع��ودی اك��ی��دا ت��اب��ع ن��م��ائ��ی ت��اب��ع چ��ون و ۰ < z <
۱

۴
آن��گ��اه x =

۱

۴
اگ��ر ،۰ < z < x و

ez < e
۱
۴ < ۳

۱
۴ < ۲

)Rn∣∣∣∣و
۱

۴
)

∣∣∣∣ = ez

(n+ ۱)!
(
۱

۴
)n+۱ <

۲

(n+ ۱)!۴n+۱ =
۱

۲ × ۴n(n+ ۱)!

ری��م دا n = ۳ ب��رای

|R۳(
۱

۴
)|< ۱

۲ × ۴۳(۴! )
=

۱

۳۰۷۲
< ۰٫ ۰۰۰۴

ص��ورت ای��ن در م��ی���ك��ن��ی��م. ام��ت��ح��ان را n = ۴ ب��ن��اب��رای��ن ن��ی��س��ت. خ��وب ك��اف��ی ان��دازه ب��ه ك��ه

|R۴(
۱

۴
)|< ۱

۲ × ۴۳(۵! )
=

۱

۶۱۴۴۰
< ۰٫ ۰۰۰۰۲

از اس��ت ع��ب��ارت ری��ب ت��ق�� م��ق��دار ص��ورت ای��ن در اس��ت. م��ن��اس��ب ك��ه
۴
√
e
.
= P۴(

۱

۴
) = ۱ +

۱

۴
+

۱

۴۲(۲! )
+

۱

۴۳(۳! )
+

۱

۴۴(۴! )
.
= ۱٫ ۲۸۴۰۲

ن��م��ائ��ی��د. ری��ب ت��ق�� اع��ش��ار رق��م س��ه ت��ا
∫ ۱

۰
e−x۲

dx .١٨.٣.١۵ م��ث��ال

ری��م دا ك��ن��ی��م ع��وض −x۲ ب��ا ،x ٧.٣.١۵ م��ث��ال در اگ��ر ح��ل.

e−x۲
= ۱ − x۲ +

x۴

۲!
− x۶

۳!
+ · · ·+ (−۱)nx۲n

n!
+ · · ·

ری��م دا (ب) ١.۵.١۴ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ∫ب��ن��اب��رای��ن ۱

۰
e−x۲

dx = ۱ − ۱

۳
+

۱

۱۰
− ۱

۴۲
+ · · ·+ (−۱)n

(۲n+ ۱)
+ · · ·

ری��م دا n = ۵ ب��رای ١.۵.١۴ لای��ب�ن��ی��ت��ز ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ∫ح��ال ۱

۰
e−x۲

dx
.
= ۰٫ ۷۴۷

اس��ت ع��ب��ارت خ��ط��ا م��ق��دار ح��داك��ث��ر ك��ه
۱

(۲(۵) + ۱)۵!
=

۱

۱۳۲۰
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دوج��م��ل��ه���ای س��ری ۴.١۵

از اس��ت ع��ب��ارت x ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر و n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ن��ی��وت��ن − خ��ی��ام ج��م��ل��ه���ای دو م��ی���ك��ن��ی��م ی��ادآوری

(۱ + x)n = ۱ + nx+
n(n− ۱)

۲!
x۲ + · · ·+ n(n− ۱)(n− ۲) · · · (n− k + ۱)

k!
xk

+ · · ·+ xn

=

n∑
k=۰

Ckx
k

آن در ك��ه

Ck =
n(n− ۱)(n− ۲) · · · (n− k + ۱)

k!

ب��ود ن��خ��واه��د م��ت��ن��اه��ی ج��م��لات ت��ع��داد دی��گ��ر ام��ا ن��وش��ت را ب��س��ط ای��ن م��ی���ت��وان ه��م ن��ی��س��ت ط��ب��ی��ع��ی ع��دد n ك��ه وق��ت��ی
ن��ام��ی��م. دوج��م��ل��ه���ای س��ری آن��را ك��ه

س��ری ص��ورت ای��ن در ب��اش��د ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ی��ك a ك��ن��ی��د ف��رض .١.۴.١۵ ت��ع��ری��ف
∞∑
n=۰

Cnx
n = ۱ + ax+ · · ·+ a(a− ۱) · · · (a− n+ ۱)

n!
xn + · · · ,

آن در ك��ه

Cn =
a(a− ۱) · · · (a− n+ ۱)

n!

a ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت غ��ی��رص��ف��ر) ج��م��ل��ه م��ت��ن��اه��ی ت��ع��داد ف��ق��ط دارای (ی��ع��ن��ی م��ت��ن��اه��ی س��ر ی��ك دوج��م��ل��ه���ای، س��ری ی��ك
چ��ون ب��اش��د. ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ی��ك

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+۱x
n+۱

cnxn

∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

∣∣∣∣a− n

n+ ۱

∣∣∣∣ = |x|

�ن ای� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ت. اس� ۱ �ی �رائ� �گ� �م� ه� �اع �ع� ش� دارای �ه���ای �ل� �م� دوج� �ری س� �ه ك� �م ری� دا �ت �ب� �س� ن� �ون آزم� �ه ب� �ا �ن� ب� �ن، �رای� �اب� �ن� ب�

�ث �ح� ب� �دای �ت� اب� �ه �ك� �ان� �ن� �چ� �م� ه� �د. �ن� �ی���ك� م� �ف ری� � �ع� ت� (−۱,۱) ری��ف � �ع� ت� �وزه ح� �ا f(x)ب� =
∞∑
n=۰

cnx
nع� �اب� ت� �ك ی� �ری س�

�ن ای� �ه ك� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �م �ی� �واه� �ی���خ� م� �ون �ن� اك� .f(x) = (۱ + x)a �اه آن�گ� �د �اش� ب� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �ددی ع� a �ر اگ� �د ش� �اره اش�
اس��ت. ب��رق��رار a ع��دد ه��ر ب��رای ت��س��اوی

آن�گ��اه ب��اش��د ح��ق��ی��ق��ی ع��ددی a ك��ه ك��ن��ی��د ف��رض .٢.۴.١۵ ق��ض��ی��ه

(۱ + x)a =

∞∑
n=۰

cnx
n

.|x|< ۱ ك��ه وق��ت��ی cn =
a(a− ۱) · · · (a− n+ ۱)

n!
آن در ك��ه
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ای��ن ب��رای
d

dx
(f(x)(۱ + x)−a) = ۰ �ی��م م��ی���ده� ن��ش��ان �ت��دا اب� f(x) =

∞∑
n=۰

cnx
n �ی��د �ن� ك� ف��رض اث��ب��ات.

ری��م دا م��ن��ظ��ور

d

dx
(f(x)(۱ + x)−a) = f ′(x)(۱ + x)−a − af(x)(۱ + x)−a−۱

= (f ′(x)(۱ + x)− af(x))(۱ + x)−a−۱

(ال��ف) ١.٢.١۵ �ی��ه �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب� f ′(x)(۱ + x)− af(x) = ۰ �م �ی� ده� �ان �ش� ن� اس��ت �اف��ی ك�
ری��م دا

f ′(x) =

∞∑
n=۱

ncnx
n−۱ =

∞∑
n=۰

(n+ ۱)cn+۱x
n

ب��ن��اب��رای��ن

xf ′(x) =
∞∑
n=۱

ncnx
n =

∞∑
n=۰

ncnx
n

ن��ت��ی��ج��ه در

f ′(x)(۱ + x) =
∞∑
n=۰

((n+ ۱)cn+۱ + ncn)x
n.

ام��ا

(n+ ۱)cn+۱ + ncn =
(n+ ۱)a(a− ۱) · · · (a− n)

(n+ ۱)!
+

na(a− ۱) · · · (a− n+ ۱)

n!

=
a(a− ۱)(a− ۲) · · · (a− n+ ۱)(a− n+ n)

n!
= acn

ب��ن��اب��رای��ن

f ′(x)(۱ + x) =

∞∑
n=۰

acnx
n = af(x)

ن��ت��ی��ج��ه در
f ′(x)(۱ + x)− af(x) = af(x)− af(x) = ۰

داده���ای��م ن��ش��ان ك��ن��ون ت��ا ب��ن��اب��رای��ن
d

dx
(f(x)(۱ + x)−a) = ۰.

پ��س f(۰) = ۱ چ��ون k ت��ع��ی��ی��ن ب��رای اس��ت. ث��اب��ت ع��دد ی��ك k ك��ه f(x)(۱+ x)−a = k ری��م دا ن��ت��ی��ج��ه در
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ری��م دا ب��ن��اب��رای��ن .k = ۱ ری��م دا
f(x) = (۱ + x)a

اس��ت. ش��ده ك��ام��ل ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ت��رت��ی��ب ب��دی��ن و

ب��ن��وی��س��ی��د ت��وان��ی س��ری ی��ك ص��ورت ب��ه را
√

۱ + x .٣.۴.١۵ م��ث��ال

پ��س a =
۱

۲
ری��م دا ٢.۴.١۵ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ح��ل.

√
۱ + x = ۱ +

۱

۲
x+

۱
۲(

۱
۲ − ۱)

۲!
x۲ + · · ·+

۱
۲(

۱
۲ − ۱) · · · (۱

۲ − n+ ۱)

n!
xn + · · ·

.|x|< ۱ ك��ه وق��ت��ی

ب��ن��وی��س��ی��د ت��وان��ی س��ری ی��ك ص��ورت ب��ه را sinh−۱ x = ln(x+
√

۱ + x۲) ت��اب��ع .۴.۴.١۵ م��ث��ال

ری��م دا ص��ورت ای��ن در f(x) = ln(x+
√

۱ + x۲) ك��ن��ی��د ف��رض ح��ل.

f ′(x) =
۱ + x√

۱+x۲

x+
√

۱ + x۲
=

۱√
۱ + x۲

ری��م دا ٢.۴.١۵ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ن��ت��ی��ج��ه در

۱√
۱ + x۲

= (۱ + x۲)−
۱
۲

= ۱ − ۱

۲
x۲ +

۱

۲۲

۳

۲!
x۴ + · · ·+ (−۱)n

۱ × ۳ × · · · × (۲n− ۱)

۲n × n!
x۲n + · · ·

ری��م دا (١.٢.١۵ (ب ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ن��ا ح��ال .|x|< ۱ اگ��ر

ln(x+
√

۱ + x۲) =

∫ x

۰

dt√
۱ + t۲

= x− ۱

۲ × ۳
x۳ +

۱ × ۳

۲۲ × ۲ × ۵
x۵

+ · · ·+ (−۱)n × ۱ × ۳ × · · · × (۲n− ۱)

۲n × (n! )(۲n+ ۱)
x۲n+۱ + · · ·

ب��ن��وی��س��ی��د. ت��وان��ی س��ری ص��ورت ب��ه را sec−۱ ۱
x و sin−۱ x ت��واب��ع .۵.۴.١۵ م��ث��ال

٢.۴.١۵ �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ا �ن� ب� �س پ� f ′(x) = ۱√
۱−x۲ �ورت ص� �ن ای� در f(x) = sin−۱ x �د �ی� �ن� ك� �رض ف� �ل. ح�
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ری��م دا

f ′(x) = (۱ − x۲)−
۱
۲

= ۱ +

(
− ۱

۲

)
(−x۲) +

(−۱
۲ )(−

۱
۲ − ۱)

۲!
(−x۲)۲ + · · ·+

+
(− ۱

۲ )(−
۱
۲ − ۱) · · · (− ۱

۲ − n+ ۱)

n!
(−x۲)n + · · ·

= ۱ +
۱

۲
x۲ +

(۱
۲ )(

۱
۲ + ۱)

۲!
x۴ + · · ·+

(۱
۲ )(

۱
۲ + ۱) · · · (۱

۲ + n− ۱)

n!
x۲n + · · ·

ری��م دا (١.٢.١۵ (ب ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا ب��ن��اب��رای��ن

sin−۱ x = x+
x۳

(۲)(۳)
+

(
۱
۲

)(
۱
۲ + ۱

)
(۲! )۵

x۵ + · · ·+
( ۱

۲ )(
۱
۲ + ۱) · · · ( ۱

۲ + n− ۱)

(n! )(۲n+ ۱)
x۲n+۱ + · · ·

=

∞∑
n=۰

(
۲n

n

)
(x۲ )

۲n+۱

۲n+ ۱

پ��س cos−۱ x = π
۲ − sin−۱ x �ا �ام .sec−۱ ۱

x = cos−۱ x پ��س sec cos−۱ x = ۱
x �ون چ� �ال ح�

ری��م دا ال��ف ق��س��م��ت ب��ه ت��وج��ه ب��ا

sec−۱ ۱

x
=

π

۲
− ۲

∞∑
n=۰

(
۲n

n

)
(x۲)

۲n+۱

۲n+ ۱
.

م��س��ای��ل ۵.١۵

ب��ی��اب��ی��د. را ت��وان��ی ری��ه��ای س�� ه��م��گ��رای��ی ب��ازه ش��ع��اع زی��ر ری��ن��ات ت��م�� از ی��ک ه��ر در .١

.۴
∞∑
k=۰

(−۱)k+۱(x+ ۱)۲k

(k + ۱)۲۵k
,

.۵
∞∑
k=۱

(k! )۳xk

۲k!
,

.۶
∞∑
k=۰

(۲x+ ۱)k

۳k
,

.١
∞∑
k=۰

x۲k

k!
,

.٢
∞∑
k=۰

k!xk

۱۰k
,

.٣
∞∑
k=۱

(−۱)k−۱x۲k−۱

k + ۱
,



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۵۵٢

.١١
∞∑
n=۱

(
۱ +

۱

۲
+ · · ·+ ۱

n

)
xn,

.١٢
∞∑
n=۰

n!

an۲ x
n, (a > ۱),

.١٣
∞∑
n=۱

۳n + (−۲)n

n
(x+ ۱)n,

.١۴
∞∑
n=۱

۳n

√
n
x۲n+۱.

.٧
∞∑
k=۰

(x− ۲)k

۲k
√
k + ۱

,

.٨
∞∑
k=۰

kxk

(k + ۱)(k + ۲)۲k
,

.٩
∞∑
k=۱

kk

k!
xk,

.١٠
∞∑
k=۱

k!

kk
xk,

از اس��ت �ارت �ب� ع� c > ۰ و a > ۰ آن در �ه ک�
∞∑
k=۰

(ax+b)k

ck
�وان��ی ت� �ری س� �ی �رای� �گ� �م� ه� �ازه ب� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .٢

.
(
−c−b

a , c−b
a

)
ه��م��گ��رای b در س��ری آن آن�گ��اه ب��اش��د، (a, b] ص��ورت ب��ه ت��وان��ی س��ری ی��ک ه��م��گ��رای��ی ب��ازه اگ��ر ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٣

اس��ت. م��ش��روط

�ی �وان� ت� �ری س� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �رد ف� �ای ه� k �رای ب� ak = ۲−k+۱ و زوج �ای ه� k �رای ب� ak = ۲−k �ر اگ� .۴

ن��دارد. وج��ود lim
n→∞

an+۱

an
ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه اس��ت. (−۲,۲) ه��م��گ��رای��ی ب��ازه دارای

∞∑
k=۱

akx
k

ب��ی��اب��ی��د. را زی��ر ت��وان��ی س��ری�ه��ای ه��م��گ��رای��ی ش��ع��اع .۵

.۴
∞∑
n=۱

e۱+ ۱
۲
+···+ ۱

nxn,

.۵
∞∑
n=۰

(۲n)!xn!,

.۶
∞∑
n=۱

(
۱ +

۱

n

)n۲

xn.

.١
∞∑
n=۱

x۲n

۲n ,

.٢
∞∑
n=۱

(an+bn+cn)xn, (a, b, c ≥ ۰),

.٣
∞∑
n=۱

(n! )۳x۳n

(۳n)!
,
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�رای��ی �گ� �م� ه� �اع �ع� ش� دارای
∞∑
k=۱

akx
k �وان��ی ت� �ری س� �اه آن�گ� lim

n→∞
n
√

|an| = r > ۰ �ر اگ� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .۶

اس��ت. ۱
r

ب��ی��اب��ی��د. را زی��ر س��ری�ه��ای م��ق��دار .٧

.۵
۱ − x۳ + x۶ − x۸ + · · · ,

.۶
∞∑
n=۱

(−۱)n−۱x۲n

(۲n− ۱)(۲n)
,

.٧
∞∑
n=۱

x۲n

n(۲n+ ۱)
,

.٨
∞∑
n=۲

x۳n

۲n
.

.١
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱(x۲n−۱ + x۲n),

.٢
∞∑
n=۰

x۴n

۲n+ ۱
,

.٣
∞∑
n=۲

xn

(n− ۱)n
,

.۴
∞∑
n=۱

xn

n(n+ ۱)
,

ب��ی��اب��ی��د. ن��ی��ز را س��ری ه��م��گ��رای��ی ش��ع��اع و ن��وش��ت��ه ت��وان��ی س��ری ی��ک ص��ورت ب��ه را زی��ر ت��واب��ع از ی��ک ه��ر .٨

.۶

tan−۱ ۲x۳

۱ + ۳x۲
,

.٧
x√

۱ − x۲
,

.٨
sin−۱ x,

.٩
x(۴ − x)

۳
۲ ,

.١٠
sec−۱ ۱

x
,

.١
f(x) = xex,

.٢
f(x) =

∫ x

۰

ln(۱ + t)

t
dt,

.٣
ln(۱ + x+ x۲),

.۴
ln(۱ − x− ۲x۲),

.۵
tan−۱ ۲x

۱ − x۲
,
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.١۶
۱ − cosx

x
,

.١٧
sin۲ x,

.١٨
sinh۴ ۲x,

.١٩
ex

۲−۱.

.١١
ln(
√

۱ + x۳ − x),

.١٢
۱

۱ + x+ x۲
,

.١٣
۱

۱ − x− ۲x۲
,

.١۴
(sinx−۱)۲,

.١۵
sinx

x
,

ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .٩
∞∑
n=۰

۲۲n
(n! )x۲n+۱

(۲n+ ۱)!
=

sin−۱ x√
۱ − x۲

ب��ن��وی��س��ی��د. م��ف��روض ن��ق��ط��ه در را ش��ده داده ت��اب��ع ت��ی��ل��ور س��ری زی��ر ری��ن��ات ت��م�� از ی��ک ه��ر در .١٠

.۶√
x۳, c = ۱

.٧
(x− ۱)۲ sinx, c = ۰

.٨
x۲ex, c = ۰

.٩

f(x) =

 sinx
x x ̸= ۰ اگ��ر

۱ x = ۰ اگ��ر
, c = ۰

.١
ln|x|, c = −۱

.٢
sinx, c = −π

۳

.٣
cos۳ x, c =

π

۳

.۴
ln(x۲ + ۴x+ ۴), c = −۱

.۵
۱ − x+ x۲

۱ + x+ x۲
, c = ۰
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ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١١
∞∑
n=۰

x۲n

۱ − x۲n+۱ =

 x
۱−x |x|< ۱ اگ��ر

۱
۱−x |x|> ۱ اگ��ر

.

ب��اش��د. ه��م��گ��را
∞∑
n=۱

xn

۱+x۲n ک��ه ب��ی��اب��ی��د چ��ن��ان را x .١٢

ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١٣

π =
۱۰

۳
+ ۲

∞∑
n=۱

(−۱)n

۲n+ ۱

(
۱

۴n +
۲

۳ × ۹n

)
.

س��ری ول��ی اس��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ب��ی��ن��ه��ای��ت ۰ در f(x) =

e−
۱
x۲ x ̸= ۰

۰ x = ۰
ت��اب��ع چ��ه اگ��ر ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١۴

ن��ی��س��ت. ب��راب��ر f ب��ا f م��ک�ل��ورن

،x ∈ [۰,۱) ب��رای ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان .١۵( ۱

x− ۱

)۲
=

∞∑
n=۰

(n+ ۱)xn.



ن��م��ای��ه

آ
۴٨٩ ان��ت��گ��رال، آزم��ون

۴٧٩ راب��ه، آزم��ون
۴٨۴ ری��ش��ه، آزم��ون
۴٨۴ کُ��ش��ی، آزم��ون

٢٢٢ اول، م��ش��ت��ق آزم��ون
٢٢٣ دوم، م��ش��ت��ق آزم��ون

٣۵٢ م��ق��ای��س��ه، آزم��ون
۴٧٧ ن��س��ب��ت، آزم��ون

ا
٧ ارش��م��ی��دس��ی، اص��ل
١٨ اس��ت��ق��راء، اص��ل
٧ ت��رت��ی��ب، اص��ل
٧ ت��م��ام��ی��ت، اص��ل

١٠ ت��وزی��ع�پ��ذی��ری، اص��ل
۶ ج��م��ع، اص��ل

۶ ش��رک��ت�پ��ذی��ری، اص��ل
۶ ض��رب، اص��ل
٢٧ اص��م، اع��داد
۶ ح��ق��ی��ق��ی، اع��داد

١٧ ص��ح��ی��ح، اع��داد
١٧ ط��ب��ی��ع��ی، اع��داد

٣٠۶ ف��ی��ب��ون��ات��چ��ی، اع��داد
١٧ گ��وی��ا، اع��داد

۴٢ م��خ��ت��ل��ط، اع��داد

٣٢٣ ،١۵ اف��راز،
٨٩ اف��ق��ی، ان��ت��ق��ال

٩٠ ع��م��ودی، ان��ت��ق��ال
٣٢۵ ب��الای��ی، ان��ت��گ��رال
٣٢۵ پ��ای��ی��ن��ی، ان��ت��گ��رال
٣١۵ م��ع��ی��ن، ان��ت��گ��رال
٣۵٠ ن��اس��ره، ان��ت��گ��رال

٣١۵ ن��ام��ع��ی��ن، ان��ت��گ��رال
٣٩۶ گ��وی��ا، ك��س��ره��ای زی��ه ت��ج�� روش ب��ه ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری

٣٨٨ ج��زء، ب��ه ج��زء روش ب��ه ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری
٢١ ای��ن��ف��ی��م��م،

ب
٢٨ ب��ازه،

٢٨ ب��از، ب��ازه
٢٨ ب��از-ب��س��ت��ه، ب��ازه

٢٨ ب��س��ت��ه، ب��ازه
٢٨ ب��س��ت��ه-ب��از، ب��ازه

پ
١۵٣ ،١١۴ پ��ی��وس��ت��گ��ی،

١۶١ ی��ك��ن��واخ��ت، پ��ی��وس��ت��گ��ی

ت
٢۵ ت��اب��ع،

٢١۵ ص��ع��ودی، اک��ی��دا ت��اب��ع
٢١۵ ن��زول��ی، اک��ی��دا ت��اب��ع

۵۵۶



ن��م��ای��ه ۵۵٧

٣٢۵ ان��ت��گ��رال�پ��ذی��ر، ت��اب��ع
٧٩ پ��وش��ا، ت��اب��ع

١۵٣ پ��ی��وس��ت��ه، ت��اب��ع
٣۶۵ ت��وان��ی، ت��اب��ع

٨۵ ص��ح��ی��ح، ج��زء ت��اب��ع
١۶٢ ج��م��ع��ی، ت��اب��ع

۴٣ چ��ن��دج��م��ل��ه�ای، ت��اب��ع
٢۶ دن��دان��ه�ای، ت��اب��ع

٨٠ زوج، ت��اب��ع
٢١۴ ص��ع��ودی، ت��اب��ع

٨٠ ف��رد، ت��اب��ع
١۵ م��ط��ل��ق، ق��در ت��اب��ع
١۶١ ق��درم��ط��ل��ق، ت��اب��ع

٧٧ گ��وی��ا، ت��اب��ع
٣۶۵ ط��ب��ی��ع��ی، ری��ت��م ل��گ��ا ت��اب��ع

٢۴٣ م��ت��ن��اوب، ت��اب��ع
١٧۶ م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر، ت��اب��ع

٨۴ م��ش��خ��ص��ه، ت��اب��ع
٢١۵ ن��زول��ی، ت��اب��ع
٣۶۵ ن��م��ائ��ی، ت��اب��ع

٣۶۵ ه��ذل��ول��وی، ت��اب��ع
٨٠ ه��م��ان��ی، ت��اب��ع

١٨٧ ی��ک، ب��ه ی��ک ت��اب��ع
٢۶٠ م��م��اس، خ��ط ری��ب ت��ق��

٨۶ م��ث��ل��ث��ات��ی، ت��واب��ع

چ
٣۵٩ ح��ق��ی��ق��ی، اع��داد ب��ودن چ��گ��ال

ح
٣٣۵ ری��م��ان، ج��م��ع ح��اص��ل
۴٩٨ زی��ی، ج�� ح��اص��ل�ج��م��ع

۴٣۵ دوران، از ح��اص��ل ح��ج��م
١١۴ ح��د،

١٣۵ ب��ی��ن��ه��ای��ت، ح��د
١٣١ چ��پ، ح��د

١٣۵ ب��ی��ن��ه��ای��ت، در ح��د
١٣١ راس��ت، ح��د

٢٨٨ ،١١٧ ت��اب��ع، ری��ف ت��ع�� ح��وزه
١٧۴ م��ق��ادی��ر، ح��وزه

د
٢٨٧ دن��ب��ال��ه،

٣٠۵ ب��ازگ��ش��ت��ی، دن��ب��ال��ه
٢٩١ ص��ع��ودی، دن��ب��ال��ه
۴٧٢ ک��ش��ی، دن��ب��ال��ه
٢٩١ ن��زول��ی، دن��ب��ال��ه

٢٩١ ،٢۶٣ ه��م��گ��را، دن��ب��ال��ه
٢٩٢ ی��ک��ن��وا، دن��ب��ال��ه
٨٠ ت��ن��اوب، دوره
٢۵٧ دی��ف��ران��س��ی��ل،

س
١٩۵ م��ت��وس��ط)، م��ت��وس��ط(ن��رخ س��رع��ت

۵٢٠ ت��وان��ی، س��ری
۵۴٣ دوج��م��ل��ه���ای، س��ری
۴۶٩ م��ت��ن��اوب، س��ری

۴٩۴ ه��م��گ��را، م��ط��ل��ق��ا س��ری
۴٩۶ ه��ارم��ون��ی��ک، س��ری
۴٧۴ ه��ن��دس��ی، س��ری

٢١ ری��م��م، س��وپ��

ص
٢١۶ ،∞∞ م��ب��ه��م ص��ورت

٢١۶ ،∞−∞ م��ب��ه��م ص��ورت
٢١۶ ،۰.∞ م��ب��ه��م ص��ورت
٢١۶ ، ۰

۰ م��ب��ه��م ص��ورت
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ط
۴٣٢ ق��وس، ط��ول

ع
٢٩۴ ن��پ��ر، ع��دد

ق
١٨۵ زن��ج��ی��ری، ق��اع��ده
٢١۶ ه��وپ��ی��ت��ال، ق��اع��ده

۶٢ دم��وآو، ق��ان��ون
۶٠ ، ق��ان��ون�م��ت��وازی�الاض��لاع

١۵ ق��درم��ط��ل��ق،
٣۴۵ ان��ت��گ��رال، و دی��ف��ران��س��ی��ل ح��س��اب اس��اس��ی ق��ض��ی��ه

١٩ اس��ت��ق��راء، ق��ض��ی��ه
٢٣٠ ب��ول��زان��و، ق��ض��ی��ه

٢١٠ رل، ق��ض��ی��ه
٢٠٨ ، ف��رم��ا ق��ض��ی��ه

١٢٩ ت��واب��ع، در ف��ش��ار ق��ض��ی��ه
٢٨٩ ،٢٨٨ دن��ب��ال��ه�ه��ا، در ف��ش��ار ق��ض��ی��ه

۴٩١ لای��ب�ن��ی��ت��ز، ق��ض��ی��ه
٣۴٩ ان��ت��گ��رال�ه��ا، ب��رای م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه

٢١٠ م��ش��ت��ق(لاگ��ران��ژ)، ب��رای م��ی��ان��گ��ی��ن م��ق��دار ق��ض��ی��ه
٢١٣ م��ی��ان��گ��ی��ن(ک��ش��ی)، م��ق��دار ق��ض��ی��ه
١۵۶ ،( (ب��ول��زان��و م��ی��ان��ی م��ق��دار ق��ض��ی��ه

ک
٢١ ب��الا، ک��ران

٢١ پ��ای��ی��ن، ک��ران

گ
۴۴٩ گ��ش��ت��اور،

ل
٣۶۶ ط��ب��ی��ع��ی، ری��ت��م ل��گ��ا

م
٢۴۴ اف��ق��ی، م��ج��ان��ب
٢۴۴ ق��ائ��م، م��ج��ان��ب
٢۴۴ م��ای��ل، م��ج��ان��ب

٢٢۵ ب��الا)، س��م��ت ب��ه م��ح��دب(م��ق��ع��ر
۴٨ ق��ط��ب��ی، م��خ��ت��ص��ات

۵٠ م��خ��ت��ل��ط، ع��دد ی��ک م��دول
۴۵١ ج��رم، م��رک��ز
٧١ م��س��اح��ت،

۴۴۶ ج��ان��ب��ی، م��س��اح��ت
١٧۶ ت��اب��ع، م��ش��ت��ق

١٩١ ض��م��ن��ی، م��ش��ت��ق
١٨٩ ب��الات��ر، م��رات��ب م��ش��ت��ق
٢٢۶ پ��ای��ی��ن)، ب��ه م��ق��ع��ر(م��ق��ع��ر

۵٣٨ م��وه��وم��ی،
٣۴ ح��س��اب��ی، م��ی��ان��گ��ی��ن
٣۴ ه��ن��دس��ی، م��ی��ان��گ��ی��ن

ن
١۶ م��ث��ل��ث، ن��ام��س��اوی

٢۵١ ت��غ��ی��ی��ر، ن��رخ
٢۵١ م��رت��ب��ط، ن��رخ�ه��ای

٣٣٣ ن��رم،
٢٢٢ ب��ح��ران��ی، ن��ق��ط��ه
١۶٧ ث��اب��ت، ن��ق��ط��ه
٢٣٠ ع��ط��ف، ن��ق��ط��ه

٢٧٠ ت��اب��ع، ی��ک ن��م��ودار

ه
٢٩ ه��م��س��ای��گ��ی،

٢٩ م��ح��ذوف، ه��م��س��ای��گ��ی
٣۵٣ م��ط��ل��ق، ه��م��گ��رای

۴٩۶ م��ش��روط، ه��م��گ��رائ��ی
٢۶٣ دن��ب��ال��ه، ی��ک ه��م��گ��رای��ی



ک��ت��اب�ن��ام��ه

م��ح��م��دی اک��ب��ر ع��ل��ی ع��لام��ت�س��از، ح��س��ی��ن م��ح��م��د �رج��م��ه ت� ان��ت��گ��رال، و دی��ف��ران��س��ی��ل ح��س��اب��گ��ان اس��ت��وارت، ج. [١]
اص��ف��ه��ان. دان��ش��گ��اه ان��ت��ش��ارات ن��اه��ی��د، ح��س��ی��ن و

ف��ردوس��ی دان��ش��گ��اه ان��ت��ش��ارات اورع��ی، ح��س��ی��ن س��ی��د �رج��م��ه ت� ان��ت��گ��رال، و دی��ف��ران��س��ی��ل ح��س��اب آدام��ز، ا. ر. [٢]
م��ش��ه��د.

ان��ت��ش��ارات ع��ال��م�زاده، اک��ب��ر ع��ل��ی �رج��م��ه ت� ت��ح��ل��ی��ل��ی، ه��ن��دس��ه و ان��ت��گ��رال دی��ف��ران��س��ی��ل، ح��س��اب س��ی��ل��ورم��ن، ا. ر. [٣]
ف��ن��ی. و ع��ل��م��ی

ح��ج��ازی��ان، ری��ن ش��ی�� و ق��ان��ع ف��اط��م��ه ه��ن��ری، ب��ه��م��ن �رج��م��ه ت� ح��س��اب��ان، ری��ه ن��ظ�� م��ق��دم��ات��ی آن��ال��ی��ز راس، ای. ک. [۴]
رض��وی. ق��دس آس��ت��ان ان��ت��ش��ارات

�ان، �وادی� �ش� ن� �ر �اق� ب� و �ژاد ن� �ه �ل� �دال� �ب� ع� �ور پ� �ی �ل� ع� �د �م� �ح� م� �ه �م� �رج� ت� �ی، �ق� �ی� �ق� ح� �ز �ی� �ال� آن� �ای روش�ه� �رگ، �دب� �ول� گ� ر. [۵]
دان��ش��گ��اه��ی. ن��ش��ر م��رک��ز ان��ت��ش��ارات

�ور، �اپ� رض� �رام �ه� ش� و �ف ری� � ش� �ور �ص� �ن� م� �ک �ل� م� �ه �م� �رج� ت� �ی، �اض� ری� �ز �ی� �ال� آن� در �ی درس� �ک، ری� � �ات� پ� �ز �ت� �ی� ف� م. رپ. [۶]
ف��ن��ی. و ع��ل��م��ی ان��ت��ش��ارات

م��ش��ه��د. ف��ردوس��ی دان��ش��گ��اه ان��ت��ش��ارات و چ��اپ م��وس��س��ه ،I ری��اض��ی آن��ال��ی��ز ک��ام��ی��اب��ی�گ��ل، ر. [٧]

آق م��ح��م��ود �رج��م��ه ت� ان��ت��گ��رال، و دی��ف��ران��س��ی��ل ح��س��اب م��ب��ان��ی لان��گ��ل، ر. و اس��م��ی��ت ف. ب. گ��ران��وی��ل، ا. و. [٨]
ده��خ��دا. ان��ت��ش��ارات اول��ی،

دان��ش��گ��اه��ی. ن��ش��ر ان��ت��ش��ارات ؟؟؟، �رج��م��ه ت� ت��ح��ل��ی��ل��ی، ه��ن��دس��ه و ح��س��اب��ان ت��وم��اس، ج. [٩]

اف��س��ت. س��ه��ام��ی ش��رک��ت ری��اض��ی، آن��ال��ی��ز م��ص��اح��ب، غ. [١٠]

[11] S. I. Crossman, Calculus part I, II, Academic Press, 1981.

۵۵٩



٢ و ١ ع��م��وم��ی ری��اض��ی ۵۶٠

[12] R. E. Johnson, Calculus With Analysis Geometry, Allyn Banson, INC.
Boston.

[13] Spivak, Calculus.
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